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Zur einfachen Bemessung schlanker Stahlbetonrahmen
Contribution to a Simple Design of Siender Reinforced Concrete Frames

Vers un dimensionnement simple des cadres élancés en béton armé

Achim IRLE Horst SCHAFER Horst G. SCHAFER
Technische Hochschule Darmstadt
Darmstadt, BRD

1. EINLEITUNG

Die Traglast schlanker Stahlbetonrahmen 1ERt sich heute mit
numerischen Berechnungsmethoden wirklichkeitsnah ermitteln, [1] bis
[9]. Das nichtlineare Werkstoffverhalten von Beton und Stahl und
das Aufreien des Betons in der Zugzone erfordern jedoch einen gro-
Ben numerischen Aufwand bei der Berechnung der Traglast. Deshalb
benotigt der Ingenieur einfache Ndherungsverfahren, die zuverldssi-
ge und wirtschaftliche Ergebnisse liefern.

In der Praxis steht der Ingenieur oft vor der Aufgabe, ein ge-
wdhltes Tragwerk fiir vorgegebene Lasten zu dimensionieren. Aufgrund
seiner Erfahrung hat er i.a. die Betonquerschnittswerte bereits
festgelegt, so daB er nur noch die erforderliche Bewehrung zu er=-
mitteln hat. Nach einer iiberschlédglichen Vorbemessung muB er die
Tragfdhigkeit am verformten System nachweisen. Viele der hierfiir
entwickelten Methoden scheiden jedoch oft fiir eine praktische An-
wendung aus, weil entweder die erforderlichen Rechenzeiten und da-
mit die Kosten zu hoch sind oder weil ein entsprechend leistungs-
fdhiger Computer nicht zur Verfiigung steht. Aus diesem Grunde ent-
halten die nationalen Normen in der Regel Ndherungsvorschlége, vgl.
z.B. [11] und [14].

Nachfolgend soll iliber zwel Ndherungsverfahren berichtet werden,
das Ersatzstabverfahren (Effective Length Method) und das Ersatz-
steifigkeitsverfahren (Effective Stiffness Method). Die Giite der
Ubereinstimmung mit einer strengen Traglastberechnung auf der Basis
der DIN 1045 [10]] s0ll in Vergleichsrechnungen untersucht werden.

2. DAS ERSATZSTABVERFAHREN

2.} Grundlage des Verfahrens

Mit dem "Ersatzstabverfahren' versucht man bei der Ermittlung
der Schnittkrédfte die Berechnung des Gesamtsystems nach Theorie II.
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Ordnung zu umgehen, indem man einzelne Stdbe mit definierten Stab-
ldngen und Lagerungsbedingungen, die "Ersatzstibe", herausgreift
und diese einer strengen Berechnung unterwirft. In die deutschen
Berechnungsvorschriften flir Stabilitdtsfidlle im Stahlbau wurde dies
auf Vorschlag von CHWALLA fiir die Traglastermittlung von Stahlkon-
struktionen im Jahre 1952 eingefiihrt. Als "Ersatzstab" wird ein an
beiden Enden gelenkig gelagerter Stab bezeichnet, dessen Linge sy aus
dem Vergleich der EULER-Last des Ersatzstabes mit der Verzweigungs-
last des idealisierten Gesamtsystems ermittelt wird. Im Prinzip war
das Ersatzstabverfahren bereits in der alten deutschen Stahlbeton-
norm des Jahres 1942 enthalten. Die Ersatzstidbe wurden damals fiir

@ -fache Lasten nachgewiesen, wobei die w ~Werte in Abhiéngigkeit
von der Schlankheit in Versuchen ermittelt worden waren.

Im folgenden soll kurz das Ersatzstabverfahren beschrieben
werden, wie es nach der deutschen Stahlbetonnorm des Jahres 1972,
DIN 1045 [10], zugdassen ist. Es basiert weitgehend auf den Empfeh-
lungen von KORDINA [117.

2.2 Das "Ersatzstabverfahren" in der deutschen Stahlbetonnorm

Die deutsche Stahlbetonnorm fordert eine genauere Untersuchung
von Stahlbetondruckgliedern mit einer Schlankheit A= sK/iJ-7o. Da-
fiir werden zwei Verfahren vorgeschlagen:

@ Eine Traglastuntersuchung am Gesamtsystem unter 1.75-fachen
Gebrauchslasten nach der Theorie II. Ordnung mit wirklichkeits~
nahen Steifigkeiten.

® Eine Ndherungsberechnung mit Hilfe des "Ersatzstabverfahrens".
Das "Ersatzstabverfahren' erfordert drei Berechnungsschritte:

Im ersten Schritt wird die Linge des Ersatzstabes ermittelt.

Sie ergi sic el unverschieblichen Systemen als Abstand der Wen-
depunkte der Knickbiegelinie, bei verschieblichen aus dem Vergleich
der zur Verzweigungslast des Gesamtsystems gehSrenden Stabnormal-
kraft mit der EULER-Last des untersuchten Stabes. Dabei wird ange-
nommen, daf® die Lasten in den Knoten angreifen und die Stibe ideal
gerade sind. Fiir deren Steifigkeit kOnnen die reinen Betonquer-
schnittswerte angesetzt und als E-Modul kann der Anfangsmodul des

Betons verwendet werden.

Im zweiten Schritt werden die Schnittkridfte nach der Theorie
I. Ordnung ermittelt, Dabei wird ebenfalls ein linear=-elastisches
Verhalten der Struktur vorausgesetzt. Die Exzentrizitidt der Normal-
kraft wird in den einzelnen Stdben aus dem gréften, im mittleren
Drittel der Knickbiegelinie ermittelten Biegemoment berechnet
(e = max M/N) und dann fiir die Ersatzstdbe als konstant angenommen.

Im dritten Schritt wird der Ersatzstab losgeltst vom Gesamt-
system nach der Theorie II. Ordnung berechnet. Dabei wird eine Ver=-
formung des Systems oder eine ungewollte Exzentrizitidt von e =sKﬁio
berticksichtigt. Fiir die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen wePden
die auch fiir die Ermittlung der Bruchschnittgrtfen maRgebenden Ver-
ldufe entsprechend Abb. 1 vorausgesetzt. Hierdurch wird eine zu-
sdtzliche Sicherheit eingebaut, die durch die erhdhte Ausnutzung
der Stiitzen gegeniiber der alten Vorschrift angebracht erschien.
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Betonzugspannungen werden nicht beriicksichtigt. Die Ergebnisse
der Berechnung der Ersatzstdbe wurden fiir die praktische Anwendung
in Nomogrammen aufbereitet [11]. Diese gestatten eine schnelle Er-
mittlung der erforderlichen Bewehrung.

49 o : a) = wirklicher
) Verlauf
e r b) = idealisierter
! ; Verlauf
2% 15%. -Cb
Stahl Beton

Abb, 1 Werkstoffgesetze flir Stahl und Beton
2.3 Systematische Uberpriifung der Giite des Ersatzstabverfahrens

2.%3.1 Klassische Form des Ersatzstabverfahrens

Zur systematischen Uberpriifung der Giite eines Ndherungsver-
fahrens muB die Zahl der Parameter iiberschaubar bleiben. Es ist
deshalb erforderlich, ein mdglichst einfaches System zu wdhlen, an
dem jedoch alle Eigenschaften eines komplexen Tragwerks simuliert
werden kdnnen. Es wurde deshalb ein Einfeldstab gewdhlt, der an den
Enden elastisch gelagert ist und exzentrisch angreifende Normal-
krédfte aufweist (Abb. 2).

0 4 %

Legende:

________ El's Elymit Eyx85000 kpiem? i
601

mmmnme-El s Ely mit Ey=340000 aplem? 1.

s €L noch G (3
El gy voch GLth)

\ Fehlor 4= rogiost- frsctriast ..,

Tragiast

A\ -
20 & & -120 <100 ~80 ~80 -40 X
4 £%1 -4 AT
§+ « N s
c Y 4 7] 3
-+ -»-
i
a) universchiabliche Systema b) verschisbliche Systeme

Abb. 2 Fehlercharakteristik des Ersatzstabverfahrens

Fir je 1800 verschiebliche und unverschiebliche reprédsentati-
ve Einfeldstidbe wurden bei systematisch variierten Exzentrizitédten,
Bewehrungsverhdltnissen (UL =/AL' = O,4% ¢ 4,5%) und Federsteifig-
keiten (¢ = 0 +®) Traglasten nach dem Ersatzstabverfahren berech-
net und mit der strengen Losung nach einem in [ 6 Jbeschriebenen Ver-
fahren verglichen. Die relative Hiufigkeit der prozentualen Abwei-
chungen der Ndherungsldsungen von der strengen Ldsung ist in Abb. 2
fiir verschiebliche und unverschiebliche Systeme aufgetragen. Negati-
ve Abweichungen zeigen eine zu geringe Sicherheit an.
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Fir die Steifigkeit EI des Einfeldstabes wurde bei der Ermitt-
lung der Knicklénge und bei der Verteilung des Stabendmomentes auf
Stab und Feder zunichst mit linear-elastischen Werten EI = EbI ge=
rechnet, wobei nacheinander fiir = 85.000/170.000/350.000 kB/cm2
angesetzt wurde. Wie Abb, 2 zeift, sind die Fehlercharakteristiken
unbefriedigend, weil insbesondere die Abweichungen zur unsicheren
Seite hin zu grof sind.

Es war zu vermuten, daB die Hauptfehlerquelle im Ansatz fal-
scher Stabsteifigkeiten liegt., Im folgenden soll daher die Unter-
suchung auf die Verwendung "effektiver Steifigkeiten' ausgedshnt
werden.

2.%.2 Verwendung effektiver Steifigkeiten beim Ersatzstabverfahren

Fir die Anwendung "effektiver Steifigkeiten'" EI £ gibt es ei-
ne Reihe von Vorschlédgen, von denen hier genannt seigﬁ.

ACI BUILDING CODE [15] (fiir Kurzzeitlast)

EeIe
El ep = B I, (0.2 + E;I; ) (1)
KORDINA/QUAST C11]
EIei.f = Byl [0.2 + 15 (W+ut)] (2)

Gl. (2) ist mit G1l. (1) im wesentlichen identisch. Diese wurde als
Ergebnis von ca. 100 Vergleichsrechnungen aus Momenten-Kriimmungs-
Beziehungen gewonnen und an einer Reihe von Beispielen iiberpriiftD4],

JANKG [ 7 ]
EI ;p = BT, [0.6-2-(F - 0.5)%+(1 - 0.25 - B9) e (gogfl- 0-05]  (3)

B
N 1 —_  XFe 5

m,it n = * L4 = e ——— ————

b-d’BR (T + gesn ) ge%P b+ d Bp

Gl. (3) wurde von JANKO an einem beidseits gelenkig gelagerten

Stab unter der Wirkung einer exzentrisch wirkenden Normalkraft

und eines einseitig angreifenden Bruchmomentes aus der Bedingung

%leicher Randverdrehung von Ersatzstab und wirklichem Stab abge-
eitet.

IRLE[ 9]

El ¢p = B I, [a+ Db (Lu+Lu')"_l ()

IRLE erweitert die Gl. (1) von KORDINA/QUAST, indem er anstelle
von konstanten Grofien a und b veridnderliche einfiihrt. Zu deren
Bestimmung wird eine Ersatzsteifigkeit EI so0 festgelegt, daB
der Stab mit der konstanten Ersatzsteifigﬁgft und ein Stahlbeton-
stab mit konstanter Endausmitte unter der zur Traglast gehsrenden
Momentenflédche die gleiche Durchbiegung in Feldmitte aufweisen.
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Abb. 3 Ersatzsteifigkelt Abb. L Ersatzsteifigkeit
in Abhingigkeit von in Abhéngigkeit von Beweh-
Schlankheit und Ausmitte rungsgrad und Ausmitte

Der EinfluB der Schlankheit kann in erster Ndherung vernach-
lissigt werden (Abb. 3). Fir eine mittliere Schlankheit e/d = Lo
18Rt sich stellvertretend fiir alle Werte e/d die Ersatzsteifig-
keit als Geradenschar gemidBR Gl. (4) beschreiben (Abb. 4). Die Pa-
rameter a und b kann man nun in Abhdngigkeit vom Verh&ltnis ht'/d,
der Beton- und Stahlgiite ein fiir alle mal bestimmen. Fir Werkstof-
fe der deutschen Stahlbetonnorm DIN 1045 [10] erhidlt man z.B. die
in der Abb. 5 dargestellten Werte.
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Abb. 5 Beiwerte zur Berechnung Abb. 6 Momenten-
der Ersatzsteifigkeit EIeff Kriimmungs-Zusammenhang
fiir normalkraftfreie Stébe

Fir die normalkraftarmen Rahmenriegel verwendet IRLE [ 9]nur
den nahezu linearen Ast des Biegemomenten-Kriimmungs-Zusammenhanges
eines normalkraftfreien Stabes (Abb. 6). Linearisiert man den Be-
reich (1), so erhdlt man fiir die Verdrehsteifigkeit den in Abb. 7
angegebenen Zusammenhang fiir eine hdufig vorkommende Werkstoff-
kombination gemdf DIN 1045 [10].

5 Die Verwendung effektiver Stei=-
Syono S ZE I D figkeiten beim Ersatzstabverfahren
g w s fiihrt i.a. zu wesentlich besseren Er-
& wo 4 gebnissen. Gl. (1) und (2) wurden je-
%“ //c,ﬂin— doch nach ca. 50 Tastrechnungen nicht
O F welter ausgetestet, well in Grenzf&dl-
§°a 2 3 4 5 s len Abweichungen von iiber 1oo % aufge-
M — treten waren und iie gegen%be€ dem An-
S 03 satz hoher ~Werte keine Verbesserung
ﬁgg% Zoggggiggitgigigr ergaben.DieERnwendung von Gl. (3)

Stidbe fiihrt - wie Abb., 2 zeigt - im
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Mittel zu geringen Abweichungen. Bedenklich ist lediglich, daB die
Abweichungen z.7T. auf der unsicheren Seite liegen, insbesondere
dann, wenn fiir den Traglastnachweis des Standardstabes auf die
Tafeln von KASPAREK/HAILER [12] zurtickgegriffen wird, mit denen
verschrédnkte Exzentrizitdten beriicksichtigt werden kdnnen. Die
Verwendung von Gl. .(4) filhrt im Vergleich zu Gl. (3) zu etwas
groBeren Abweichungen, die jedoch durchweg auf der sicheren Seite
liegen; die Ubereinstimmung mit der strengen Rechnung wird im Ge-
ensatz zu Gl. (3) durch die Verwendung der Tafeln KASPAREK/HAILER
%12] noch besser. In der Abb. 2 sind in beiden F&dllen nur die Ab-
weichungen dargestellt, dle sich auf der Basis des "klassischen”
Standardstabes mit konstanten Exzentrizitdten ergaben.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daB das Ersatzstabverfahren
bei statisch bestimmten Systemen gute Ergebnisse liefert. Bei sta-
tisch unbestimmten Systemen ist es immer dann brauchbar, wenn man
die effektiven Stabsteifigkeiten und die Knickl&ngen gut abschitzt.
Die Ermittlung der Knickliéngen in komplexeren Systemen ist jedoch
i.a. sehr aufwendig; es erhebt sich daher die Frage, ob es nicht
sinnvoller ist, in solchen F&allen das Ersatzstabverfahren durch
eine direkte Berechnung des Systems nach Theorie II., Ordnung unter
Benutzung der bereits genannten "effektiven Steifigkeiten" zu er-
setzen.

3._DAS ERSATZSTEIFIGKEITSVERFAHREN

Da die Berechnung von Rahmen mit linear-elastischem Werkstoff-
gesetz nach der Theorie II. Ordnung auch von mittelgrofen Rechenan-
lagen gut bewdltigt wird, bietet es sich an, mit einer effektiven
Ersatzsteifigkeit EI s die iiber die Linge eines ganzen Rahmen-
stiels konstant ist,efﬁ herktmmliche Rechenverfahren einzugehen.
Der Rechengang lauft dann nach folgendem Schema ab:

(a) Ermittlung der Schnittkridfte eines Rahmens nach der Theorie
IT. Ordnung unter Annahme reiner Betonsteifigkeiten EIb (ela~
stische Rechnung).

(b) Bemessung des Rahmens fiir die Schnittkréfte nach (a).
(c) Berechnung von wirksamen Steifigkeiten EIeff'

(d) Ermittlung der Schnittkrdfte nach der Theorie II. Ordnung un-
ter Annahme wirksamer Stabsteifigkeiten EIeff‘

(e) Uberpriifung der Bewehrung nach (b); falls erforderlich, ite-
rative Verbesserung nach (d).

Konvergenz ist gegeben, wenn in zwei aufeinanderfolgenden Schrit-
ten die Schnittkridfte genligend genau tibereinstimmen.

Die systematische Uberpriifung der Brauchbarkeit analog zu
Abschnitt 2 war zur Zeit der Drucklegung (M&rz 1970) noch nicht
abgeschlossen. Alle bisher durchgerechneten Beigpiele unter Ver-
wendung von Gl. (4) zeigten jedoch gute Ergebnisse. Es ist zu ver-
?uten, daB dies bei veschieblichen Systemen auch auf Gl. (3) zu-

rifft.
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L. ZAHLENBEISPIEL

L.1 Vergleichsgrundlagen

Um die Gilite eines Niherungsverfahrens zu iiberpriifen, bestehen
grundsé@tzlich mehrere Moglichkeiten:

Man kann z.B. bei vorgegebenen Abmessungen, Bewehrungen und
Lasten Schnittkréfte vergleichen. Dies liefert jedoch im Hinblick
auf die Sicherheit eines Tragwerkes keine relevante Aussage. Es er-
scheint aussagekréftiger, mit dem N&herungsverfahren die Schnitt-
krdfte und Bewehrung zu ermitteln und das so bemessene Tragwerk mit
einem strengen Verfahren nachzurechnen., Die Glite des Ndherungsver-
fahrens ist dann umso besser und wirtschaftlicher, je weniger der
Gesamtsicherheitsbeiwert von dem zu fordernden abweicht. Abweichun-
gen sollten moglichst nur zur "sicheren Seite'" hin auftreten.
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Abb. 8 Zahlenbeispiel zum Ersatzstelfigkeitsverfahren

4.2 Kritische Wertung der Ergebnisse

Im gewdhlten Zahlenbeispiel (Abb. 8) wurden zundchst die
Schnittkrdfte unter 1.75-fachen Lasten mit EI=EI, nach der Theorie
IT. Ordnung ermittelt. Damit wurde dann eine Bemgssung durchge-
filhrt und das Tragwerk mit verschiedenen Ersatzsteifigkeiten neu
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bereghnet. Nach jedem Schritt wurde die Bewehrung den verénderten
Schnittgroen angepaBt bis diese sich in zwei aufeinanderfolgenden
Schritten nicht mehr wesentlich dnderten. Dies war bereits im
dritten Schritt der Fall.

Die anschlieBende strenge Traglastrechnung ergab mit EI
nach Gl. (4) eine Tragwerksicherheit ¥ = 1.82, die damit nureég-
ringfiligig liber dem geforderten Wert ¥ = 1.75 liegt. Das Ersatzstab-
verfahren lieferte V = 2.05, im vorliegenden Falle einen auf der si-
cheren Seite liegenden Wert. Das Ersatzsteifigkeitsverfahren hat
sich in allen bisher behandelten F&#llen &dhnlich gut bewdhrt.
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ZUSAMMENFASSUNG

Es werden zwel einfache NBherungsverfshren zum Traglastnach-
weils schlanker Stahlbetonrahmen beschrieben: das "Ersatzstabver-
fahren" und das "Ersatzsteifigkeitsverfahren". Das Ersatzstabver-
fahren wird in umfangreichen Serienrechnungen in einigen Varianten
ausgetestet. Es ist bel statisch unbestimmten Systemen i.a. nur un-
ter Verwendung "effektiver Steifigkeiten" brauchbar. Beim "Ersatz-
steifigkeitsverfahren" wird vorgeschlagen, den Traglastnachweis mit
stabweise konstanten "effektiven Steifigkeiten" unter Benutzung
herkdmmlicher Computer-Programme zu fihren.

SUMMARY

Two simple approximation methods for the ultimate limit state
analysis of glender reinforced frames are described: the "Effective-
Length-Method" (ELM), and the "Effective-Stiffness-Method" (ESM).
The ELM is checked in numerous series computations. For statically
indetermined systems it is only usable by applying "effective
stiffnesses". For the ESM it is suggested to check the ultimate
limit state with "effective stiffnesses" using conventional computer
programs.

RESUME

On décrit deux méthodes simples d'approximation pour déterminer
la charge ultime des cadres élancés en béton armé: le procédé des
"barres équivalentes" et le procédé des "rigidités équivalentes".

Le procédé des barres éguivalentes est contrdlé par de nombreux
calculs pour guelques variantes; dans le cas de systemes hyper-
statiques, il n'est utiligable qu'en employant les "rigidités
effectives". Pour le procédé des rigidités équivalentes, on
propose d'effectuer le calcul de la charge ultime avec des
programmes courants d'ordinateur en admettant des "rigidités
effectives" constantes pour chaque barre.
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