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Stabilitdt von Stahlbetonstiitzen und Stahlbetonrahmen
Stability of Reinforced Concrete Columns and Frames

Stabilité des colonnes et des cadres en béton armé

Wolfgang J. OBERNDORFER ‘ Dieter FISCHER
Dipl.-ing., Dr., M.S. Koautor, Dipl.-Ing., Dr.
Firma Ing. Mayreder, Kraus & Co Linz, Qesterreich

l.inz, Oesterreich

1. Einleitung

Der Stabilitdtsnachweis fiir auBermittig gedriickte
Stahlbetondruckglieder wird unter anderem nach den Vor-
schriften der einschlédgigen Normen in den einzelnen Lin-~
dern gefuhrt. In der Regel wird dabei das Verfahren der
Ausweichzahlen 'y, vorgeschrieben. Dieses Vefahren ist
aber duBerst unbefriedigend, weil das tatsichliche Ver-
halten des Betondruckgliedes nicht in die Rechnung ein-
geht. Das Verformungsverhalten des Stahlbetons wird nicht
richtig wiedergegeben. Der Anwendung des Hooke'schen Ge-—
setzes flir den Ausdruck fiir die Kriimmung bei der Ablei-
tung der Differentialgleichung steht bekanntlich entge~
gen:

die beschrinkte Zugfihigkeit des Betons

die nichtlineare Arbeitslinie des Betons

die elastoplastische Arbeitslinie des
Bewehrungsstahles

die Abh3ngigkeit der Krilimmung vom Bewehrungs-—
gehalt

Im folgenden Beitrag wird nun ein programmiertes
Verfahren gebracht, das unter Beriicksichtigung aller die-
ser Eigenarten von Stahlbetonquerschnitten den Nachweis
der Stabilitdt von beliebig gelagerten und belasteten
Stahlbetonstiitzen mit gleichzeitiger Ermittlung der er-
forderlichen Bewehrung ermdoglicht.

2. Das Rechenverfahren und die getroffenen Annahmen

2.1. Grundsgtzliches

Das nachstehend beschriebene Verfahren beruht auf
der numerischen Losung der Integraldarstellung der Gleich-
gewichtsbedingungen einer beliebig gelagerten und bela-
steten Stutze unter Verwendung einer wirklichkeitsnahen
Momenten~Kriimmungsbeziehung. Die Verformungen werden als
klein angenommen, die Schubverformung wird nicht beriick-
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sichtigt und es wird drillfreie Biegung in einer Ebene
vorausgesetzt. Die Steifigkeit der Stiutze kann beliebig

variieren (Abb, 1).
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Abb.1: Art der Lagerung, Art der
Belastung und Verteilung
des Bewehrungsstahles und
der Betontragheitsmomente

des Stabmodelles
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Abb.2: Schnittkriafte
und Koordina-
tionssysten

Es existieren die 2 Gleichgewichtsbedingungen (Abb.2):

N =S80 ag om -y re JTalg)= e (9). byo = y0§ )] ag]
M(x)= Mo+ B x v Mgy +oj(x-§). {,w(g).((g).[yo.j,(g)]}‘ugr

*ogfv(ﬁ)- [yt -y(§)] 4
und die allgemeine Momenten-Kriimmungsbeziehung:
y' o= £ (M(x),N(x)) = ¢ (x)

Die Randbedingungen lauten:
!
)‘=h ' Mll. = le . )’u,

x-O: Yeo
fo = ?5 - (. Yo
M°= Ms’cz.yo'

(1)

23

(3)

(4)

Uber die Uberfiihrung dieser Gleichungen in ein Differenzen-

schema mit weitgehender Integraldarstellung wird auf [7]

verwlesen.
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An Stelle der bekannten Beziehung
.
y ¢ - MJ/eL (5)

bei Materialien mit linearem Elastizitédtsgesetz tritt in
diesem Falle die Funktion

Y“é?: ‘g/d. * &[M,“) (6)
N\
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Abb.3: Schnittkridfte und Verteilung der Dehnung iiber
dem Querschnitt

Das hier beschriebene Verfahren erfordert die Aufteilung
der geometrischen Form in lauter Trapeze (Abb.4).
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Abb.4: Ortliche Koordinaten eines Teiltrapezes

Fir jedes Teiltrapez kann nun die Normalkraft und das

Moment um den Druckrand wie folgt berechnet werden:
4L

Q,

No= S 6, blddy My o - QS G- b(y) Y dy (7)
a R

worin
bly)= b+ ﬁ (y-ag) ist. (8)

Flir die Betonarbeitslinie wird nun der Ansatz so gemacht,
daB den CEB-Empfehlungen [4] entsprochen werden kann;

< T
g\ - GP'T«‘(Z“E) far  02%2 £ (9)

Bv = 9p fax €2 & . (10)

Bg. 6 VB
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Fire, = -2 o/oo,'e.2 = - 3,5 0/oo und 6p = 0,8 x Rechen-

wert fur die Betondruckfestigkeit folgt das Parabel-Recht-
eck-Diagramm; fir &, - f.- €, .. und 6p = Rechenwert fiir die

Betondruckfestigkeit folgt das Parabel-Diagramm.
In @dhnlicher Weise wird fiur den Bewehrungsstahl angesetzt:

Ne = Fe. B¢ " Me = - Fe. Gl ae 1)

mit e s o 2ly)t B e ly) vy, (12)

Durch geeignete Wahl von «§ und 4 148t sich abschnittsweise
eine ausreichend genaue Anpassung an Jjede Stahlarbeitslinie
finden. (4bb.5)

Gb[kyk‘m"] be ['Kp[cml]

- 6p I

B & _ol%) i & €el%s)

~+

Abb.5: Arbeitslinien von Beton und Stahl

Nach Summierung der Normalkrdfte und Momente iiber alle
Teiltrapeze und Stahleinlagen und nach Gleichsetzung dieser
Werte den ZuBeren Schnittkrdften werden 2 quadratische
Gleichungen mit den 2 Unbekannten y und ¢ erhalten. Elimi-
nation von € liefert eine Gleichung 4. Grades fir ¢ von
der Form:

log s P v g rhgr =0 (13)

Bei der Auswahl der mafligebenden Losung aus den vier
Ergebnissen wird wie folgt vorgegangen: bel gegebenem nega-
tiven Vorzeichen der Schnittkrdfte M und N muBl y positiv
sein (Abb.3). Die Losungskurven kénnen daher nur die in
Abb. 6 gezeigten Formen annehmen.

A

w($) ()

I ‘\ //’ \ ¢ 9)

Abb.6: Varianten der Nullstellen von y (3)
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Wenn nur die zu stabilen inneren Spannungszustidnden ge-
horigen Verdrehungen gesucht werden - wenn man daher in der
Kurve, wie eine solche in Abb. 7 typisch dargestellt wurde,

L M

M stabil ) Label
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Abb.?7: Typische M-y-Kurve

nur den Bereich bis zum Maximum verfolgt -, ist die kleine-
re der beiden positiven LOsungen die gesuchte. Tritt einmal
die in Abb, 8 ersichtliche dritte Variante der Losung auf,
so bedeutet dies, daB kein Gleichgewicht zwischen den AuBe-
ren Schnittkraften und dem Integral der inneren Spannungen
mehr moglich ist. Das Verfahren wurde nun derart program-
miert, daBl die Bewehrungsflachen solange vergroRert werden,
bis ein Gleichgewicht im Querschnitt mdglich ist.

Das VergrdBern der Bewehrungsfldche wird mit einer
eingegebenen Schrittweite n in Prozenten des Anfangswertes
fir die Bewehrung vorgenommen, Allgemein gilt, daB die er-
forderliche Stahlbewehrung umso genauer ermittelt wird, je
kleiner die Schrittweite gewdhlt wird. Andererseits sinkt
mit der VergroBerung der Schrittweite natiirlich die Rechen-
zeit und man liegt auBerdem auf der sicheren Seite (AbbL.8).
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Abb.8: Zusammenhang Schrittweite -~ theoretisch erforder-
liche Bewehrung

3. EDV-Programm

Zur numerischen Durchrechnung einer Stahlbetonstiitze
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wurde ein Rechenprogramm in FORTRAN erstellt. Die Eingabe
wurde so gestaltet, daf hinsichtlich der Sicherheitsphilo-
sophie und hinsichtlich der Generierung von zusidtzlichen
Verformungen zufolge Kriechen, Fundamentschiefstellung und
ungewollter Exzentrizitdt der Normalkraft voll der DIN [5]
entsprochen werden kann.

In unfangreichen Vergleichsrechnungen wurden die Er-
gebnisse des Iterationsalgorithmus, der Bemessungsroutine
und der endgiltigen Verformungsberechnung mit in der Li-
teratur bekannten Ergebnissen auf Ubereinstimmung verglichen.

4, Stabilitidt von Stahlbetonrahmen

Das eben beschriebene Verfahren zur Untersuchung der
Stabilitdt von Stahlbetonstiitzen 1aBt sich erweitern zur
Untersuchung der Stabilitdt von eingeschossigen Rahmen. Die
Vorgangsweise beruht darauf, dafl fiir einen vorgegebenen

TLastzustand
P - ZY’@ P.‘, (14)

(Summe aller mit den Sicherheitsfaktoren vervielfachten
Lastfdllen) die Kopfverschiebungen der Rahmenstiitzen kom-
patibel gemacht werden. Die Einspannung der Rahmenstiitzen
in den Riegel wird durch eine linearelastische Drehfeder
simuliert. Aus der Vertrdglichkeitsbedingung fir die
Stitzenkopfverschiebungen ergeben sich Anderungsquerkrifte
am Stiitzenkopf gegeniiber der Berechnung nach der Theorie
1. Ordnung. Die Dehnungen, die diese Anderungskrifte im
Riegel hervorrufen, werden vernachlidssigt, was bedeutet,
daB der Rahmenriegel unter den Anderungskridften inkom-
pressibel ist.

Die gesante Kopfverschiebung ist:

I = Te1,1 t Te1,2 F Ia,0° (15)

ist die Horizontalverschiebung im betrachteten
Lastzustand nach der linear-elastischen Theorie
1. Ordnung:

_ d DP+Z
Ye1,17 = Jel,1 T Jel,1 (16)

4
Jel,1

Pz
Jel,1

Yel,1

i

Verformung aus Dauerlasten

Verformung aus Verkehrs~ und
Zusatzlasten

ist die Horizontalverformung zufolge Abweichung
der Stielachse von der lotrechten Wirkungslinie
der Normalkraft

Ye,0 T Iplyo T Ig,0 (17

Verformung zufolge ungewollter
Exzentrizitiat der Normalkraft
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]

st @ . = o
Yp1,0 plastische Verformung (= v,. yel,ﬂ)

it

Verformung zufolge Fertigungsfehler
der Stabachse

Jeol.2 ist die zusdtzliche Verschiebung zufclge Beriicksich-
tigung des Gleichgewichtes am verformten Element
und zufolge des nichtlinearen Werkstoffverhaltens

yf,o

Besteht die Verbindung zwischen den Stiitzen und dem

Rahmenriegel aus einem Gummilager, dann setzen sich die
' d p+z

Verformungen yel,ﬂ’ yel,ﬂ und yel,B aus den Verformungen

der Stitze und aus Jener des Gummilagers

L
yieeeT o 8- . (18)
(Q = Querkraft, F = Lagerfliche, G = Schubmodul, h = Lager-
hche) zusammen.

Es werden nun die Stltzenkopfquerkrifte der einzelnen
Stiele betrachtet, die durch die genaue Rechnung eine Ver-
teilungsénderung erfahren. Zur Verteilungsidnderung dieser
Krifte tragen Jene Verformungen nicht bei, die schon nach
der Berechnung nach der linear-elastischen Theorie 1. Ord-
nung vorhanden waren (H+&Jnﬁ +ﬁm% ). Die restlichen Ver-
formungen berechnen sich mit:

a it ]

¥ = [ (44 0) et 4 Yot Yeo * Yeoo * Yotz - (19)

Die Anderungskrifte werden mit H. bezeichnet, n sei die
Anzahl der Stitzen. Die Vertraglichkeltsbedlngung lautet
dann:

ii = konst; i=1,.e00 (20)
und das Gleichungssystem flir die Anderungskréfte:
4 (he)= 3 Ced M (1)
n .
he = O (22)

i=4

Dies sind n+1 Gleichungen fiir die n Unbekannten H. und jy.
Die Losungen konnen nicht analytisch gefunden werden. Er-
rechnet man fir mehrere Werte von H. die Verformungen y.
und_trédgt diese Kurven fur jede Stiifze in einem Diagram
(H-y) auf, dann kann gra thCh die lotrechte SchluBlinie
S0 gezogen werden,_dal 0 wird. Die zur SchluBllinie
gehorige Abszisse y ist dl% Losung und liefert die An-
derungskréafte H “

86
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Beispiel
Gegeben ist ein statisches System gem. Abb. 9:
1 2 3 4 5 3 F & 9 10
V.S 2
]“{ Ifi ];{
o L3
9 2 3 5 .
ke be 3% 76 SO . JPS | F. 81 b 12 *© La B
I 3 o & ot i
o - i
Abb.9: Statisches System -

und die Baustoffe B 450 Tragwerk
B 300 DIPfeiler
RT 50

mit dem Kriechbeiwert 4, = 1,8.
Fiir den Pfeilerquerschnitt (Abb.10)

Pfeiler 1-8: t
Pfeiler 9,10: ¢

25 cnm
35 cm

3
R
.20
it

{}

1
i
8

-l
¥

Abb.10: FPfeilerquerschnitt

wurde die Mindestbewehrung nach ONorm B 4200, 9. Teil vor-
gesehen (=1,4 o0/00). [6]

Gesucht ist der Nachweic der Tragsicherheit fiir folgende

5 Lastkombinationen:

I) Leere Briicke, voller Wind, kein Erdbeben zur Zeit
t = O mit dem Sicherheitsfaktorv= 1,7

I1) ZLeere Briicke, voller Wind, mit Erdbeben zur Zeit
t = 0 mit dem Sicherheitsfaktor v= 1,1

ITII) Volle Briicke, halber Wind, ohne Erdbeben zur Zeit
t =« mit dem Sicherheitsfaktor v = 1,7

IV) Stabilitdtsnachweis fiir zentrische Belastung des
Rahmensystems mit dem Sicherheitsfaktor ¥ = 2,5

V) wie Lastkombination I, sdmtliche Horizontalkrifte
wirken Jjedoch von der anderen Seite

Die Normal- und Querkriéfte am Stiitzenkopf (die Mo~
mente sind identisch Null wegen der Gelenke am Pfeilerkopf)
als Ergebnis der Rahmenrechnung nach der linearelastischen
Theorie 1. Ordnung sind bekannt. Es wurde jede Lastikombi-
nation mit mehreren Ansédtzen fir die Anderungskrifte H.
nit dem EDV-~Programm durchgerechnet., Die Kopfverschiebﬁn-
gen ¥ wurden tabellarisch zusammengestellt und graphisch
aufgetragen (Abb. 11 filir Lastkombination II). Die L&sun-
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gen wurden durch heuristisches Auffinden jener Kopfaus-
lenkung y ermittelt, fiir die die Summe der positiven En-

derungskrifte glelch der Summe der negativen Anderungs-
krafte ist.

H[Mv]

so T

-50 1

Abb.11: Pfeilercharakteristika Beispiel

Die Steigung der Kurven ist ein MaB flir die Steifigkeit der
Pfeiler. Aus den Abb. 11 sieht man deutlich, daB die Pfeiler

S und 6 die steifsten und die Pfeiler 7,9 und 10 die weich-
sten sind.
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Knickpunkte:

Sie konnen an 2 Stellen entstehen: dort, wo die Null-
linie beginnt, in den Querschnitt hineinzuwandern, und dort,
wo Gleichgewicht des Pfeilers nur mehr bei Vergridferung der
Bewehrungsfliche mdglich ist (z.B. Pfeiler 5 und 8).

Asymptoten:

Sie treten dort auf, wo eine endlich kleine VergroBe-
rung der Horizontal(lAnderungs)-Kraft eine unendlich groBe
Verschiebung verursacht (z.B. Pfeiler 9 und 10). Bei dieser
Art der Labilitdt hilft ein Vergrdlern der Bewehrungs-
fldache nicht mehr (im Gegensatz zu Pfeiler 8, der sich durch
VergrdBerung der Bewehrungsfliche noch retten 1dBt). Die
Grenze fir die Moglichkeit, einen Pfeiler durch VergrdBfern
der Bewehrungsfldche stabil zu machen, hingt einzig und
allein von seiner Schlankheit und die in die Schlankheit
eingehenden Materialkonstanten ab (Abb.12).

L1

Hgrons e ___Asynptete

0 /\

Abb.12: Verhalten einer Stahlbetonsiule unter seit-
licher Horizontallast und Druck:
H1<ZH : Bewehrungsfliche vergrdoBern bewirkt Stabilitdt

grenz
H2t>ngenz: Keine Stabilit&t mehr moglich

Zick-Zack-Charakteristik:

Bei Pfeilern, deren Bewehrungsfldchen sehr stark ver-
groBert werden bel den einzelnen Ansdtzen fir die Anderungs-
kraft, kann das Auftragen der Ergebnispunkte zu einer we-
nig sinnvollen Zickzackkurve fiihren, wenn der Faktor der
EisenfldichenvergroBerung groB gewdhlt wurde (z.B.q = 1,0).
In diesem Fall muBl dieser Pfeiler mit einem wesentlich
kleineren n (z.B. 0,2) wiederholt werden, um eine mdglichst
glatte Kurve zu bekommen. In Abb. 13 wurde dieses Phidnomen
prinzipiell dargestellt.
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5F

Abb. 1%: Abhidngigkeit der Charakteristik vom Faktor
fiir die Bewehrungsfldchenvergroflerung

Stabilitdtsuntersuchung LK IV:

Fir eine Stahlbetonstiitze gibt es prinzipiell 2 Ver-
haltensarten: den Verzweigungsfall bei zentrischem Druck
und den Traglastfall bei exzentrischem Druck.

Bei der Stabilitdtsuntersuchung nach diesem Verfahren
wird der Verzweigungsfall (der iiber die Ermittlung der
Eigenwerte zu ldsen wire) auf den Traglastfall iibergefiihrt
dadurch, daR eine seitliche Stdrlast (ca. P/100) an den
Rahmentragwerk angebracht wird. Stellt sich unter der Stor-
last ein Gleichgewicht ein, so hat der Lastzustand noch
nicht die kritische Last des Verzweigungszustandes erreicht.
Im allgemeinen geniigt wegen der Kleinheit der Verformungen
unter der Storlast 1 Versuch und lineare Extra- und Inter-
polation.

Als Ergebnis konnte bei diesem Beispiel festgestellt
werden, daBll das Rahmentragwerk unter allen untersuchten
Lastkombinationen stabil ist und daB mit der normenméfigen
Mindestbewehrung das Auslangen gefunden werden kann. Die
nach diesem Verfahren ermittelten Anderungskrifte am Stiit-
zenkopf sind von der gleichen GrdBenordnung wie die Kopf-
querkrafte aus der linear-elastischen Rechnung und haben
daher ausschlaggebende Bedeutung fir die Stabilitdt und Be-
messung des Rahmentragwerkes.
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ZUBS AMMENFASSUNG

Es wird ein Verfahren zur Untersuchung der Stabilitit von
Stahlbetonstiitzen und Stahlbetonrahmen beschrieben. Das Verfor-
mungsverhalten der Bauglieder wird von normgemissen Annashmen fur
die Arbeitslinien von Beton und Stahl abgeleitet. Bei Versagen
der Stutzen wird in einem Algorithmus untersucht, ob Vergrissern
der Stahleinlagen stabiles Tragverhalten ergibt. Rahmentragwerke
zeigen eine Uberraschend grosse Aenderung der Kopfquerkrafte ge-
geniber der Berechnung nach der linear-elastischen Theorie. Das
Ergebnis ist eine Mobilisierung von Tragreserven. Die Berechnungen
werden mit einem elektronischen Rechenprogramm durchgefiihrt.

SUMMARY

A method for the investigation of the stability of reinforced
columns and frames is described. The load deformation behaviour of
the structural members is derived from the standard assumptions
for the stress—-strain relations of steel and concrete. A special
algorithm investigates whether stable structural behaviour can be
reached by enlarging of the reinforcement if the columns fails.
Reinforced concrete frameworks show an astonishing change in the
shear forces at the top of the columns resulting in a mobilisation
of unused structural capacities. The calculations are carried out
with the aid of a computer program.

RESUME

On décrit un procédé pour l'étude de la stabilité des colonnes
et des cadres en béton armé. Le comportement charge - déformation
des éléments de construction est dérivé des hypothéses faites pour
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les diagrammes tension - déformation du béton et de 1l'acier. On
étudie un algorithme permettant, en cas de rupture des colonnes,
de déterminer si le renforcement de 1'armature conduit & un com-
portement stable. Les efforts tranchants au sommet des colonnes
des cadres présentent des différences d'une ampleur étonnante
par rapport & la théorie élastique lindaire, ce qui donne une
"mobilisation" des capacités de charge, normalment négligées.
Les calculs sont effectués & 1'aide d'un programme d4'ordinateur.
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