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Ill

Ein Näherungsverfahren zur Berechnung der Verbund- und vorgespannten
Konstruktionen

An Approximate Method for Calculation of Composite and Prestressed Structures

Une méthode approchée pour le calcul des constructions mixtes acier-béton
et en béton précontraint

MILAN DJURIC
Prof., Dr. se. techn.
Universität Beograd

Jugoslawien

1. Beziehung; zwischen Spannungen und. Dehnungen des Betons
Bei der Berechnung der vorgespannten und der Verbundkonstruktionen

wird noch immer die von Dischinger vorgeschlagene Beziehung
zwischen Spannungen und Dehnungen des Betons angenommen. Diese
Beziehung wird zumeist in Form einer Differentialgleichung geschrieben,

kann aber auch in Form einer Integralgleichung angeschrieben
werden, und zwar:

wo durch (p ip(t) das Kriechmass und durch S&= £s(i) das Schwind-
mass des Betons bezeichnet wird. Dabei wird gewöhnlich vorausgesetzt,

dass

/2/ es=~ iprl)
ist, wo durch cp^ das Endkriechmass und durch cStc das -Enclschwind-
mass des Betons bezeichnet ist.

Es hat sich leider gezeigt, dass zahlreiche Probleme der
vorgespannten und der Verbundkonstruktionen mit einer solchen Beziehung

zwischen Spannungen und Dehnungen nicht gelöst werden können.
Deshalb ist man gezwungen, sich mit angenäherten Lösungen zu begnügen.

In dem hier vorgeschlagenen Näherungsverfahren wird die
Integralgleichung /!/ durch eine gewöhnliche algebraische Gleichung
ersetzt, die sich ergibt, wenn der Wert des Integrals in der Gleichung

/!/ bestimmt wird unter Voraussetzung, dass die Spannung im
Beton von Werte im Zeitpunkt -t Q bis zum Wert 6"^ im Zeitpunkt

» eine lineare Funktion der Veränderlichen u> ist, d.h. wenn in
die Gleichung /!/ eingetragen wird:

73/ J'P6{)c/<f>= <p.



388 III - NÄHERUNGSBERECHNUNG FÜR VERBUND- UND VORGESPANNTE KONSTRUKTIONEN

Mit den Bezeiehungen

/Vi /5/ £bf— 2-f-ip 2+f }

kann die Gleichung /!/ in folgender Form geschrieben werden:

/6/ <% + ?<% £6v(&-£s).
Die Lösungen, die sich ergeben, indem man von der obigen

Gleichung ausgeht, sind einfach und stets ausreichend genau, in
bezug auf die Genauigkeit, mit der die Haterialkonstanten
bestimmt werden können und die Genauigkeit, mit der die Gleichung/!/ das reelle Verhalten des Betons darstellt.
2. Grundlegende Bezeiehungen

Eâ - -Elastizitätsmodul des Stahls,
- Elastizitätsmodul des Betons,

Eb(p - fiktiver Elastizitätsmodul des Betons, Gleichung /Vi
£"c - Vergleichs-Elastizitätsmodul. Für Verbundkonstruktionen

ist Ec für vorgespannte Konstruktionen ist_^ £^
Vâ Et3/Ec } Vß =-Ety/£c ~ Verhältnisse der Elastizitätsmoduli,
fg - Querschnittsfläche des Stahls mit dem Schwerpunkt
C - Abstand der Schwerpunkte TS und Tb i positiv wenn

der Schwerpunkt Es unter dem Schwerpunkt 7^ liegt,
-Eh~ VäE ] ^6^7, ~ reduzierte Querschnittsfläche des

Stahls bzw. des Betons,
Ei — Egr~h - ideelle Querschnittsfläche,
U - Abstand der Querschnittspunkte von der zur Biegungsebe-J ne senkrechten Achse durch den Schwerpunkt des ideellen

Querschnittes 72 Die Abstände des Schwerpunktes 72
von den Schwerpunkten Tâ 71 sl-n(1: U =F, C/Fe 1131(1

y^fürc-iFi • a
- Trägheitsmomente des Stahl- bzw. Betonteiles des Quer-

J ® Schnittes in bezug auf die Schwerpunkrachsen durch
und Tb

Vjlsj IjhE ^b^br - reduziertes Trägheitsmoment des Stahls
bzw. des Betons,

J'sr'*'Trägheitsmoment des ideellen Querschnit¬
tes.

Die eingeführten Bezeichnungen unterscheiden sich von den in
der Theorie der vorgespannten und der Verbundkonstruktionen üblichen

Bezeichnungen nur dadurch, dass die Betonfläche nicht nach
dem reellen Elastizitätsmodul des Betons Eb sondern nach dem
fiktiven Modul reduziert wird. Da der Modul Ebtp eine Funktion

von y> bzw. von -b ist, so sind auch die Grössen 14
Ei i Ii i sowie die Grössen yâ Funktionen von ip bzw. von iE,

3. Spannungen und Verformungsgrössen
Der Bernoullischen Voraussetzung über ebenbleibende

Querschnitte gemäss können, im Falle ebener Biegung,die Dehnungen inder Sichtung der Stabachse in folgender Form dargestellt werden:
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/7/ £=
wo £7- die Dehnung im Schwerpunkt des ideellen Querschnittes 12
ist, und die Krümmungsänderung der Stabachse. Die Spannungen
im Stahl werden, laut Hooke-schem Gesetz, durch den Ausdruck:

/8/ <oa~ EaCZ-r+^y)
gegeben, während die Spannungen im Beton, gemäss der Gleichung
/6/, durch den Ausdruck:

/9/ ~ £hf ~ f ^~bo Efjp&s >

gegeben wedren, Die Verformungsgrössen <£7- und in dem
Querschnitt mit den Querschnittskräften M und M ergeben sich aus
den Gleichgewichtsbedingungen:

^ ç-âJF + V<obc/F Nj
no/

§ y&a^F-h y<obc/F - M>

wo der Index â bzw. b unterhalb des Integralzeichens bezeichnet,
dass das Integrationsgebiet der Stahl- bzw. der Betonteil des
Querschnittes ist. Wenn die Gleichungen /8/ und /9/ in die Gleichungen
/10/ eingetragen werden, ergibt sich:

&T (&£ JF) + 96

N+ sSyF>

£r(^4ydFy ?*!bydF) +x
M-/- f 2h y6ïo rjF +£bp fis y C*F-

Nach den Bezeichungen im vorangehenden Abschnitt ist:
£aldF~h£b<P§bdF^ £âFà + FhipFb- Ecfc 3

/12/ Ef£ ydF+Efy^ydF « F3Fâyâ+£bi,Fhyb - O,

Die Integrale :

j^e-boc/F und lhy&bodf>

an der rechten Seite der Gleichung /II/ haben einfache Bedeutungen.
Das erste stellt die Resultierende der inneren Kräfte die von Beton

im Zeitpunkt -fc=0 aufgenommen werden dar, während das zweite
das Moment in bezug auf den Schwerpunkt des ideellen Querschnittes
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Ti derselben Kräfte darstellt. Die Resultierende wird mit
und das Moment wird mitMba-f-h/boybo bezeichnet, wo das Moment
der vom Beton im Zeitpunkt t=o aufgenommenen inneren Kräfte in
bezug auf den Schwerpunkt des Betons 7£ ist. Damit wird:

/15/ f6 +^60
Wenn man nebst den bisher eingeführten Bezeichnungen noch die
Bezeichnung:

/IV Fblf>Fh£s >

einführt, so können die Gleichungen /II/ auch in folgender Form
angeschrieben werden:

E*Fie.r H+?*6o+NaKJ
/^p/

Edc^e^ M + 9Ns/tUbo •

Wird die Summe der Kräfte an der rechten Seite der ersten von diesen
Gleichungen als eine fiktive Normalkraft A/ip und die Summe der

Momente an der rechten Seite der zweiten von diesen Gleichungen
als ein fiktives Biegungsmoment M<p aufgefasst:

/16/ N+ 9A4*
M<p M+ 9(^60^ N^y^ + Nsdba,

so sind die Verformungsgrössen 9C und £7- durch folgende Ausdrücke
angegeben:

/in/ c _ jp—
M<?

/ 7/ T EcFl ' EJL
Wenn man diese Werte für £T und &. in die Gleichungen /8/ und /9/
einführt, so ergibt sich:

/18/
"l- +j'y)

Aus den Gleichungen /l?/ und /18/ wir folgern, dass in einem
Verbund- oder vorgespannten Träger im Zeitpunkt ± die Verformungsgrössen

£r und 3. gleich sind und die Spannungen und
~t"Eb(pßs proportioneil sind den entsprechenden Einflüssen in einem
Träger von gleichartigem Material, mit einheitlichem Elastizitätsmodul

Fc mit den Querschnittsbeiwerten Fe und Je und mit den
fiktiven Querschnittskräften Ny und Mu>, die durch die- Gleichungen

/16/ angegeben sind.
Um aus den Gleichungen /16/, /17/ und /18/ die Verformungsgrössen

und die Spannungen im Zeitpunkt ~t zu berechnen, ist es
erforderlich, die Grössen 6~bo und Mbo zu kennen. Die erwähnten

Grössen ergeben sich aus den vorangehenden Gleichungen, wenn
man für i=o : tp=0 Ç=0 rfs/c~ & stellt, sowie dass
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N= Nq und A/ A/0 ist :

/19/ 1»*)'

720/ +Mo
> io -Lia -LÙ3

In den obigen Gleichungen sind F^ra un<l Xbra Querschnittswerte des
Betons, reduziert nach dem reellen Elastizitätsmodul des Betons j56
und F[o die Querschnittswerte des entsprechenden ideellen
Querschnittes.
4. Statisch unbestimmte Träger

Infolge des Schwindens und des Kriechens des Betons, unter
Einwirkung einer ständigen Belastung, ändern sich im Laufe der
Zeit die Verformungen der Verbund- oder vorgespannten Konstruktionen.

Leshalb ändern sich in den statisch unbestimmten Verbundoder
vorgespannten Trägern auch die statisch unbestimmten Grössen

XK )K- 1,2,... n. und damit euch die Querschnittskräfte:

/2i/ N= + Z X*Nh 3 M=M*+Z. XkM« jAr=-7

wo Querschnittskräfte des Gleichgewichtszustandes X/ç=
und /y* Mk Querschnittskräfte des Selbstspannungszustandes
Xk" 1, sind.

Die statisch unbestimmten Grössen Xk A'—1,2,... rx. werden
aus ft. Gleichungen des Prinzips der virtuellen Kräfte:

/22/ J* (N/er+Mf ae)ab= Z Qji cj ï -1,2J rLj
yj

berechnet, in denen Qjc Reaktionen, und Mi Mi Querschnittskräfte
des Selbstspannungszustandes Xi= bezeichnen, während £7-

und die wirklichen Verformungsgrössen und Cj die wirklichen
Stützenverschiebungen des Trägers sind.

In den Gleichungen /17/ und /18/ wurde nichts von den
Querschnittskräften vorausgesetzt so dass dieselben auch dann gültig
sind, wenn die Kräfte N und M mit der Zeit sich ändern, d.h.
sowohl für statisch bestimmte als such für statisch unbestimmte Träger.

Laut Gleichungen /21/, Gleichungen /16/ und Gleichungen /17/
sind die Verformungsgrössen £r und in einem statisch unbestimmten

Träger durch folgende Ausdrücke angegeben:

/23/ (/vj +Z +ZXkM*)
-^c'i ' K=7 H=I

worin
Ni Ntf + pMho + a's* ;/2V
M0 - M# -t- PfM6o+-M6o y^) -h /Vs«yhû J

ist.
Wenn die Gleichungen /2J>/ in die Gleichungen /22/ eingetragen

werden ergibt sich:
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K=1 l " V £<£0 / /__ 1 o r,
7257 "

+ J *|g o/5 +j ijtg Js -ZQw-o,
Mit den Bezeichnungen:

/26/

können die Gleichungen /25/ in folgender Form geschrieben werden:

/27/ ^ +<f/çt =0, L~1,2,...n*.
Daraus wir folgern, dass die statisch unbestimmten Grössen

in einem Verbund- oder vorgespannten Träger im Zeitpunkte i:
gleich sind den statisch unbestimmten Grössen eines statisch
unbestimmten Trägers aus gleichartigem Material, mit einheitlichem
Elastizitätsmodul £c. mit den Querschnittswerten F^ und Ic
sowie mit den Einflüssen im Hauptsystem A£/und die durch die
Gleichungen /24/ angegeben sind.
5' Träger mit zusammengesetztem Stahlquerschnitt

Der otahlquerschnitt des Verbundträgers wird oft aus mehreren
Teilen zusammengesetzt: Blech oder Walzträger, schlaffe Bewehrung
und Drähte bzw. Vorspannstähle, mit den Querschnittsflächen F^
Frj Fp mit den Trägheitsmomenten 1^ Ip in bezug auf
die Achse durch den Schwerpunkt Tn, * bzw. 7^ und ~Tp und mit
den Elastizitätsmoduli £n und £p

Es ist leicht zu beweisen, dass auch für diesen Fall sämtliche
bisher abgeleiteten Gleichungen gelten, wobei darin Far* die

ideelle Stahlfläche bezeichnet, und zwar:

/28/ Fnn + Fmh -hFpr }
/29/ ~ j f~air Fm Fpr* "^o fp }

/jo/ W,- ^ fa Vp-&
t=C A:

und Tsf das Trägheitsmoment der ideellen Stahlfläche in bezug auf
den Schwerpunkt 7Jj :

/31/ Iar~ ^nr^^mt-^Ipr* ^ 2~*~
^Tnr (em ~ ^ p^fj

j ïtnr= ^ } Ipr~ ^plp,
Der abstand des Schwerpunktes la von der Achse, die in den
Abständen e.n » £/» > &p von den Schwerpunkten J}j Tm 77
verläuft, wird aus der Gleichung:

/33/ ^~mt* (&tn ~Fa) + Fpr() — O
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bestimmt.
Mit der ideellen Stahlfläche f^r dem Trägheitsmoment

derselben Fläche Jät* i-n bezug auf die durch den Schwerpunkt
verlaufende Achse,wird die ochwerpunktslage des ideellen
Verbundquerschnittes Tc berechnet, die Beiwerte und Jt- ferner die
fiktiven Kräfte A'ip und Mu> die Verformungsgrössen £T und ae
sowie die Spannungen im Beton 6~b eus den vorhin abgeleiteten
Gleichungen, während die Spannungen in den Stahlteilen des Trägers
durch die Gleichungen:

gegeben sind.
6. Zinfluss der Vorspannungskräfte

Die Vorspannung von Trägern wird gewöhnlich mittels Spanndrähte

durchgeführt die sich in Röhren befinden, welche eine von
den übrigen Teilen des Trägers unabhängige Drahtverformung sichern.
Bei einer derartigen Vorspannungsweise im Moment der Vorspannung,
d.h. im Zeitpunkt ~t= 0 ist die Spannkraft p eine äussere auf
den spannstahllosen Querschnitt einwirkende Kraft. Der Spannstahl
ist in diesem Augenblik bloss ein dem Träger die Kraft p vermittelndes

Element. Dementsprechend ergeben sich die Spannungen im
Zeitpunkt ib 0 infolge der Vorspannung, wenn in die Gleichung
/19/ N0 ~P und -Pypo eingetragen wird:

wo F/a und lo. Querschnittswerte des ideellen spannstahllosen
Querschnittes sind.

Nachdem die Drähte gespannt und verankert sind, werden die
Röhre mit Zementmörtel injiziert. Der Spannstahl wird zu einem
Teil des Trägers, der ihren weiteren Verformungen Folge leistet,
und damit die ursprüngliche Spannung P /Pp im Laufe der Zeit
stetig ändettk Die Aenderung dieser Spannung ist dem
Dehnungsunterschied S So in den Zeitpunkten ~t und ~t—O proportioneil,
so dass die Spsnnung im Spannstahl im Zeitpunkt ~t gleich wird:

/36/ +
P

Wenn man diese Gleichung sowie die Gleichungen:

/37/ G"n—£nZ j 6rn~ £m£ 6£ j
in Bedingungen:

ifndF+§mS-mJF+Je-pclP §6-bc/F Ot

IfrydF+^ydF-h^GpydF+JfiydF ~0,
einführt, schliesst man daraus, dass auch für die durch die
Vorspannungskraft hervorgerufenen Verformungsgrössen Sy und ^e. die
Gleichungen /17/ gelten damit
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/38/
~ ~ p +Spf>J6G6oc/F,

Mtp-- Pypo +J£peo ydF+ f Je-bo yJF3
rist. Die Grösse FpS.o ist die Spannung, die von dem Spannstahl

aufgenommen werden würde, wenn derselbe im Zeitpunkt ~t- O der
Verformung des Trägers folgen würde. Das Integral dieser Spannungen

im Ausdruck für /Vy> ist die Rezultierende A*po und das Integral
der statischen Momente dieser Spannungen in bezug auf den

Schwerpunkt des ideellen Querschnittes im Ausdrucke für A/y? ist
das Moment Mpa+Mpoypo •

$£Pe.dF= Npo~-Pvp{ï^+-5yâ\,
/39/

J'EpyMpoHp0yPo ~ — PyPo Np°yPo

«enn die Gleichungen /39/ und die Gleichungen /1J/ in die
Gleichungen /38/ eingetragen werden, erhält man:

/40/ -P-hNpo-t-f^ 3

Mp~~pyp + Mpo+Mpoypo+ f (Mbo+M^y^y
Die statisch unbestimmten Grössen infolge Vorspannung des

Trägers bekommt man aus den Gleichungen /27/, wenn margin die
Gleichung /26/ für die fiktiven Querschnittskräfte F& und M#
die Grössen Ntp und My? die durch die Gleichungen /4G/ gegeben
sind, einführt.

ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Beitrag wird eine Methode zur Berechnung der Verbund- und
vorgespannten Konstruktionen, unter Berücksichtigung der Einflüsse des Schwindens und

Kriechens des Betons, vorgeschlagen. Dabei wird die Spannungs-Dehnungs-Beziehung
des Betons in Form einer algebraischen Gleichung angenommen.

SUMMARY

The paper deals with a method for the calculation of composite and prestressed
structures, taking into consideration the influences of shrinkage and creep. The
stress-strain relationship used for the concrete is in the form of an algebraic
equation.

RESUME

Dans cet article, on présente une méthode pour le calcul des constructions
mixtes acier-béton et en béton précontraint, en prenant en considération les effets
du fluage et du retrait du béton. La relation entre les contraintes et les déformations
est admise sous la forme d'une équation algébrique.
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