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Ein Ndherungsverfahren zur Berechnung der Verbund- und vorgespannten
Konstruktionen

An Approximate Method for Calculation of Composite and Prestressed Structures

Une méthode approchée pour le calcul des constructions mixtes acier-béton
et en béton précontraint

MILAN DJURIG
Prof., Dr. sc. techn.
Universitat Beograd

Jugoslawien

1s Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen des Betons

Beli der Berechnung der vorgespannten und der Verbundkonstruk-
tionen wird noch immer die von Dischinger vorgeschlagene Beziehung
zwischen Spannungen und Dehnungen des Betons angenommen. Diese Be-
ziehung wird zumeist in Form einer Differentislgleichung geschrie- .
ben, kann aber auch in Form einer Integralgleichung sngeschrieben
werden, und 2zwar:

6, , 1 1*
é “':6 Eb Ly s OF S o
wo durch @ = (p/f) dss Kriechmass und durch ssz‘gsfé) dass Schwind-

mass des Betons bezeichnet wird. Dsbei wird gewthnlich vorausge-
setzt, dass

Esx

/2/ Ee=— S prL)

S 5‘7/(. 50

ist, wo durch ¢, das Endkriechmass und durch Ese d&s Endschwind-
mass des Betons bezeichnet ist.

£Zs hat sich leider gezeigt, dass zahlreiche Probleme der vor-
gespannten und der Verbundkonstruktionen mit einer solchen Bezieh-
ung zwischen Spannungen und Dehnungen nicht gel6st werden konnen.
Deshalb ist man gezwungen, sich mit angendherten LOsungen 2zu begnii-
gen.

In dem hier vorgeschlasgenen Naherungsverfahren wird die Inte-
gralgleichung /1/ durch eine gewdhnliche algebrsische Gleichung er~
setzt, die sich ergibt, wenn der Wert des Integrals in der Gleich-
ung /1/ bestimmt wird unter Vorsussetzung, dess die Spannung im Be-
ton von Werte Gj, im Zeitpunkt Z=0 bis zum Wert 6, im Zeitpunkt

» eine linesre Funktion der Verdnderlichen ¢ ist, d.h. wenn in
die Gleichung /l1/ eingetrsgen wird:

/3/ f‘”@;d¢= _@E_a_;_,@ 0.
a
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Mit den Bezeichungen
©

-2 -
/875 150 Egp= m—fb ) $=7re

kann die Gleichung /1/ in folgender Form geschrieben werden:
/6/ G, +§ 6po = £y, (E—Es).

Die Losungen, die sich ergeben, indem man von der obigen
Gleichung ausgeht, sind einfach und stets ausreichend gensau, in
bezug suf die Genauigkeit, mit der die Materialkonstanten be-
stimmt werden konnen und die Genauigkeit, mit der die Gleichung
/1/ das reelle Verhslten des Betons darstellt.

b

2 Grundlegende Bezeichungen
Ee - Elastizitatsmodul des 3tahls,
Eb - Elastizitéatsmodul des Betons,
fb‘P -~ fiktiver Elastizitatsmodul des Betons, Gleichung /4/,

E. - Vergleichs-Elastizit@tsmodul. Fir Verbundkonstruktionen
ist £.= Fg fir vorgespannte Konstruktionen ist_f::zgépj

Vo= £5/E. )/éz‘Ebso/Ec - Verhdltnisse der Elastizitdtsmoduli,
f5 - Querschnittsfléche des Stahls mit dem Schwerpunkt 7,

C - Abstand der Schwerpunkte 735 und 7, , positiv wenn
der Schwerpunkt 75, unter dem Schwerpunkt 7; liegt,

Fr=Mo b, £ =\, 7/ - reduzierte Querschnittsfliche des
o g3 6r 206 Stahls bzw. des Betons,

i = BptFy, ~ ideelle Querschnittsfléche,

4.‘/ ~ Abstand der Querschnittspunkte von der zur Biegungsebe-
ne senkrechten Achse durch den Schwerpunkt des ideellen
Querschnittes 7; . Die Absténde des Schwerpunktes 7
von den Schwerpunkten 7, und 7, sind: =F,C/F; und

=4 ') Y3 = pn &
Yp=Farc/Fr
Ib - Trégheitsmomente des Stahl- bzw. Betonteiles des Quer-

schnittes in bezug auf die Schwerpunkrachsen durch 7
und T,

To=VoI,. I, =V, I, - reduziertes Trigheitsmoment des Stahls
IO~ WAy 2bp Y66 bzw. des Betons,

_Z;-= _Z;,,‘v" Jg,,.%z-f-];ﬁ-v" 'Ebn ybf— Trégheitsmoment des ideellen Querschnit-
tes.

vE

J

Die eingefiihrten Bezeichnungen unterscheiden sich von den in
der Theorie der vorgespannten und der Verbundkonstruktionen iibli-
chen Bezeichnungen nur dadurch, dsss die Betonflédche nicht nach
dem reellen Elastizitatsmodul des Betons £, , sondern nach dem
fiktiven Modul £,, reduziert wird. Da der ?fiodul £4p eine Funk-
tion von ¢ bazw. $on £ ist, so sind auch die Grossen Y/ s Fap, fbn,
Fi v Ip s sowie die Grossen ¢ , Yo Funktionen von p Dzw. von g’

5, Spennungen und Verformungsgrissen

Der Bernoullischen Voraussetzung lber ebenbleibende Quer-
schnitte geméss konnen, im Falle ebener Biegung,die Dehnungen in
der Richtung der Stabachse in folgender Form daTgestellt werden:
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Y E= &+ 3¢ ,

wo £7 die Dehnung im Schwerpunkt des ideellen Querschnittes 7,
ist, und #¢ die Kriimmungs&nderung der Stabachse. Die Spannungen
im Stahl werden, laut Hooke-schem Gesetz, durch den Ausdruck:

/8/ o = L5 (Er+23ey)

gegeben, wahrend die Spsnnungen im Beton, geméss der Gleichung
/6/, durch den Ausdruck:

/9/ 62 = E"fo (57-1‘-985/} _ S)Ebo _'Ebspe-sg
gegeben wedren. Die Verformungsgrossen & und 2€ in dem Quer-

schnitt mit den Querschnittskriften & und & ergeben sich sus
den Gleichgewichtsbedingungen:

/10/ fa%dp+ J;CT"O/F": N
| Ly@;o/F—/-Ly@,o’F: M,

wo der Index & bzw. 4 unterhalb des Integralzeichens bezeichnet,

dass das Integrationsgebiet der Stahl- bzw. der Betonteil des Quer-
schnittes ist. Wenn die Gleichungen /8/ und /9/ in die Gleichungen

/10/ eingetragen werden, ergibt sich:

5T(£;,Lo/ﬁ+fgpfbdﬁj+ae (Ea‘Lyo/F-l-EéPj;de): |
= N+ ?L[;@oo//:-/- fb(PESJ;O/F-’

Er (ol 4y~ Fup [, yoF) +e (B[ Yol +£5, [ 4/ oF )=
=M+ FJ;&/GZoCﬁCﬂL15%985J;5/04:.

Nach den Bezeichungen im vorangehenden Abschnitt ist:
EsJ,F + Bpf I = Balot £4, = FcFe s
/12/ E‘;’L deﬂLE[*j‘;de = f-;,%ya+fbpﬁyb =0,
& [yt £y [ GOF = EolTot 43 + Epp (T3 ) = £T -

Die Integrale:

/11/

L 6,0F wa [ Y6,

an der rechten Seite der Gleichung /l11/ haben einfache Bedeutungen.
Das erste stellt die Resultierende der inneren Krafte die von Be-
ton im Zeitpunkt €=¢ aufgenommen werden dar, wihrend das zweite
das Moment in bezug auf den Schwerpunkt des ideellen Querschnittes
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T:; derselben Kréfte darstellt. Die Resultierende wird mit A/,

und das Moment wird mit M, +MN,.4,, Pezeichnet, wo A, das Moment
der vom Beton im Zeitpunkt f= o aufgenommenen inneren Krédfte in
bezug auf den Schwerpunkt des Betons 7, ist. Demit wird:

113/ [ Gy = N S, G = My # Npo Y -

Wenn man nebst den bisher eingefilbrten Bezeichnungen noch die Be-
zeichnung:

&
N8 Nox= EyyFubs = ~EopFy 25 9

einfiihrt, so konnen die Gleichungen /11/ auch in folgender Form
angeschrieben werden:

EC’CLET': /V+ gj/véo +A<SI( s
EI 08 = M+ ©(Mpg+Nog Yo )+ Noi Yoo -

Wird die Summe der Krédfte an der rechten Seite der ersten von die-
sen Gleichungen als eine fiktive Normalkraft A und die Summe der
Momente an der rechten Seite der zweiten von dieseén Gleichungen
als ein fiktives Biegungsmoment Ap aufgefasst:

/V('o = N+ PNéo'f'N.sg 3
MS" =M+ ?(Mbo * N60y60}+ NsxYéa ,
so sind die Verformungsgrossen &€ und &4 durch folgende Ausdriicke

angegeben: N M
v STt ERE £,

/15/

/16/

Wenn man diese Werte fiir £, und &€ in die Gleichungen /8/ und /9/
einfiihrt, so ergibt sich:

— Ne , Mo
/18/
Ne | M
o= Yo (F + FEY) —F%0— Espbs.

Aus den Gleichungen /17/ und /18/ wir folgern, dass in einem Ver-
bund- oder vorgespannten Trager im Zeitpunkt £ die Verformungs-
grossen £, und 2€ gleich sind und die Spannungen 63 und CotQ6,,1
+EWES proportionell sind den entsprechenden Einfliissen in einem
Trager von gleichartigem Material, mit einheitlichem Elastizitédts-
modul £. , mit den Querschnittsbeiwerten F¢ und 7. und mit den
fiktiven Querschnittskréaften My und My, die durch die Gleichun~
gen /16/ angegeben sind.

. Um aus den Gleichungen /16/, /17/ und /18/ die Verformungs-
grossen und die Spannungen im Zeitpunkt ¢ 2zu berechnen, ist es
erforderlich, die Grissen 6;, , M, und Mg, zu kennen. Die erwdhn-
ten Grossen ergeben sich aus den vorangehenden Gleichungen, wenn
man fir £=0 : p=0 , E po=F4y §=0 , Nexg~0stellt, sowie dass
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N=N0 und M‘—'—'Ma ist:

- A/a Mg A/d Md
nos G (B FEI ) G (E T E %)

f F T
/20/ A/éo'-’No bro +Ma bro Yse y Méa—; M, bro
Fio Lio I
In den obigen Gleichungen sind F4,., und Jbﬁo Querschnittswerte des
Betons, reduziert nach dem reellen Elastizitédtsmodul des Betons £

und F4 I;, die Querschnittswerte des entsprechenden ideellen
Querschnittes.

4, Statisch unbestimmte Trager

Infolge des Schwindens und des Kriechens des Betons, unter
Zinwirkung einer sténdigen Belastung, &ndern sich im Laufe der
Zeit die Verformungen der Verbund- oder vorgespannten Konstruk-
tionen. Deshalb &andern sich in den statisch unbestimmten Verbund-
oder vorgespannten Trédgern auch die statisch unbestimmten Grossen
X sHKA=1,240e0 72, und damit such die Querschnittskrdfte:

/1) N=Ng+3 X, M=o+ XM
k=7

K=T

wo /%5,‘Aﬂ¢ Querschnittskrafte des Gleichgewichtszustandes A@J=5ﬁ
und Ax o AMx Querschnittskrafte des Selbstspannungszustandes
Xkﬂf, Sind-

Die statisch unbestimmten Grissen Xx ,A=1,2,... /L , werden
aus 2. Gleichungen des Prinzips der virtuellen Krafte:

/22/ I{M‘67+M,'ae)ds= éf@gcj i t=72,..n,

berechnet, in denen (¢ Reaktionen, und A% , My Querschnitts—
kréfte des Selbstspannungszustandes X,;= 7 bezeichnen, wihrend &,
und 3¢ die wirklichen Verformungsgrossen und C, die wirklichen
Stitzenverschiebungen des Tragers sind.

In den Gleichungen /17/ und /18/ wurde nichts von den Quer-
schnittskréften vorausgesetzt so dass dieselben auch dann gultig
sind, wenn die Krafte ¥ und A/ mit der Zeit sich &ndern, d.h. so-
wohl fiir statisch bestimmte als guch fiir statisch unbestimmte Tria-
ger. Laut Gleichungen /21/, Gleichungen /16/ und Gleichungen /17/
sind die Verformungsgrossen &€, und &€ in einem statisch unbestim-
mten Trager durch folgende Ausdricke angegeben:

/23 e=—7'—(/\/’+znxzv) - L (s +5 X, M)
TOERINTE TGN TR NP R
worin
/
o) N = Ng + PNos + Nex
/
M¢ = M¢ s P[Mba+%0£/6a}+/v5ktybo:
ist.

Wenn die Gleichungen /23/ in die Gleichungen /22/ eingetragen
werden ergibt sich:



392 Hl — NAHERUNGSBERECHNUNG FUR VERBUND- UND VORGESPANNTE KONSTRUKTIONEN

£ ([ B[ i o) +

/25/ =%2,...n
M M Ny N
+ | MM jp_d _ .
JER s+ E2 b - FGiesma,

it den Bezeichnungen:

M; Mk Ny Ny
do = | LB G+ ds
W I , 5
&g = IM Ol + NiNg _ Ty
w= )22 S ER F G,
konnen die Gleichungen /25/ in folgender Form geschrieben werden:

n
/27/ gﬂx,(a,k +d;g =0, [=72,..n.

/26/

Darsus wir folgern, dass die statisch unbestimmten Grossen
in einem Verbund- oder vorgespannten Trager im Zeitpunkte %
gleich sind den statisch unbestimmbten Grissen eines statisch unbe-
stimmten Tréagers aus gleichartigem Materisl, mit einheitlichem
Flastizitédtsmodul £- , mit den Querschnittswerten 7~ und 7, , so-
wie mit den Einfliissen im Hauptsystem Ajg’und A4, die durch die
Gleichungen /24/ angegeben sind.

5% Trager mit zusammengesetztem Stahlguerschnitt

Der Stashlquerschnitt des Verbundtrigers wird oft aus mehreren
Teilen zusammengesetzt: Blech oder Walztradger, schlaffe Bewehrung
und Driéhte bzw. Vorspannstidhle, mit den Querschnittsfléchen 7, ,
Fm o fp , mit den Trégheitsmomenten I, , I, , Zo in bezug auf
die Achse durch den Schwerpunkt 7, , bzw. 7, und 7, , und mit
den Elastizitdtsmoduli £, , £, und £, .

Es ist leicht zu beweisen, dass sauch fir diesen Fall samtli-
che bisher abgeleiteten Gleichungen gelten, wobei darin Ffg,- die
ideelle Stahlflache bezeichnet, und zwsr:

/28/ Torn= Far* Fpp+tpr ,

/29/ Forn=Yntn , For = Ym Py, 7%,.:: b b,
£ =, £,

/30/ nT L m= E_ Y 2~ E

und _7:9/« das Tréagheitsmoment der ideellen Stahlflache in bezug auf
den Schwerpunkt 75 :

= 2 2
/31/ I&f' JUF"LImn_I"-[pn_/'ﬁp{ef}’%} +’tr;—7r(emh€;?} +1’;,,(€p—6‘2__,}f
/32/ J;m = V/'L]n_ g Imrz 1{,,[,;, b) —];Jrz' fop.
Der abstand €y des Schwerpunktes /5 von der Achse, die in den

Abstédnden €, , €» , ©p von den Schwerpunkten 77 , 75, 7o
verlauft, wird aus der Gleichung:

I35/ Fonl€r~C)F Fopp (€m~Cs) + Tor(€p—E35) =0 .
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bestimmt.

Mit der ideellen Stahlfléache , dem Tréagheitsmoment der-
selben Flache [ in bezug auf dle urch den Schwerpunkt 74
verldufende Achse,wird die Schwerpunktslage des ideellen Verbund-
guerschnittes 7, berechnet, die Beiwerte F, und 7, , ferner die
fiktiven Krafte /V und M die Verformungsgrossen E7 und ze ,
sowie die pannungen im Be%%n aus den vorhin abgelelteten
Gleichungen, wghrend die upannungen in den 3tahlteilen des Tragers
durch die Gleichungen:

G, Vi "
/54/ G I = < Vi ( ‘P+ J )
6p Ve

gegeben sind.

-

B Sinfluss der Vorspannungskrafte

Die Vorspannung von Trédgern wird gewdhnlich mittels Spann-
drzhte durchgefiihrt die sich in Rohren befinden, welche eine von
den uUbrigen Teilen des Tragers unabhangige Drahtverformung sichern.
Bei einer derartigen Vorspannungsweise im Moment der Vorspannung,
d.h. im Zeitpunkt £=/ ist die Spennkraft 2 eine &ussere auf
den spannstahllosen (Querschnitt einwirkende Kraft. Der Spannstahl
ist in diesem Augenblik bloss ein dem Trager die Kraft O vermit-
telndes EBlement. Dementsprechend ergeben sich die 3pannungen im
Zeitpunkt ¥=¢ infolge der Vorspannung, wenn in die Gleichung

/19/ No=—P und M,=—Pl/po eingetragen wird:
— _Z. Goo Yo . 5¢aﬁﬁ
/35/ Gho= %p(ﬁéwL = ), Gpo= Yo P ;/_0 e

wo F,, und _I Querschnittswerte des ideellen spannstahllosen
Querschnlttes 51nd.

Nachdem die Drédhte gespannt und versnkert sind, werden die
Rohre mit Zementmortel injiziert. Der Spannstahl w1rd Zu einem
Teil des Tragers, der ihren weiteren Verformungen Folge leistet,
und damit die ursprungliche Spannung ¢3A£' im Laufe der Zeit
stetig andett. Die Aenderung dieser bpannung ist dem Dehnungs-—
unterschied £~&o in den Zeitpunkten £ und Z=0 proportionell,
s0 dass die Spsnnung im Spannstshl im Zeitpunkt t gleich wird:

Fa
/36/ Op= = + Lple-6)-

denn man diese Gleichung sowie die Gleichungen:
137 Gh=£r€ , Gu=Emg,  Gp=L,,E~€G,,

in Bedingungen:

jné,‘,o/FﬂLJ;@mo/ﬁﬁ[a@;o/ﬁq‘J;@;o/F: o,
L@,ydﬁ4j;@},de+fp@;ode+‘j‘;62de =0,

einfihrt, schliesst man darsus, dass such fir die durch die Vor-
spannungskraft hervorgerufenen Verformungsgrossen &, und 2€ die
Gleichungen /17/ gelten , damit
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Np= ~ p+jpfpeaof,r+ 9L%JF,
Mp==Pipot [ Lol Yo+ § [ ,Gio y o,

ist. Die Grisse Lpfo ist die Spannung, die von dem Spannstahl
sufgenommen werden wirde, wenn derselbe im Zeitpunkt €=0 der
Verformung des Tragers folgen wurde. Das Integrsl dieser Spannun-
gen im Ausdruck fir AMpist die Rezultierende Aoo , und das Inte-
gral der statischen lMomente dieser Spannungen in bezug auf den
ochwerpunkt des ideellen Querschnittes im Ausdrucke fir My ist
das Moment ﬂ{po+vwb09¢o :

/38/

2
FoedF = Nog= — Py. (22 4+ ToYee

J;EPEOyO/F= Moo+ Npo Yoo == Ptjpo %e'_‘ +Noo Y po -
[ 7e]

Jenn die Gleichungen /59/ und die Gleichungen /13/ in die Glei-
chungen /38/ eingetragen werden, erhdlt man:

ey Nsoz—p'/‘Npo-"fNéa L
Mo=~PYp + MooFNpatfpo *+ © (Moot Npatfya).

Die ststisch unbestimmten Grossen infolge Vorspannung des
Tréagers bekommt man sus den Gleichungen /27/, wenn msn, in die ,
Gleichung /26/ fir die fiktiven Querschnittskrafte Ng und Mg
die Grissen AWepund My, die durch die Gleichungen /4C/ gegeben
sind, einfihrt.

ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Beitrag wird eine Methode zur Berechnung der Verbund- und vorge-
spannten Konstruktionen, unter Berlicksichtigung der Einfliisse des Schwindens und
Kriechens des Betons, vorgeschlagen. Dabei wird die Spannungs-Dehnungs-Beziehung
des Betons in Form einer algebraischen Gleichung angenommen.

SUMMARY

The paper deals with a method for the calculation of composite and prestressed
structures, taking into consideration the influences of shrinkage and creep. The
stress-strain relationship used for the concrete is in the form of an algebraic
equation.

RESUME

Dans cet article, on présente une méthode pour le calcul des constructions
mixtes acier-béton et en béton précontraint, en prenant en considération les effets
du fluage et du retrait du béton. La relation entre les contraintes et les déformations
est admise sous la forme d'une équation algébrique.
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