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Durchbiegung von Stahlbetonbalken unter kurz- und langfristiger Belastung
nach Rechnung und Versuch

Calculated and Measured Deflections of Reinforced Concrete Beams under
Short- and Long-Term Loads

Calcul et mesures de fleches des poutres en béton armé sous des charges
instantanées et de longue durée

MAX HERZOG
Beratender Ingenieur
Aarau, Schweiz

1. Einleitung

Die Anwendung der plastischen bzw, Bruchlastverfahren zur
Bemessung von Stahlbetonbalken setzt voraus, dass die Forminde-
rungen fir alle Beanspruchungsarten berechnet werden kdnnen. Auf
Grund ausgefilhrter Versuche unterscheiden wir deutlich drei Be-

P (Mp)
A
207 PB = 18,0 Mp
T, ST
7 - —
i —— — — B
/
/
7
1 /4
10 // Versuchsbalken Nr, Ala
/4
/4 ~———— Messung
R ——e—— Rechnung
O 4 } } o
G 10 20 30 £ (mm)
Bild 1

reiche (Bild 1): a) ungerissener (0 - R)
b) gerissener (R - F)
¢) Fliessbereich (F - B).
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Die wirkliche Last-Durchbiegungs-~Linie kann n8herungsweise durch
drei gerade Teilstlicke ersetzt werden, Diese kigenschaft der Tri-
linearitidt erleichtert die wirklichkeitsnahe Berechnung der
Durchbiegungen von Stahlbetonbalken erheblich,

2. Ungerissener Zustand

2.1 Kurzfristige Lasteinwirkung

Die Durchbiegungen von Stahlbetonbalken im ungerissenen Zu-
stand und unter kurzfristiger Lasteinwirkung konnen mit der Ela-

stizitédtstheorie einigermassen zutreffend erfasst werden,

b = 20,2 cm

P B
L, & c a ‘L—"ﬂL
| 90 * 120 t 90 | —t

a = 39,7 =| 3623
- ] Sesst
3q L = 300 cn 50 L e
1 o 7 4 14
F, = 10,8 e
Bild 2 (W= 1,47 %)

Mir den Versuchsbalken Nr. A2a von FRANZ un
mit den gemessenen Werten fiir die
Stahl-Fliessgrenze 6% = 05 5 = 4,55 Mp/cif
H

fol)

BRENKER /1/ (Bild 2)

Beton-Wirfeldruckfestigkeit 2g = 283 kp/cf
~Zylinderdruckfestigkeit ﬂc29 = 234 "
-Spaltzugfestigkeit ﬁzzg = 25,9 "
~Elastizitdtsmodul By, = 265 Mp/cif

und den aus ihnen nach CEB /2/ abgeleiteten Werten fiir die
Beton-Biegezugfestigkeit = 224 = 47,1 kp/ert
g BZ © 0,55 ’
E
e y e _ 2100 _
Verh&ltniszahl n, = E;: = ~5g5 = 7,9

sowie dem Trégheitsmoment I = 127100 cu® (105800 cm* olme F_) und

dem Widerstandsmoment

=5 =S5 - 6970 cif (5330 cif ohne F.)

erhalten wir das Rissmoment
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My = ﬁBZW = 47,1 x 6970 = 3,28 Mpm (1)
und daraus die Risslast
Py = gﬁ - %f%% = 3,65 Mp (gemessen 3,70 Mp) (2)
6" (kp/cr)
A : Parabel
&
E 2
b £ E
o o Pe(28 - &)
_ £
B = Byl - £0)
Ebo
¥ - & (%) Bild 3
£ £=2,0

Die Durchbiegung in Balkenmitte betrégt (Eb = 0,89 Eboz 237 Mp/cif
gemass Bild 3)

Mp 312 _ 422 328(3 x 300°-= 4 x 90°)
EbI 24 - 237 x 127100 x 24

(gemessen 0,16 cm),

fR =

= 0,11 cm (3)

2.2 Schwinden des Betons

Nach CEB /2/ kann das Schwindmass mit der Formel

Es" '\FOLPPP(,I—'O:"H‘A)g (4)
berechnet werden., Aus der Definition des Biegemoments mit Hilfe
der Stabkrimmung (Bild 4b)

1_u _Es
F=IT-& B
folgt die Durchbiegung in Balkenmitte
2
S1 - 8h 8R

qf% pE Es
l

i
Bild 4 h 22?3% = Iﬁ_—/////l:l;? ;;;7

S B PPN E— ‘ —

(a) Kriechen (b) Schwinden
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2.3 Kriechen des Betons

Nach CEB /2/ kann das Kriechmass mit der Formel

.So-soguffbpgg (7)
berechnet werden, Damit erhalten wir die Durchbiegung in Balken-

mitte
fo1 =Ty (8)

%+ Gerissener Zustand

3,1 Kurzfristige Lasteinwirkung

Der Fliesspunkt F kennzeichnet im Last-Durchbiegungs-Diagramm
(Bild 1) das Ende des gerissenen und den Beginn des Fliesszustan-
des. Pir den Versuchsbalken Nr. A2a von FRANZ und BRENKER /1/ er-
halten wir aus der Hohe der Biegedruckzone (ng = 2n, = 15,8)

nto(—l +\/1 +-§Tv) =

- 2 -
= 15,8 x 0,0147(-1 +\[1 * 15 5 % 0,014 = 0,488 (9)

I

=

das PFliessmoment

Mg = Feﬁ%(h-— %) = 10,8 x 4,55 x 0,837 x 0,%65 = 15,0 Mpm  (10)

und die Fliesslast
M
= 2 - 15,0 _
Pp = 3= = Tofp = 16,7 Mp. (11)
Die Biegesteifigkeit im gerissenen Zustand berechnen wir zus der

Stabkrimmung

1 &y Ee M | (12)

R~ X " h-x_ EI
mit Hilfe der G1.{10)
EI = E_F (h - %)(h -x) =
= 2100 x 10,8(0,837 x 0,365)(0,512 x 0,%65) = 1294 Mpif  (13)

und die Durchbiegung in Balkenmitte betrigt analog zu Gl,(3)

5 2
_ 1500(3 x 300 = 4 x 90°) _
fp = 17500000 % 24 = 1,15 cm.

Durchbiegungen eines Stahlbetonbalkens im gerissenen Zustand
kdnnen wir fiir beliebige Lasten zwischen der Risslast (R) und der
Fliesslast (F) mit der Interpolationsformel
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( )PnPR (14)
f=f+f_f_______ 14
R P R PF - PR

ermitteln,

%.2 Schwinden des Betons

Nach BRANSON /3/ liefern die Formeln

-——-_ c, 7ds(éL tb) (#i-éﬁ)e (15)
gultlg fir (@L—C») = 3,0 4 und

1 & :

R T T e

gliltig fiir (y, é”) > 3,0 %
die beste Ubereinstimmung mit den Versuchsergebnissen, Rir éL— 0

vereinfacht sich die G1.(15) zu
1
1 Es 3 |
g— = 0,72 M (15a)
P
Fiir die Versuchsbalken Nr, E3 und E6 von WASHA und FLUCK /4/
(Bild 5)

b = 30,5 em

4
. g = 52,7 kp/m . i - 7251-. R Y ?:?%
Jf L = 533 cm Jr 4 49,5
T ! F_ = 2,84 of
PC = 233 kp/erf (E3) (w= 1,59 %)
po = 188 " (E6) 0, = 3,95 Mp/cif
Bild 5

relative Luftfeuchtigkeit 20 bis 80 % (im Mittel 40 %)
d =222 X146 _ g9 cp

Vergleichsdicke

T 30,5 + 7,6 T
1 w _ 176 -
Wasserzementfaktor 7 = 375 0,63
Schwinddauer TS = 30 Monate plus 9 Tage
Kriechdauer TK = 30 Monate

betriige das Schwindmass nach G1.,(4)
s = 40 x 107°x 0,95 x 1,10 x 0,84 x 0,70 = 24,6 x 107,
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5

Fir den gemessenen Wert ES = 75 x 10" ° betrigt die Stabkriimmung

nach Gl.(15a)

1
__5 <o
O -— -
ﬁéz = 0y X 12“%7%6“- x 1,59° = 8,28 x 1077 cn™*

und die Durchbiegung in Balkenmitte nach Gl.(6)

-5, 533°
fgp = 8,28 x 10 "x <g= = 2,9 cm (gemessen 3,1 cm),

32

23 Kriechen des Betons

Mit der Verh#ltniszahl (E, = 0,87 B, = 203 Mp/er )
E

_ Te _ 2100 _
n = E; = “55% = 10,3

erhalten wir filir die Versuchsbalken Nr, E3 und E6 von WASHA und

FLUCK /4/ (Bild 5) gemiss Gl.(9) die Hhe der Biegedruckzone

X _ 2 -
= 10,3 x 0,0159(-1-+V1_+ 03 % 0,0159) = 0,431

und gemiss Gl,(13) die Biegesteifigkeit des gerissenen Querschnit-

tes
EI = 2100 x 2,84(0,856 x 0,0587)(0,569 x 0,0587) = 10,01 Mpr.
Aus dem Husseren Biegemoment (Bild 5)

5
M = 0,0527 x 233~ = 0,188 Upn

folgt analog zu Gl.(3) die Durchbiegung in Balkenmitte bei der

Erstbelastung im Alter von 14 Tagen
2

foo = %%T%T X 25%%— = 5,6 cm (gemessen 6,3 cm).
Das Kriechmass ergibt sich nach G1.(7) zu
¢ = 3,25 x 0,95 x 1,20 x 1,20 x 0,90 = 4,00,
Die Stahldehnung

M ' 18,8
= = ? = 0,628
fe " Tr (- B 200X 2,84(0,856 x 5,87) ~ o

wird durch das Kriechen des Betons nicht wesentlich beeinflusst
(Bild 4a). Da die Betonstauchung

_ S -3 0,431 _
Sb = 8e e = 0,628 x 10 X 1—:’—0—’*4_—3-1- = 0,476 %o

aber guf den Wert
€pp = (1 + ¢)Ey = (1 + 4,000,476 x 1072

2,380 %o

anwdchst, folgt aus Bild 4a die Durchbiegung in Balkenmitte nach
30 Monaten
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_ e ) 0,628 + 2,380 _
foo = oo~ g =+ gy = 5,6 X Glesg o517 = 152 om

(gemessen 15,4 cm),

4, Bruchzustand

Nach CEB /5/ kann die Bruohspannung kaltgereokter Bewehrungen

6y = 05,0(1,28 - 36666 - 0, 45“}?"éb) (17)

gesetzt werden, Fir den Versuchsbalken Nr, A2a von FRANZ und BREN-
KER /1/ (Bild 2) erhalten wir

6, = 4,55(1,28 - g%%%% - 0,45 x 4222 x 0,0147) = 4,82 Mp/ecr.

Damit betrégt die Hohe des rechteckigen Druckspannungsblocks /6/

4820
= 0,0147 x = 0,%03 (18)
£ = é" Pc 535 = Us

das Bruchmoment des Querschnitts

My = F_04(h -~ %) = 10,8 x 4,82 x 0,848 x 0,365 = 16,1 Mpm  (19)

und die Bruchlast

6
Py = %Té% = 17,9 Mp (gemessen 18,0 Mp).

Nach CEB /2/ betrégt die Bruchdehnung der Bewehrung fiir 65 = 4,82
Mp/crf

*
&) = 2,00 + 3,00 x 51g = 5,37 fe.

Aus der Hohe der Biegedruckzone

x = & = % x 0,303 x 36,5 = 14,74 cm

3
folgt die Bruchstauchung des Betons
* _o* _ X _ >3 0,404 _
€y = € =5 = 5,37 x 1077 x Flegz = 3,64 Foo
und die Stabkriimmung beim Bruch
* *
€ £ .
i _ b e _ 0,00364 _ -1
Rg x ~ h=-x" 0:1474 = Oy URel W

Setzen wir den Auflagerdrehwinkel beim Bruch in erster Ndherung

ol = %E = 1,20 x 0,0247 = 0,0296 (20)

g0 betridgt die Durchbiegung in Balkenmitte beim Bruch (Bild 6)

£y =&g(a + $) = 0,0296(90 + £28) = 3,55 cn (21)

B



Il — DURCHBIEGUNG VON STAHLBETONBALKEN BEI KURZER UND LANGER BELASTUNG

384
Wenn auch die Durchbiggung
beim Bruch nicht gemessen
werden kann, so ist der
errechnete Wert doch plau-
sibel.
L Bild 6
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ZUSAMMENF ASSUNG

Es wird gezeigt, wie die Durchbiegungen von Stahlbetonbalken unter kurz-

und langfristiger Belastung mit einfachen Formeln fiir den ganzen Forminderungs-
bereich vom ungerissenen bis zum Bruch-Zustand berechnet werden kénnen. Die
Uebereinstimmung von Rechnung und Messung ist fiir praktische Zwecke vollig aus-
reichend.
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SUMMARY

It is shown that the deflections of reinforced concrete beams under short- and
long-term loads can be predicted with simple formulae for any state of deformation
from the uncracked stage up to rupture. The agreement of calculated and measured
values is completely satisfactory for design purposes. :

RESUME

On présente le calcul des fléches pour les poutres en béton armé sous des
charges instantanées et de longue durée avec des formules simples pour tous les
états de déformation du stade non-fissuré jusqu'a la rupture. lL.a comparaison des
calculs avec les mesures est complétement satisfaisante pour les besoins de la pra-~
tique.

Bg. 25 Schiussbericht
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Ein Ndherungsverfahren zur Berechnung der Verbund- und vorgespannten
Konstruktionen

An Approximate Method for Calculation of Composite and Prestressed Structures

Une méthode approchée pour le calcul des constructions mixtes acier-béton
et en béton précontraint

MILAN DJURIG
Prof., Dr. sc. techn.
Universitat Beograd

Jugoslawien

1s Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen des Betons

Beli der Berechnung der vorgespannten und der Verbundkonstruk-
tionen wird noch immer die von Dischinger vorgeschlagene Beziehung
zwischen Spannungen und Dehnungen des Betons angenommen. Diese Be-
ziehung wird zumeist in Form einer Differentislgleichung geschrie- .
ben, kann aber auch in Form einer Integralgleichung sngeschrieben
werden, und 2zwar:

6, , 1 1*
é “':6 Eb Ly s OF S o
wo durch @ = (p/f) dss Kriechmass und durch ssz‘gsfé) dass Schwind-

mass des Betons bezeichnet wird. Dsbei wird gewthnlich vorausge-
setzt, dass

Esx

/2/ Ee=— S prL)

S 5‘7/(. 50

ist, wo durch ¢, das Endkriechmass und durch Ese d&s Endschwind-
mass des Betons bezeichnet ist.

£Zs hat sich leider gezeigt, dass zahlreiche Probleme der vor-
gespannten und der Verbundkonstruktionen mit einer solchen Bezieh-
ung zwischen Spannungen und Dehnungen nicht gel6st werden konnen.
Deshalb ist man gezwungen, sich mit angendherten LOsungen 2zu begnii-
gen.

In dem hier vorgeschlasgenen Naherungsverfahren wird die Inte-
gralgleichung /1/ durch eine gewdhnliche algebrsische Gleichung er~
setzt, die sich ergibt, wenn der Wert des Integrals in der Gleich-
ung /1/ bestimmt wird unter Vorsussetzung, dess die Spannung im Be-
ton von Werte Gj, im Zeitpunkt Z=0 bis zum Wert 6, im Zeitpunkt

» eine linesre Funktion der Verdnderlichen ¢ ist, d.h. wenn in
die Gleichung /l1/ eingetrsgen wird:

/3/ f‘”@;d¢= _@E_a_;_,@ 0.
a
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Mit den Bezeichungen
©

-2 -
/875 150 Egp= m—fb ) $=7re

kann die Gleichung /1/ in folgender Form geschrieben werden:
/6/ G, +§ 6po = £y, (E—Es).

Die Losungen, die sich ergeben, indem man von der obigen
Gleichung ausgeht, sind einfach und stets ausreichend gensau, in
bezug suf die Genauigkeit, mit der die Materialkonstanten be-
stimmt werden konnen und die Genauigkeit, mit der die Gleichung
/1/ das reelle Verhslten des Betons darstellt.

b

2 Grundlegende Bezeichungen
Ee - Elastizitatsmodul des 3tahls,
Eb - Elastizitéatsmodul des Betons,
fb‘P -~ fiktiver Elastizitatsmodul des Betons, Gleichung /4/,

E. - Vergleichs-Elastizit@tsmodul. Fir Verbundkonstruktionen
ist £.= Fg fir vorgespannte Konstruktionen ist_f::zgépj

Vo= £5/E. )/éz‘Ebso/Ec - Verhdltnisse der Elastizitdtsmoduli,
f5 - Querschnittsfléche des Stahls mit dem Schwerpunkt 7,

C - Abstand der Schwerpunkte 735 und 7, , positiv wenn
der Schwerpunkt 75, unter dem Schwerpunkt 7; liegt,

Fr=Mo b, £ =\, 7/ - reduzierte Querschnittsfliche des
o g3 6r 206 Stahls bzw. des Betons,

i = BptFy, ~ ideelle Querschnittsfléche,

4.‘/ ~ Abstand der Querschnittspunkte von der zur Biegungsebe-
ne senkrechten Achse durch den Schwerpunkt des ideellen
Querschnittes 7; . Die Absténde des Schwerpunktes 7
von den Schwerpunkten 7, und 7, sind: =F,C/F; und

=4 ') Y3 = pn &
Yp=Farc/Fr
Ib - Trégheitsmomente des Stahl- bzw. Betonteiles des Quer-

schnittes in bezug auf die Schwerpunkrachsen durch 7
und T,

To=VoI,. I, =V, I, - reduziertes Trigheitsmoment des Stahls
IO~ WAy 2bp Y66 bzw. des Betons,

_Z;-= _Z;,,‘v" Jg,,.%z-f-];ﬁ-v" 'Ebn ybf— Trégheitsmoment des ideellen Querschnit-
tes.

vE

J

Die eingefiihrten Bezeichnungen unterscheiden sich von den in
der Theorie der vorgespannten und der Verbundkonstruktionen iibli-
chen Bezeichnungen nur dadurch, dsss die Betonflédche nicht nach
dem reellen Elastizitatsmodul des Betons £, , sondern nach dem
fiktiven Modul £,, reduziert wird. Da der ?fiodul £4p eine Funk-
tion von ¢ bazw. $on £ ist, so sind auch die Grossen Y/ s Fap, fbn,
Fi v Ip s sowie die Grossen ¢ , Yo Funktionen von p Dzw. von g’

5, Spennungen und Verformungsgrissen

Der Bernoullischen Voraussetzung lber ebenbleibende Quer-
schnitte geméss konnen, im Falle ebener Biegung,die Dehnungen in
der Richtung der Stabachse in folgender Form daTgestellt werden:
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Y E= &+ 3¢ ,

wo £7 die Dehnung im Schwerpunkt des ideellen Querschnittes 7,
ist, und #¢ die Kriimmungs&nderung der Stabachse. Die Spannungen
im Stahl werden, laut Hooke-schem Gesetz, durch den Ausdruck:

/8/ o = L5 (Er+23ey)

gegeben, wahrend die Spsnnungen im Beton, geméss der Gleichung
/6/, durch den Ausdruck:

/9/ 62 = E"fo (57-1‘-985/} _ S)Ebo _'Ebspe-sg
gegeben wedren. Die Verformungsgrossen & und 2€ in dem Quer-

schnitt mit den Querschnittskriften & und & ergeben sich sus
den Gleichgewichtsbedingungen:

/10/ fa%dp+ J;CT"O/F": N
| Ly@;o/F—/-Ly@,o’F: M,

wo der Index & bzw. 4 unterhalb des Integralzeichens bezeichnet,

dass das Integrationsgebiet der Stahl- bzw. der Betonteil des Quer-
schnittes ist. Wenn die Gleichungen /8/ und /9/ in die Gleichungen

/10/ eingetragen werden, ergibt sich:

5T(£;,Lo/ﬁ+fgpfbdﬁj+ae (Ea‘Lyo/F-l-EéPj;de): |
= N+ ?L[;@oo//:-/- fb(PESJ;O/F-’

Er (ol 4y~ Fup [, yoF) +e (B[ Yol +£5, [ 4/ oF )=
=M+ FJ;&/GZoCﬁCﬂL15%985J;5/04:.

Nach den Bezeichungen im vorangehenden Abschnitt ist:
EsJ,F + Bpf I = Balot £4, = FcFe s
/12/ E‘;’L deﬂLE[*j‘;de = f-;,%ya+fbpﬁyb =0,
& [yt £y [ GOF = EolTot 43 + Epp (T3 ) = £T -

Die Integrale:

/11/

L 6,0F wa [ Y6,

an der rechten Seite der Gleichung /l11/ haben einfache Bedeutungen.
Das erste stellt die Resultierende der inneren Krafte die von Be-
ton im Zeitpunkt €=¢ aufgenommen werden dar, wihrend das zweite
das Moment in bezug auf den Schwerpunkt des ideellen Querschnittes
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T:; derselben Kréfte darstellt. Die Resultierende wird mit A/,

und das Moment wird mit M, +MN,.4,, Pezeichnet, wo A, das Moment
der vom Beton im Zeitpunkt f= o aufgenommenen inneren Krédfte in
bezug auf den Schwerpunkt des Betons 7, ist. Demit wird:

113/ [ Gy = N S, G = My # Npo Y -

Wenn man nebst den bisher eingefilbrten Bezeichnungen noch die Be-
zeichnung:

&
N8 Nox= EyyFubs = ~EopFy 25 9

einfiihrt, so konnen die Gleichungen /11/ auch in folgender Form
angeschrieben werden:

EC’CLET': /V+ gj/véo +A<SI( s
EI 08 = M+ ©(Mpg+Nog Yo )+ Noi Yoo -

Wird die Summe der Krédfte an der rechten Seite der ersten von die-
sen Gleichungen als eine fiktive Normalkraft A und die Summe der
Momente an der rechten Seite der zweiten von dieseén Gleichungen
als ein fiktives Biegungsmoment Ap aufgefasst:

/V('o = N+ PNéo'f'N.sg 3
MS" =M+ ?(Mbo * N60y60}+ NsxYéa ,
so sind die Verformungsgrossen &€ und &4 durch folgende Ausdriicke

angegeben: N M
v STt ERE £,

/15/

/16/

Wenn man diese Werte fiir £, und &€ in die Gleichungen /8/ und /9/
einfiihrt, so ergibt sich:

— Ne , Mo
/18/
Ne | M
o= Yo (F + FEY) —F%0— Espbs.

Aus den Gleichungen /17/ und /18/ wir folgern, dass in einem Ver-
bund- oder vorgespannten Trager im Zeitpunkt £ die Verformungs-
grossen £, und 2€ gleich sind und die Spannungen 63 und CotQ6,,1
+EWES proportionell sind den entsprechenden Einfliissen in einem
Trager von gleichartigem Material, mit einheitlichem Elastizitédts-
modul £. , mit den Querschnittsbeiwerten F¢ und 7. und mit den
fiktiven Querschnittskréaften My und My, die durch die Gleichun~
gen /16/ angegeben sind.

. Um aus den Gleichungen /16/, /17/ und /18/ die Verformungs-
grossen und die Spannungen im Zeitpunkt ¢ 2zu berechnen, ist es
erforderlich, die Grissen 6;, , M, und Mg, zu kennen. Die erwdhn-
ten Grossen ergeben sich aus den vorangehenden Gleichungen, wenn
man fir £=0 : p=0 , E po=F4y §=0 , Nexg~0stellt, sowie dass
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N=N0 und M‘—'—'Ma ist:

- A/a Mg A/d Md
nos G (B FEI ) G (E T E %)

f F T
/20/ A/éo'-’No bro +Ma bro Yse y Méa—; M, bro
Fio Lio I
In den obigen Gleichungen sind F4,., und Jbﬁo Querschnittswerte des
Betons, reduziert nach dem reellen Elastizitédtsmodul des Betons £

und F4 I;, die Querschnittswerte des entsprechenden ideellen
Querschnittes.

4, Statisch unbestimmte Trager

Infolge des Schwindens und des Kriechens des Betons, unter
Zinwirkung einer sténdigen Belastung, &ndern sich im Laufe der
Zeit die Verformungen der Verbund- oder vorgespannten Konstruk-
tionen. Deshalb &andern sich in den statisch unbestimmten Verbund-
oder vorgespannten Trédgern auch die statisch unbestimmten Grossen
X sHKA=1,240e0 72, und damit such die Querschnittskrdfte:

/1) N=Ng+3 X, M=o+ XM
k=7

K=T

wo /%5,‘Aﬂ¢ Querschnittskrafte des Gleichgewichtszustandes A@J=5ﬁ
und Ax o AMx Querschnittskrafte des Selbstspannungszustandes
Xkﬂf, Sind-

Die statisch unbestimmten Grissen Xx ,A=1,2,... /L , werden
aus 2. Gleichungen des Prinzips der virtuellen Krafte:

/22/ I{M‘67+M,'ae)ds= éf@gcj i t=72,..n,

berechnet, in denen (¢ Reaktionen, und A% , My Querschnitts—
kréfte des Selbstspannungszustandes X,;= 7 bezeichnen, wihrend &,
und 3¢ die wirklichen Verformungsgrossen und C, die wirklichen
Stitzenverschiebungen des Tragers sind.

In den Gleichungen /17/ und /18/ wurde nichts von den Quer-
schnittskréften vorausgesetzt so dass dieselben auch dann gultig
sind, wenn die Krafte ¥ und A/ mit der Zeit sich &ndern, d.h. so-
wohl fiir statisch bestimmte als guch fiir statisch unbestimmte Tria-
ger. Laut Gleichungen /21/, Gleichungen /16/ und Gleichungen /17/
sind die Verformungsgrossen &€, und &€ in einem statisch unbestim-
mten Trager durch folgende Ausdricke angegeben:

/23 e=—7'—(/\/’+znxzv) - L (s +5 X, M)
TOERINTE TGN TR NP R
worin
/
o) N = Ng + PNos + Nex
/
M¢ = M¢ s P[Mba+%0£/6a}+/v5ktybo:
ist.

Wenn die Gleichungen /23/ in die Gleichungen /22/ eingetragen
werden ergibt sich:
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£ ([ B[ i o) +

/25/ =%2,...n
M M Ny N
+ | MM jp_d _ .
JER s+ E2 b - FGiesma,

it den Bezeichnungen:

M; Mk Ny Ny
do = | LB G+ ds
W I , 5
&g = IM Ol + NiNg _ Ty
w= )22 S ER F G,
konnen die Gleichungen /25/ in folgender Form geschrieben werden:

n
/27/ gﬂx,(a,k +d;g =0, [=72,..n.

/26/

Darsus wir folgern, dass die statisch unbestimmten Grossen
in einem Verbund- oder vorgespannten Trager im Zeitpunkte %
gleich sind den statisch unbestimmbten Grissen eines statisch unbe-
stimmten Tréagers aus gleichartigem Materisl, mit einheitlichem
Flastizitédtsmodul £- , mit den Querschnittswerten 7~ und 7, , so-
wie mit den Einfliissen im Hauptsystem Ajg’und A4, die durch die
Gleichungen /24/ angegeben sind.

5% Trager mit zusammengesetztem Stahlguerschnitt

Der Stashlquerschnitt des Verbundtrigers wird oft aus mehreren
Teilen zusammengesetzt: Blech oder Walztradger, schlaffe Bewehrung
und Driéhte bzw. Vorspannstidhle, mit den Querschnittsfléchen 7, ,
Fm o fp , mit den Trégheitsmomenten I, , I, , Zo in bezug auf
die Achse durch den Schwerpunkt 7, , bzw. 7, und 7, , und mit
den Elastizitdtsmoduli £, , £, und £, .

Es ist leicht zu beweisen, dass sauch fir diesen Fall samtli-
che bisher abgeleiteten Gleichungen gelten, wobei darin Ffg,- die
ideelle Stahlflache bezeichnet, und zwsr:

/28/ Torn= Far* Fpp+tpr ,

/29/ Forn=Yntn , For = Ym Py, 7%,.:: b b,
£ =, £,

/30/ nT L m= E_ Y 2~ E

und _7:9/« das Tréagheitsmoment der ideellen Stahlflache in bezug auf
den Schwerpunkt 75 :

= 2 2
/31/ I&f' JUF"LImn_I"-[pn_/'ﬁp{ef}’%} +’tr;—7r(emh€;?} +1’;,,(€p—6‘2__,}f
/32/ J;m = V/'L]n_ g Imrz 1{,,[,;, b) —];Jrz' fop.
Der abstand €y des Schwerpunktes /5 von der Achse, die in den

Abstédnden €, , €» , ©p von den Schwerpunkten 77 , 75, 7o
verlauft, wird aus der Gleichung:

I35/ Fonl€r~C)F Fopp (€m~Cs) + Tor(€p—E35) =0 .
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bestimmt.

Mit der ideellen Stahlfléache , dem Tréagheitsmoment der-
selben Flache [ in bezug auf dle urch den Schwerpunkt 74
verldufende Achse,wird die Schwerpunktslage des ideellen Verbund-
guerschnittes 7, berechnet, die Beiwerte F, und 7, , ferner die
fiktiven Krafte /V und M die Verformungsgrossen E7 und ze ,
sowie die pannungen im Be%%n aus den vorhin abgelelteten
Gleichungen, wghrend die upannungen in den 3tahlteilen des Tragers
durch die Gleichungen:

G, Vi "
/54/ G I = < Vi ( ‘P+ J )
6p Ve

gegeben sind.

-

B Sinfluss der Vorspannungskrafte

Die Vorspannung von Trédgern wird gewdhnlich mittels Spann-
drzhte durchgefiihrt die sich in Rohren befinden, welche eine von
den uUbrigen Teilen des Tragers unabhangige Drahtverformung sichern.
Bei einer derartigen Vorspannungsweise im Moment der Vorspannung,
d.h. im Zeitpunkt £=/ ist die Spennkraft 2 eine &ussere auf
den spannstahllosen (Querschnitt einwirkende Kraft. Der Spannstahl
ist in diesem Augenblik bloss ein dem Trager die Kraft O vermit-
telndes EBlement. Dementsprechend ergeben sich die 3pannungen im
Zeitpunkt ¥=¢ infolge der Vorspannung, wenn in die Gleichung

/19/ No=—P und M,=—Pl/po eingetragen wird:
— _Z. Goo Yo . 5¢aﬁﬁ
/35/ Gho= %p(ﬁéwL = ), Gpo= Yo P ;/_0 e

wo F,, und _I Querschnittswerte des ideellen spannstahllosen
Querschnlttes 51nd.

Nachdem die Drédhte gespannt und versnkert sind, werden die
Rohre mit Zementmortel injiziert. Der Spannstahl w1rd Zu einem
Teil des Tragers, der ihren weiteren Verformungen Folge leistet,
und damit die ursprungliche Spannung ¢3A£' im Laufe der Zeit
stetig andett. Die Aenderung dieser bpannung ist dem Dehnungs-—
unterschied £~&o in den Zeitpunkten £ und Z=0 proportionell,
s0 dass die Spsnnung im Spannstshl im Zeitpunkt t gleich wird:

Fa
/36/ Op= = + Lple-6)-

denn man diese Gleichung sowie die Gleichungen:
137 Gh=£r€ , Gu=Emg,  Gp=L,,E~€G,,

in Bedingungen:

jné,‘,o/FﬂLJ;@mo/ﬁﬁ[a@;o/ﬁq‘J;@;o/F: o,
L@,ydﬁ4j;@},de+fp@;ode+‘j‘;62de =0,

einfihrt, schliesst man darsus, dass such fir die durch die Vor-
spannungskraft hervorgerufenen Verformungsgrossen &, und 2€ die
Gleichungen /17/ gelten , damit
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Np= ~ p+jpfpeaof,r+ 9L%JF,
Mp==Pipot [ Lol Yo+ § [ ,Gio y o,

ist. Die Grisse Lpfo ist die Spannung, die von dem Spannstahl
sufgenommen werden wirde, wenn derselbe im Zeitpunkt €=0 der
Verformung des Tragers folgen wurde. Das Integrsl dieser Spannun-
gen im Ausdruck fir AMpist die Rezultierende Aoo , und das Inte-
gral der statischen lMomente dieser Spannungen in bezug auf den
ochwerpunkt des ideellen Querschnittes im Ausdrucke fir My ist
das Moment ﬂ{po+vwb09¢o :

/38/

2
FoedF = Nog= — Py. (22 4+ ToYee

J;EPEOyO/F= Moo+ Npo Yoo == Ptjpo %e'_‘ +Noo Y po -
[ 7e]

Jenn die Gleichungen /59/ und die Gleichungen /13/ in die Glei-
chungen /38/ eingetragen werden, erhdlt man:

ey Nsoz—p'/‘Npo-"fNéa L
Mo=~PYp + MooFNpatfpo *+ © (Moot Npatfya).

Die ststisch unbestimmten Grossen infolge Vorspannung des
Tréagers bekommt man sus den Gleichungen /27/, wenn msn, in die ,
Gleichung /26/ fir die fiktiven Querschnittskrafte Ng und Mg
die Grissen AWepund My, die durch die Gleichungen /4C/ gegeben
sind, einfihrt.

ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Beitrag wird eine Methode zur Berechnung der Verbund- und vorge-
spannten Konstruktionen, unter Berlicksichtigung der Einfliisse des Schwindens und
Kriechens des Betons, vorgeschlagen. Dabei wird die Spannungs-Dehnungs-Beziehung
des Betons in Form einer algebraischen Gleichung angenommen.

SUMMARY

The paper deals with a method for the calculation of composite and prestressed
structures, taking into consideration the influences of shrinkage and creep. The
stress-strain relationship used for the concrete is in the form of an algebraic
equation.

RESUME

Dans cet article, on présente une méthode pour le calcul des constructions
mixtes acier-béton et en béton précontraint, en prenant en considération les effets
du fluage et du retrait du béton. La relation entre les contraintes et les déformations
est admise sous la forme d'une équation algébrique.
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INTRODUCTION

A great deal of attention has been devoted to the effects of
creep and shrinkage on columns having determinate end conditions.
However, because of the very nature of the problem, very little
direct information has been obtained on the behaviour and inter-
action of columns as part of indeterminant frames. This research
paper describes a method for predicting the behaviour of reinforced
concrete frames.

The method of analysis includes the non linear response of
reinforced concrete sections under short term loading as well as
the time dependent effects of creep, shrinkage and changes in con-
crete strength. Utilizing the digital computer this analysis could
be used directly as a check for special structural cases. However,
the main purpose of this study was to provide a means of assessing
and perhaps altering the various Building Code design provisions
for column design and moment distributions in frames. With this
objective an analysis was derived to predict the behaviour and
failure for short term loading to the behaviour for predetermined
load versus time history including either prediction of the time of
sustained load failure or the remaining capacity after a period of
sustained loading.

In order to provide data to verify the numerical method a
limited experimental program was implemented.

EXPERIMENTAL PROGRAM

Test Specimen: The test specimen chosen was a single bay fixed

base frame. While being a relatively simple specimen to fabricate
this choice, with three degrees of indeterminacy, provided ample
opportunity for redistribution of bending moments due to inelastic
behaviour. Therefore, the test data would provide a good check for
the accuracy of the analytical predictions. Also additional infor-
mation on the formation of collapse mechanisms in reinforced concrete
frames would be obtained. To reduce the effects of scale and to
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minimize the relative magnitude of fabrication and experimental
tolerances a fairly large model was used.

As shown in Figure 1, the outside dimensions were 274.32 cm
high by 294.64 cm wide. The cross-section was 20.32 cm square with
a 1.91 ¢cm diameter deformed reinforcing bars in each corner under
2.54 cm of concrete cover. The reinforcement had a sharply defined
yvield stress of 4150 135 kg/cmz. The bottom of each column was
composed of a 20.32 cm by 20.32 cm by 20.32 cm H section. The rein-
forcing bars were welded to the web of the H section prior to pour-
ing the concrete and the bottom of the H section was welded to a
base plate when the frame was placed in the test position. The base
plate was stiffened and prestressed to the laboratory floor to pro-
vide the fixed end condition. Square ties made from 0.64 cm diameter
plain bars were spaced at 15.24 cm and 7.62 cm respectively in the
columns and beam. To avoid discontinuities the reinforcement was
continuous throughout the frame. Because of difficulties encountered
in a preliminary test, Frame Rl, the corners of the frame were made
quite stiff by the addition of diagonal ties. The length within
the top portion of the H section was similarly stiffened.

A concrete mix design having predetermined creep, shrinkage
and stress-strain properties was used. The following proportions
by weight were used to obtain a 28 day cylinder strength of 316

kg/cm2: Portland Cement Type 1 -- 14.0%; Water -- 9.1%; Fine
Aggregate (washed sand) -- 46.6%; Coarse Aggregate (0.95 cm maxi-
mum size crushed limestone) -- 30.3%. The frame was cast in a

steel form and moist cured for 7 days before being placed in the
test position. Companion cylinders and prisms with and without
reinforcement were also poured.

Test Apparatus: Separate sets of apparatus were set up for short
term loading and for sustained loading. In both cases loads were
controlled using load cells employing electric resistance foil
strain gauges. Dial gauges were mounted to provide deflection and
base rotation data. Strains on the concrete were obtained using a
demountable mechanical dial indicator with a 20.32 cm gauge length.
Equipment to provide a horizontal load, H, on the left column at
mid-height of the beam and a vertical load, V, at the centre of the
span was required for both set ups. In each case the load was
transferred to the test frame through a spherical seat.

Short Term Tests: Steel Wide Flange columns, prestressed to the
floor, were fitted with cross beams to jack against. The jacks
were mounted on gear driven mechanical slides to maintain the posi-
tions of the loads as the frame deflected.

Sustained Load Tests: The apparatus for the sustained load tests

was located in a polyethylene covered frame inside which the temp-
erature and relative humidity were maintained at 24°C * 1°C and

50% *+ 2% respectively. Instead of using jacks, loads were maintained
by the use of springs and rods as shown in Figure 1. The coil
springs reduced the decrease in load due to the long term deflection
of the frame. BAs the loads did decrease they were adjusted to keep
within 2% of the specified values. The vertical load followed the
deflection of the frame by adjustment of the horizontal mechanical
slide incorporated into the spring and rod assembly.
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ANALYTICAL METHOD

The basis for the analytical method was intended to be generally
applicable to the prediction of behaviour of beam and column combina-
tions. However, it was necessary to evaluate the acceptibility of
these fundamental processes in terms of the accuracy with which they
would be utilized to predict the actual behaviour of an indetermi-
nant framework. Therefore, the mathematical model was specifically
tailored to provide theoretical predictions for comparison with data
from the experimental program. Comparison with these tests provided
a meaningful evaluation because the following influencing factors
were included: indeterminacy - permitting redistribution of bending
moments; secondary bending moments - due to deflection and axial
deformations; large variations in bending moment - thereby emphasi-
sing the non linear moment-curvature characteristic; different axial
loads in each member - thereby including the effect of axial loads
on member stiffness; the time dependent effects of creep, shrinkage
and change in concrete strength.

The mathematical model relied on the speed and storage capacity
of a digital computer to permit the frame to be divided into elements.
The clear span portion of the concrete frame was divided into equal
segment lengths with the cross section at the end of each length
further subdivided into element strips. (Use of 25.4 segment lengths
and 16 element strips per cross section yielded sufficiently accurate
results). The numerical procedure employed was as follows:

l. Based on an elastic analysis an estimate of the reactions and
moments at the left base was made for the specified loads.

2. From the test results the rotation and displacements of the
left base was recorded.

3. For the assumed load and moment the compatible strain distribu-
at the bottom of the steel base was computed. Using this cur-
vature and the slope of the base the deformed position of the
top of the H section was calculated. From equilibrium consi-
derations the moment at the top of the H section was calculated.
The strain distribution and curvature were then calculated.
Using the average curvature over the length of the H section the
deformed position of the top was recalculated. The iterative
process was repeated until the change in curvature at the
top was less than 1% or less than 1 x 10-6 radians.

4. Through an iterative process (described later) the strains in
the reinforced concrete section were calculated for the load
and bending moment at the top of the H section., The displaced
position of the second cross section was calculated assuming
the curvature to be constant over the first segment length.
Using an equilibrium calculation incorporating the displacement
of the second cross section the bending moment and resulting
curvature were calculated for the second cross section. Then
using the average curvature between section 1 and 2 the process
was repeated until the change in curvature was less than 1% or
1 x 10~6 radians.

5., Starting with the moment at the upper end of the preceding ele-
ment, step 4 was performed successively through all segments of
the frame. At the corners and load points the appropriate
changes in shears and axial forces were made.

6. Upon completion of the last segment the deformations in the H
section at the right base were included in the calculation of
the slope and linear displacements of the right base.
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In most cases the slope and displacements of the right base
were not compatible with the corresponding measured values. There-
fore it was necessary to adjust the estimate of the reactions and
bending moment on the left base in such a manner as to produce
compatibility at the right base.

7. Based on the errors in the displacements at the right base,
slope~deflection equations were used to systematically alter
the estimates of the reactions and bending moment at the left
base.

8. ©Steps 3 to 6 were repeated until the geometric errors at the
right base were within acceptable limits.

The above process was repeated to obtain new values after each load
increment and after selected intervals of time under sustained load.
Using the method of numerical integration described above it was
possible to predict the behaviour of the frame up to formation of
the first plastic hinge. The time dependent effects were included
in the calculation of strains at each cross section.

Distribution Of Strain On A Reinforced Concrete Section: For a
specified combination of axial load and bending moment on a Cross
section, an iterative technique was used to vary the planar strain
distribtution until the calculated resisting axial force and bending
moment agreed with those specified. The following steps were used:

1. Prior to applying the initial loads the tensile stress in the
concrete and the compressive stress in the reinforcement were
calculated using shrinkage strains from companion reinforced
prisms.

2. The cross section was divided into 16 element slices perpendicu-
lar to the plane of loading.

3. For the specified load and bending moment a trial strain distri-
bution across the section was chosen. From this strain distri-
bution the strains at the centroids of the reinforcement and of
each element strip were calculated.

4. Using the strains at the centroids of each element the total
force and bending moment were calculated by summing the contri-
bution of each element slice and the reinforcement. The effects
of the shrinkage stress were included. A fourth order polynomial
equation based on a least squares fit of experimental data was
used to represent the concrete compression stress-strain rela-
tionship. The concrete was assumed to crack at a tensile strain
of 150 x 1076, |

5. The calculated internal force and bending moment were compared
to the corresponding external values. If either differed by
more than 1% the strain distribution was altered in a manner
designed to reduce the discrepancy.

Steps 3 to 5 were repeated until the internal and external forces

and bending moments differed by less than 1%.

6. The calculations for creep were formulated as non linear func-
tions of the portion of the total strain which contributed to
stress. (Herein called "elastic" strain). The total strain
and the "elastic" strain were stored for each element strip.

7. For sustained loading the loads and stress conditions were con-
sidered to remain constant for short increments of time. For
a specified time interval the creep strain which would occur
on each element was calculated and stored. (The creep calcu-
lation is described later). Additionai snrinkage was computed
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from eguations derived from experimental shrinkage data.

8. A new total planar strain distribution was estimated in order
to attempt to account for the effects of creep and shrinkage.
The calculations described in steps 3 to 5 were performed with
the only difference being that the strain contributing to stress
on each strip element was calculated by subtracting the creep
and shrinkage strains for that element from the total strain
at the centroid of the element. The concrete stress-strain
relationship was also adjusted to account for the increased age
of the concrete.

For the next time interval the stresses on the strip elements could

be different from the previous values. These changes could result

from a change in load on the structure or from the redistribution

of load caused by the sustained load deformations. The non-linearity

of creep versus stress also could cause a redistribution of stresses

on a cross-section,

9. For the new set of "elastic" strains and taking into account the
stress history, steps 6 to 8 were repeated for each time inter-
val.

10. At any time the loading could be increased in increments up to
the ultimate capacity of the cross-sections.

Creep Calculations: A modified superposition method for calculating
Creep has been derived, From creep tests it was found that creep
strain for a constant stress could be accurately represented by an
equation of the form: Creep = A + B log (time) the constants A and
B were expressed as functions of "elastic" strain by third order
equations. Use of "elastic" strain as the basis for creep calcula-
tion was convenient for programming. In addition, because the con-
crete stress-strain curve was altered with increase in time, the
effect of maturing of the concrete was reflected in the creep cal-
culations. The creep calculation is described below.

If an element is loaded so that the elastic strain is EL.1 and
maintained at that load for a period of time t_to t, the amount of
creep which would occur would be CR. 1. This 8orresponds to exXperi-
mental data for creep under constant stress as shown in Figure 2 {a).
If at time t the load is increased so that the elastic strain is
increased to EL.2 the calculation of creep for the time interval t,
to t, should take into account the previous stress history. The
uppermost curve in Figure 2 (a) represents creep under a constant
"elastic" strain EL.2. If EL.2 had existed during the time t, to &,
the additional creep during time t; to t, would be CR.2'. However a
lower "elastic" strain had been sustained during time t_to t,.
Therefore it was expected that the effect of increasing the "elastic"
strain would cause a creep strain larger than CR.2' during t; to t,.
The effect of this change in elastic strain was accounted for by
adding the amount of creep which would occur for an "elastic" strain
(EL.2 - EL.1) for a period of time from t_ to (tz - t;). This added
creep, CR.2' was shown in Figure 2(a). TRe total strain excluding
shrinkage was shown in Figure 2(b).

COMPARISON OF PREDICTED AND TEST BEHAVIOUR

Three concrete frames have been tested. The preliminary frame,
Frame Rl, was subjected to short term loading to failure. Difficul-
ties with the corners of the frames and the bases led to stiffening
of the corners and redesign of the base for subsequent tests. The
results of this test were difficult to interprete and were not
included.
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FIGURE 2(a) Creep Strain for Constant Stress.
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FIGURE 2(b) Total Strain Using Modified
Superposition Method.

Short Term Test: Frame R2 was loaded proportionally to failure.
Deflection and strain readings were taken at regular increments of
load. Although it was not possible to determine accurately when the
first plastic hinge had formed, an estimate was made on the basis of
strain readings and observations of the opening up of cracks. It
was decided that the first plastic hinge formed at the upper right
hand corner at a proportional loading slightly higher than the pre-
dicted values of H = 4082 kg. V = 8164 kg. Formation of plastic
hinges at the centre of the beam, the right base and then the left
base resulted in an ultimate loading of H = 5220 kg. and V = 10440

kg. The concrete strength was 316 kg/cm?,

Flgure 3 contains the predicted and test deflections for Frame
R2. Two sets of horizontal deflections were compared on each column
and the vertical deflections were recorded at the mid span of the
beam. The length of the lines representing the members of the frame
were maintained to scale but the deformed shape of the frame was

Bg. 26 Schlussbericht
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FIGURE 3 Predicted and Test Deflection for Frame R2.
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FIGURE. 4 Predicted and Test Deflection for Frame LI.

distorted in order to more easily compare the results. The predicted
deflected shape of the frame is quite close to the experimental

values up to formation of the first plastic hinge.
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FIGURE 5 Data from Strain Measurements and Predicted

Values.
(a) Frame R2 (b) Frame L1
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Figure 5{(a) was plotted to illustrate the correlation between
test and predicted bending moment calculations. The bending moments
corresponding to test values were calculated from two sets of strains
measured in the compression zone of the indicated regions of high
bending moment. The calculated moments from experimental strains
measurements were subject to fairly large errors and fluctuations
because the effect of measurement errors was magnified by the fact
that the compression zone was quite shallow. However the general
trend of predicted and calculated bending moment were consistent and
the discrepencies were acceptable when interpreted with regard to
possible measurement error.

Sustained Load Test: Frame L1 was initially loaded to values of

H= 2723 kg. and V = 5446 kg. At the time of loading and concrete
strength was 354 kg/cm“. The initial load was sustained for 53
days. In the early stages the deflections increased quite rapidly
but were increasing very slowly at 53 days under load. At this
stage the loads were increased 25% to H = 3402 kg and V = 6804 kg
and sustained at this level for an additional 28 days at which time
the frame was loaded proporticnally to failure. At formation of the
collapse mechanism the loads were H = 5710 kg and V = 11420 kg.
Because of creep deformations it was extremely difficult to pin point
the formation of the first plastic hinge. However a noticeable
change in frame behaviour was evident at locads H = 4540 kg and V =
9080 kg. The first plastic hinge was predicted to occur at H = 4082
kg and V = 8164 kg. AL the termination of testing the concrete
strength was 386 kg/cm“. During the final 28 days under load the
deflections increased by only 6% to 13%.

Figure 4 contains the predicted and test deflections for Frame
Ll. These results were illustrated in the same way as was done in
Figure 3. Very good correlations between predicted and tests results
was found.
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Figure 5(b) was plotted to provide a comparison of predicted
and measured strains for Frame Ll. Because of creep the measured
strains could not be used to compute bending moment. The extreme
compression fibre strains were compared for regions of high bending
moment. The accuracy of the experimentally derived extreme fibre
strains was influenced by the same factors as mentioned in the dis-
cussion of Figure 5(a). Although this comparison was not as reliable
as the comparison of deflections the same trends were obvious.

For Frame Ll there was not any marked redistribution of bending
moment due to creep. This result should be expected because the
axial loads were not high enough to contribute significant secondary
bending moment. Also the "elastic" strains were generally within
the range of strain where creep is nearly directly proportional to
"elastic" strain. The bending moment at the left base was predicted
to decrease 9% during the first 53 days of sustained load and 4%
during the following 28 days under the second level of sustained
loading. The other high bending moments changed by only about 1%.

CONCLUSION

The method of analysis has been evaluated by comparisons of the
computed predicted behaviour with the test results. This comparison
confirmed the validity of the frame analysis for short term loading
and variable sustained loading followed by quick loading to failure.
The procedures to predit failure under sustained load have been esta-
blished. However lack of information about the creep of concrete at
stresses near ultimate precluded the accurate predic¢tions of behaviour
as sustained stresses approach the ultimate strength of concrete. It
was reasoned that in terms of assuring safety it is most important
to be able to predict the remaining capacity after a period of sus-
tained loading.

SUMMARY

The analysis includes the effects of : the non linear time dependent stress versus
strain for concrete, the degree of cracking as influenced by the level of load and
bending moment, and creep, shrinkage and elastic deformations to predict the
behaviour of an indeterminant frame. Comparisons with test data have verified the
accuracy of the analysis.

RESUME

Pour déterminer le comportement des cadres hyperstatiques, l'analyse comprend
plusieurs influences:
- la relation non-linéaire (fonction du temps) entre les contraintes et les
allongements,,
- le degré de fissuration, influencé par la valeur de la charge et du moment
fléchissant,
- le fluage, le retrait et les déformations €lastiques.
Des comparaisons avec les résultats d'essais ont confirmé l'exactitude des
calculs,

ZUSAMMENFASSUNG

Diese Untersuchung umfasst die Wirkung der nichtlinearen zeitabhingigen
Spannung gegeniiber der Dehnung des Betons, des Rissegrades infolge Lasththe und
Biegemoment sowie des Kriechens, Schwindens und der elastischen Verformung, um
das Verhalten eines unbestimmten Rahmens vorauszusagen. Vergleiche mit Prif-
daten haben die Genauigkeit der Berechnung bestétigt.
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1. Problemstellung und {ibersicht

In Verbundquerschnitten aus Beton und Stahl ergeben sich durch
die unterschiedlichen Verformungseigenschaften dieser Werkstoffe
Spannungsinderungen gegeniiber den anfinglichen Spannungen aus an-
dauernden Lasten und Verspannung. Diese sogenannten Spannungsénde-
rungen infolge des Kriechens und Schwindens des Betons sind nach °
folgendem mechanigchen Prinzip zu bestimmen: Beim Ldsen des Ver-
bundes wiirden sich die Kriech~ und Schwindverformungen des Betons
unbehindert einstellen, wobei die Betonspannungen bei konstanter
Dauerbelastung unveréndert bleiben. Die im Verbund liegenden Beweh-
rungsstédbe - und zwar sowohl die vorgespannten als auch die schlaf-
fen Stahleinlagen ~ behindern jedoch die zeitabhingigen Verformun-
gen des Betons, wodurch gleichzeitig Spannungsénderungen im Stehl
und Beton hervorgerufen werden,.

Aus den Vertrédglichkeitsbedingungen des Verbundquerschnittes
ergeben sich im statisch bestimmten Grundzustand nur Umlagerungen
der inneren Krafte bei gleichbleibenden &uBeren Schnittgrdfen., Bei
statisch unbestimmt gelagerten Trédgern kann dieser Eigenspannungs-
zustand die Kontinuitdtsbedingungen des Tragwerks verletzen, wo-
durch dann zusdtzliche ZwangschnittgrdBen und damit Anderungen der
Auflagerreaktionen hervorgerufen werden.

Die meisten der vorliegenden Arbeiten zu diesem Fragenkomplex
benutzen als Ausgangspunkt die differentielle Form der linearen
zeitabhéngigen o- e¢-Beziehung des Betons von Disehinger, die aber
die physikalisch unzutreffende Giiltigkeit der Idealkriechkurven von
Withney voraussetzt (vgl, hierzul[97). Wiahrend damit der sogenannte
Spannkraftverlust beim einlagig bewehrten Triéger einfach berechnet
verden kann, werden die Ld&sungen der Differentialgleichungssysteme
bei zwei~ und mehrlagig bewehrten Querschnitten recht umfangreich
(vegl. u.a.l1Jvis L6T).

Unter Vermeidung dieser Miéngel ermdSglicht es das im folgenden
erléuterte Verfahren, die tatsfchlichen Bewehrungsverhéltnisse in
den vorhandenen Querschnitten zu beriicksichtigen und die Auswirkun-
gen verschiedener Grenzannahmen fiir die maBSgebenden Baustoffkenn-
werte (Kriech- und SchwindmaBe, Flastizitdtsmoduli) fibersichtlich
zu beurteilen.
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2. Berechnungsgrundlagen

Die bei Aufbringen der Dauerlasten und Vorspennung in stabarti-
gen Tragwerken vorhandenen Spannungen seien in iiblicher Weise ermit-
telt, wobei entweder Vorspannung mit sofortigem Verbund oder Vor-
spannung mit nachtréglichem Verbund vorliegen kann.

Im Bereich der Gebrauchsbeanspruchung wird zur beliebigen Zeit
nach Belastung ein linearer Zusammenhang zwischen dem Spannungs-
und Verzerrungszustand bei Stahl und Beton angenommen. WaAhrend fiir
den Stahl ‘(Index a fiir acier) das Hookesche Gesetz in der Form

— _Ya
(1) Lo = 5= 7
mit E, als Elastizitdtsmodul des Stahls giiltig ist, wird der zeitab-
h&ngige lineare Zusammenhang zwischen der Betonspannung ob(t) und
der Betondehnung ey(t) in der in [ﬁ] erlduterten zweckméfBigen Form

(2) ()= -ghe (1+ )+ B2 (14 00) + £5t)

angenommen. In der Spannungs- Dehnungg- Beziehung (2) bedeuten:

%bo Ausgangsspannung bei Eintritt der untersuchten Beanspruchung,
Ey der als konstant angenommene Elastizitdtsmodul des Betons,
4 die Kriechzahl oder genauer die Kriechfunktion P(t,to) zur Be-

schreibung von Verlauf und Grd8e der durch oy, hervorgerufe-
nen Kriechdehnung, die in der Form P(t,t5) = k Prf(t) mit kg
den EinfluB des Betonalters t, bei der Belastung,mit dem Norm-
kriechmas¥y = ¥: die Auswirkung der Bauwerksbedingungen ungd

0
mit der Zeitfunktion o<f(t)<! den Verlauf der Kriechdehnung
erfassen 148t [T7],

op(t)-0y, die durch eine Dehnungsbedingung erzwungene zeitliche Xn-
derung der Ausgangsspannung,

g ter Relaxationskennwert fiir die infolge der Betonalterung ab-
geminderte Kriechfdhigkeit, auf die die erzwungene Spannungs-
énderung trifft,

€g(t) die Schwinddehnung, die das EndschwindmaB e€g., erreicht und {ib-
licherveigse affin zum Kriechverlauf angenommen werden kann.

Da bei Spannbetontréigern die Spannungsédnderung praktisch zeit-
gleich mit dem Kriechen erfolgt, kann der Relaxationskennwert hier

mit ?= -;— + 'E%; unabhéngig von "PN angenommen werden. [ 9]

Weiterhin wird fiir die Ermittlung der Spannungsiénderungen vor-
ausgesetzt, daR ein voller Verbund zwischen Stahl und Beton besteht
und das Ebenbleiben der Verbundquerschnitte gewdihrleistet ist.

Py
b bzb e ohreStani ~f— Y, )M,, - ﬂ'—)n,,
r
PN IR ™
Yub E:LI&
p— - | S5
Fs LFyeLF, _4 L_ _‘|£|, __! Npy M, Npy M, Ny M,
J Y] .E, 6 att, "be 6, 2, Dby == ey
£, a1 Epqe »e” s ) ) e
Le FEvl o f by P L L A O G A A
a} Querschnittswerte NE,, c)&y(t)- €,, d) 6o 9 6, /] ey

Fig.1 Verformungen und Spannungen im Querschnitt
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3. Spennungsumlagerungen im beliebig bewehrten Querschnitt.

Alle Bewehrungslagen, d.h. die Spannbewehrung und die schlaffe
Bewehrung,werden in der gemeinsamen Stahlachse a-a zusammengefafit,
so daR man die gesamte Stahlfllche F, und das gemeinsame Stahltrég-
heitsmoment I, erh&lt (Fig. 1a). Die Vorspannung kann in verschie-
denen Lagen mit unterschiedlichen Spannkr&ften Z; sufgebracht sein.

Zur Bestimmung der Spannungsf&nderungen wird zundchst der Ver-
bund zwischen den Stahleinlagen und dem Beton nach Eintritt der ela-
stischen Verformungen (Fig. 1b) geldst, Dadurch kdnnten sich im Be-
ton die Kriechverformungen ey und ¢+MH, und die Schwindverfor-
mungea unbehindert einstellen ?Fig. te). Die infolge der Verbund-
wvirkung entstehenden Umlagerungsgrdfien verden fiir den Beton be-
zeichnet mit Mp e und Nb und fir den Stahl mit M,eo und N,

Die nachtngl1chen Forminderungen im Stahl ergeben slch dann

Ve Ma
() & ——‘-’ﬁ‘f+ ey .
ap = Eo o Ya
Entsprechend laBt gich die zeitabhéngige Betondehnung in der Faser
¥yp nach der o-e- Beziehung (2) angeben

(1) Epp=Epo P +(év,f3;? + gfyb)'("*f?’)"'es .

Die Stahleinlagen befinden sich mit dem Beton in Verbund, so daB
fiir den gesamten Querschnitt die Vertréglichkeitsbedingungen gel-
ten

(5) 5wp= 55? und
(6) 4}7a.<r=<975? .

So 188t sich z.B., fiir die Faser a-a in H3he der Schverlinie der
Stahleinlagen die Dehnungsbedingung angeben mit

A7 6 sa M.
(1) —-‘-‘i —E_L-Q(P-P(E‘ +-5§fa,)(4+ﬂ°)+65 ,

wvenn N .
._ b0
(8)  Obao= 2= 4 i\Z""",_,‘!, a ,

die Betonspannung in HShe der Stahlschwerlinie infolge &uBerer
Dauerlast und infolge Vorspannung bedeutet (Fig. 14d).

Es sei vermerkt, daB in Oba,o0 SOWOhl die Vorspannung mit so-
fortigem Verbund (Spannbettvorspannung) als auch Vorspannung mit
nachtragllchem Verbund beriicksichtigt werden kann. Der Unterschied
besteht nur in der Art der Berechnung von Opa, o, 8uf die hier nicht
eingegangen werden soll.

Als weitere Bedingung soll die Vertréglichkeit der Verdrehun-
gen nach (6) dargestellt werden mit

(9) Llag - Mé"—-*P-f--f—’ﬂ(f/*f?)
Ea.ya. Eéyé Ebyb

Da die UmlagerungsgrdBSen einen Eigenspannungszustend bilden,gelten

die Gleichgewichtsbedingungen

(10) Nop = Nap
Mop =—MNaypa~lap .
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Mit den Gleichungen (7), (9) und (1o) 14Rt sich jetzt das Clei-
chungssystem zur Bestimmung der zeitabhingigen Schnittgrdf8en ange-
ben zu

Na?[ (EbF A )(4+§‘P).7+ Ma.cp (4 ,?‘P)._-E&? ?1.85
(11)

— Mbso
Aé"fE 5 (4"'-94’) +M“'P£E 5’«. 5 (4 f‘P)J Eb;b P,

Wird mit n = Eq:Ey, zur Abkiirzung der dimensionslose Umlagerungsﬁert

1 re Fe & & n Ja nka )
(12) —-= //+—-$Fb (71+ &%) (1+ 9%) + A (1+80)(1+ L 201199)
eingefiihrt, der durch die Querschnittsverhéltnisse und die Stahlan-
ordnung festgelegt ist, so bildet dieser charakteristische Wert 2
eine MaBzahl fiir die Verformung des Verbundquerschnittes im Ver-
gleich zur unbehinderten Betonverformung. Wenn die kriecherzeugende
Sypannung Cpa,o durch die TeilschnittgrdBen entsprechend (8) ausge-
driickt wird, so erh&lt man durch Auflésung des Gleichungssystems
(11) die Umlagerungsgrosen des Eigenspannungszustandes unter Beach-
tung der Gleichgewichtsbedingungen (10)

(13) Nag=—Mop=AFa [(Eets+ny F“)('/f-"'ﬂ“(#fso))-l-mp—‘j”a.j
(14) Map= R-%[-( Ealstne %’)F;.aww)»« P Moo (1+ &Ff-’:‘(/lf-j’?)ﬂ

Yo :
(15) Mb?zl-ﬁ;q,[-(&'.g,f-mp—,’!:’ —n‘f’%f’a(’/*&??(f/+%(4ff?)].

Aus diesen geschlossenen L&sungen 1&BRt sich der Einfluf von Momen-
tenbeanspruchung, Normalkraftbeanspruchung und Schwinden auf die
Grofe der Krafteumlagerungen unmittelbar ablesen, Die Spannungsén-
derungen im Beton und im Stahl ergeben sich entsprechend Fig. t1e
und tf.

Fir den Sonderfsll der einlagigen Bewehrung, die im Abstand
& = ypz von der Betonschwerlinie liegt, ergibt sich aus Gleichung
(13) unmittelbar die L&sung mit I = o zu (siehe E?])

(16) Na 7, * Fo [ Evs+np(Les+ Lioa)],
Fiir diesen e1nlaglg bewehrten Trager ist in Fig. 2 die Stahlspan-
nungséinderung, die durch den Umlagerungskennwert A gekennzeichnet
ist, als Verhidltnis der Stahldehnung zur unbehinderten Betondeh-
nung in der Stahlschwerlinie aufgetragen,

&,

| Ae—Sae .. Gw
P E4*Ey N P-Gioooby €,

L0+

Fig.2 Umlagerungskennwert A

08 ‘\\\\\ in Abhdngigkeit von der
06 \ o~ | T ne  Bewehrungsanordnung (I4=0)
st \ \_“\. I. 2
04 \\\~§< i ’:': -%: 1+%'—_E:(1+ F’}: )1+ 9-9)
0.2 T —

T 4,0

F,
EElegy)

0 02 g 04 [:13 08 10
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Fiir den Fal) der zweilsgigen Bewehrung 188t sich die Grdfe der
Spannungsumlagerung fiir die beiden Strénge unmittelbar aus (13) und
(14) errechnen. Man kdnnte auch statt der beiden Vertradglichkeits-
bedingungen (7) und (9) von der Gleichheit der Dehnungen in Hdéhe
der beiden Stahlstringe ausgehen. Dies fiihrt zu dem Gleichungssy-
stem filr die beiden Umlagerungskréfte

-%:-41[4+o‘(,,,(4+g¢p2| + 3,_:5 Xip (1+89)  =nebiorLaés

(17)
22 B, (1+99)  + ZE[1+Xea(1+89)]

mit den Steifigkeitsverten des Betonquerschnittes

&,y = a;&:mig?) Ty = &f“(f*‘m)

Werden aus (17) die Stahlspannungsanderungen o 1 ? und 022‘? errech~-
net, erhédlt man das in [§¢] dargestellte Ergebnls.

n lPB—bz,o +E£'£3

L, Spannungsédnderungen am statisch unbestimmten Tréger

ZveckméBig bestimmt man bei statisch unbestimmten Trégern zu-
néchst die Umlagerungen des statisch bestimmten Grundzustandes (im
folgenden Kopfzeiger °) mit den kriecherzeugenden Spannungen oder
SchnittgrSfen des unbestimmten Systems nach den Gleichungen (11)
bis (15). Wenn man sich mit der Bestimmung dieses inneren Eigenspan-
nungszustandee begniigt, vernachléssigt man eine eventuelle XAnderung
der Auflagerkréfte, die durch die Verletzung der Kontinuitétsbedin-
gungen entstehen kann.

Imn folgenden s0ll jedoch ein Verfahren zur Ermittlung der
ZwingschnittgréB8en infolge Kriechen und Schwinden angegeben werden,

Dazu bestimmt man die eintretenden Umlagerungsgréfen als Summe
des am statisch bestimmten Grundsystem ermittelten Anteiles und des
Anteiles aus der Zwingung. Die aus den Gleichungen (11) bdis (15)
mit den SchnittgréBen des unbestimmten Systems ermlttelten Umlage-
rungsgroBen am statisch bestimmten Grundsystem Mb und M,

Na bilden nach Gleichung (10) einen inneren Elgexspannungszustand
(Fig. 3b). Wenn dieser Zustand jetzt mit den Verformungsbedingungen
des Gesamtsystems unvertriiglich ist, stellen die zusédtzlichen Zwéng-
gréBen (Kopfzeiger ') Ng und M{ els dufere Schnittgr&Ben die Ver-
trédglichkeit her. Die anteiligen Schnittkridfte dieser ZwénggrdBen
verden bezeichnet mit Npg, Mpy und Ngg, Mgy Damit ergeben sich die
anteiligen UmlagerungsgrcBen fir den Beton und den Stahl zu

o / - /
ﬁfb?‘—' ffb?‘+ Moy /VZ? “—‘/VZ?‘*lvgy
( 18 ) ° 7 o 4
Map = Map * Map Nap = /M&y *Nap
beccr o bcrcecroe
Y T Y N L1y . I L LY gt
F:,I: [c BT o )M:, }rn o 4 )M:, }:u M,
ey )v_;;)"" P S h?,-) My |zne0
e e AL,
a) Querschnitiswerte & Umlagerungsgréfen c) Zusédtziiche
im Grundzustand Zwdnggréen

Fig.3 UmlagerungsgréfBen beim Durchlauftriger
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Fiir die Zwdngschnittgrd8en erhélt man aus den Vertréglichkeitsbedin-
gungen (7) und (9) nach Abzug des Grundzustandes

Nl

Nayp __ _...Jaz

(19) EoFa (Es& *an ) (1259)
et By (1Y)

Um den Zuaammenhang Zwischen den anteiligen Zwingschnittgr8RBen und
der Gesamtzwiéngung herzustellen, bendtigt man weiterhin die Gleich-
gewichtsbedingungen {(vgl. Fig. 3c)

’ / /
‘Aép = /VQ?'+ A%uy
/ / o
Jﬁf; — fﬂ;? +‘ﬁ¢Q¢'+'Aﬁ2?.Ct 7

wobei fiir ein in Normalkraftrichtung zvéngungsfrei gelagertes Trag-
system N), = o ist, was fiir die weiteren Ableitungen angenommen wer-

den so0ll.
Mit (20) erhédlt man aug (19) das Glelchungsayatem

I~ q
o) Nc:?[ + (2 + 25N mepl + MaPE (1+99) = ﬁﬂb Fg, ~¥)
av g, , (4+:s°) + /‘/a,[ bﬁb (1+ S"P}] = ﬁ‘i (1+£¥),

das in den Koeffizienten genau dem System (11) fiir die Umlagerungs-
gré8en am statisch bestimmten Grundsystem entspricht. Nach einem
Vergleich der rechten Seiten von (2t) und (11) ergibt sich der Zu-
sammenhang zwischen den anteiligen Zwéngschnittgr&8en des Stahles
und der Gesamtzw&ngung M,.entaprechend (13) und (th) zu

Nop=— Nip = Mg -A-nfa £ (1+89)
Map= Mp- A2 (1+30)(1+ B2 (145¢)

Mpb erhdlt man jetzt nlcht entsprechend Glelchung (15), sondern mit
der maBgebenden Glelchgewlchtsbedlngung (20) zu

(23) Mb'f—"—— M?'i\- (4+?69"(4+3‘P))

Man ermittelt die noch unbekannte Zwinggrd8e MY aus den Konti-
nuitdtsbedingungen des zusammenh&ngenden Tragwerks, Die folgenden
tiberlegungen werden an einem einfach unbestimmten System erliutert,
sie gelten jedoch allgemein.

Da sus dem auf das statisch bestimmte Hauptsystem einwirken-
den Eigenspannungszustand keine #uBere Schnittgr3fe resultiert,
kann die Gesamtverdrehung des Querschnittes nur iiber die Betonver-
drehung bestimmt werden, die gleich der Verdrehung des Gesamtquer-
schnittes gein muf. An der erkungsstelle der statisch Uberziahli-
gen X1? erhélt man denn die Verdrehung im Grundzustand infolge des
Figenspannungszustandes der Spannungsumlagerungen mit

(24) cr.f—- ccu,cf-—_/E A (1+ep)M, dx

Die zeitabhéngige Verdrehung infolge der Uberzé&hligen X1* = ,1" er-
gibt sich aus entsprechenden Uberlegungen mit (23) zu

/
(25) digg o= f ’—",;.i*f—’/v (1+8P)alx = f A (1+ﬂ—5‘(4+f¢))—1ﬁ(4+rr)obf

(20)

(22)
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Die zeitabhéngige {berziahlige X1? folgt aus der bekannten Vertrig-
llchkeltsbedlngung

—_ 1y |
(26) Xig == FEE

Da der Zehlenwert dieser ZwénggrdBe fiir Beanspruchungen aus
Biegung und in Normalkraftrichtung sehr verschieden sein kann,
gsollen beide Einfliisse getrennt verfolgt werden.

Fiir die Momenteneinwirkung My, am statisch unbestimmﬁ;n System
188t sich die Verdrehung §,, nach ?2h) mit dem Wert fiir Mpy aus
(15) angeben mit

(21) dp=-/ A2 2Larq+op)] e lar co)els,

Bei gleichbleibenden Bewehrungsverhaltn1ssen und geraden Spannglie—
dern kann man (27) zusammenfassen zu

(28) d’;cp-——'"‘/(/—&*"-'dx

Ep Uy

worin K eine Konstante darstellt. Nach dem Reduktionssatz ist &,
in diesem Fall Null, da der Momentenzustand My, bereits mit dem z;-
samtsystem vertréglich ist. Auch fiir verénderliche Stahlschwerli-
nie, d.h. a = a(x), ist der Einfluf auf die Integration in (27) fiir
Spannbetonquerschnitte so gering, daB mit guter N&aherung 61? = 0
gesetzt werden kann. Das bedeutet, daR fiir Momentenbeanspruchung
aus Dauerlast und Vorspannung praktisch keine Zwangung und damit
keine Auflagerreaktionen infolge Kriechen entstehen.

Fiir die Beanspruchung sus mittiger Normelkraft asuf den Beton-
querschnitt und Schwinden ergibt sich mit (15) fir 8q¢

(29) Jrp = /AF a[E. 8_,1-'2?—"—“] (4+fsP)clx.

Fiir gleiechbleibenden Bewehrungsgehalt und konstante Normalkraft
kann fiir die ZwénggrBBe X1? der Ausdruck

M4
o f,\q,-—-—dx
( ég Es T
angegeben werden. Eu s

Um den Quotienten der Integrale in (3¢) weiter zu verfolgen,
verden zwei Vereinfachungen getroffen. Als erstes wird fiir die Aus-
fiihrung der Integrationen angenommen, daf der Ausdruck X konstant
fiir x ist, so daB er vor die Integrale gezogen und gekiirzt werden
kann. Dies gilt streng fiir konstantes a, bei verinderlichem & zei-
gen Vergleichsrechnungen, daf diese Vereinfachung fir iibliche Spann-
betonquerschnitte berechtigt ist. Als weitere Vereinfachung wird an-
genommen, daB a in (30) dem Abstand der resultierenden Spannstahl-
schwerlinie von der Betonschwerlinie entsprechen soll. Wird jetzt

berficksichtigt, daR sich das Zwingmoment infolge Vorspannung aus
(31) X'— _%ﬂév_ﬁﬂ_
= T

ergidbt, 1aBt sich (30 umformen in

- 7 Moo
(32) = —=.. (5._854-1’290 p
X‘r V Now 4 +3E3(reep) Fa
venn Ny,  als konstant iiber d1e Linge angenommen wird.
Fu? den beliebig statisch unbestimmt gelagerten Triéger laBt

sich die Zwingung infolge Kriechen und Schwinden angeben
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‘gl B Koo
(33) Mgf"""' Mv Nb,v //+&,__,—-:g'(4+f'f) (Eq,es'Pn‘P Fa ) .

Der Verlauf von M} iiber die Tr&igerlénge ist entsprechend dem
Verlauf von M, geradlinig. Die anteiligen Zwé&ngschnittgr&Ben kon-
nen dann sus den Gleichungen (22) und (23) bestimmt werden. So er-
gibt sich z.B. fiir die anteilige Betonzwingung

/
(34) Mb;=- /\/Zyy 'A‘E:.(Eafs'*n‘f%,:'o ’

Es ist unmittelbar zu erkennen, daB der Verlauf von My, bei verén-
derlicher Spanngliedlage mit der Anderung von A nicht mehr geradli-
nig ist. Das Ergebnis (34) ermdglicht bei einem Vergleich mit M§
saus Gleichung (15) fiir Normalbeanspruchung und Schwinden die fol-
gende Aussage:

’ /o ! :
(35) Mb('p=— % Mb? mit e,= /-/—VV;!'V o

Dabei stellt e' bekanntlich bei unbestimmten Systemen den Abstand
zwischen der Wirkungslinie der Vorspannkraft auf den Betonquer-
schnitt und der Stahlschwerlinie oder kurz den Abstand der Beton-
drucklinie von der Stahlzuglinie dar.

Das Ergebnis (33) fiir die Zwéngung aus Normalkraftbeanspru-
chung und Schwinden und die Aussage, dag M}, fiir Biegebeanspru-
chung zu Null wird, 188t sich anschaulich an Fig. 4 erldutern. Fiir
das Beispiel eines einfach unbestimmten Trigers mit einem geraden
Spannglied ist in Fig. 4e das System und der Verlauf von M} aufge-
tragen worden. Aufgrund der Gleichgewichtsaussage (20) 1&Bt sich
der dargestellte Zusammenhang zwischen der Gesamtzwingung MY} und
den anteiligen Zwéngungen Mg und Nga% unmittelbar ablesen. In Fig.
4b ist als Beispiel einer Momentenbeanspruchung die Momentenlinie
Mg fiir das Eigengewicht gezeigt worden. Gleichung (15) ergibt mit
Ig = o und konstantem Umlagerungskennwert X den Verlauf von Mbo,
der affin zu M, ist., Da M, als Momentenzustand am Gesamtsystem mit
diesem auch vertrédglich ist, ist sofort zu erkennen, daB auch MyQ
keine zusitzlichen Zwinggr8Ben und damit keine Auflagerkrédfte er-
zeugt. Das entsprechende Ergebnis erhdlt man fiir das Moment aus
Vorspannung, so daB also M, fiir Momentenbeanspruchung an dem dbe-
trachteten Tréager Null wird.

In Fig. be ist als Beispiel einer Beanspruchung in Léngsrich-
tung das Schwinden des Betons betrachtet worden, Wieder aus Glei-
chung (15) ergibt sich, daB My$ infolge Schwinden den dargestell-
ten Wert und Verlsuf annimmt,. gs ist unmittelbar zu erkennen, daf
diese Momentenfldche am Grundsystem unvertriglich mit dem Gesamt-
system ist. Fiir die Beanspruchung infolge der mittigen Normalkraft
auf den Beton aus Vorspannung ergibt sich eine entsprechende Aus-
sage. Die Grd3Be der Zwingung wird nach Gleichung (33) bestimmt.

Durchgefiihrte Vergleichsrechnungen fiir die zusdtzlichen Zwéng-
grofBen zeigen, daB auch bei iiblichen Spannbetontrédgern mit ge-
schwvungener Spanngliedfiihrung obige Aussagen qualitativ gliltig
bleiben. Da die Momente aus sténdiger Last und Vorspannung prak-
tisch immer entgegengesetzt wirken, kdnnen die nur bei verénderli-
cher Spanngliedfiihrung entstehenden geringen ZwénggrSBen aus Momen-
tenbeanspruchung in jedem Fall vernachléssigt werden.

Die Ergebnisse des Abschnittes L seien wie folgt zusammengefaBt:
Die Berechnung der Zwdngung wird getrenmnt durchgefiihrt fiir Be~

anspruchung durch Biegung und durch mittige Normalkraft auf den Be-

ton; die Wirkung der Vorspannung ist aufzuteilen in My v und Ny y.
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AW,

—t M T My : Moy

My, "l?‘_'bisz Hb‘y"l‘a‘Ea"‘;”Es
J,, =0 J” * a
laus M: M;,-OI LausNundE,: M;,#ﬂ[
a) System und Verlauf von M, b) My, infolge M, c) My, infolge €,

Fig. 4 Zwdéngung M;, am Durchlauftrdager

Aus Biegebeanspruchung treten bei den iiblichen Durchlauftrégern
keine zusétzlichen ZwinggrdéBen aus Xriechen auf; deshald ist es al-
so unzutreffend, die Anderung der Auflagerkrifte mit dem sogenann-
ten Spannkraftverlust zu berechnen.

Aus Normelkraftbeanspruchung und Schwinden erhdlt man dagegen
bei ausmittiger Anordnung der Bewehrung zusédtzliche ZwinggrbBen,
auch wenn die Durchlauftréger in Lingsrichtung zwéngungsfrei gela-
gert sind. Man kann diese zusidtzliche Zwingung infolge der behin-
derten Verdrehung innerhaldb des Querschnitts, die bei ausmittiger .
Bevehrung und mittiger Normalbeanspruchung entsteht, als Bruchteil
der Gesamtzwingung aus Vorspannung angeben., Dieser Bruchteil wird
beeinfluBt von dem Bewvehrungsgehalt des Querschnitts, der GrdBe der
einvirkenden Normslkraft und dem SchwindmaB. Da die Ausmittigkeit
der Bewehrung denselben EinfluR suf die zusédtzliche Zwingung wie
auf die Zwangung aus Vorspannung hat, treten bei konkordanter Spann-
gliedfiihrung keine Anderung der Auflagerkréfte auf.

Diese Ergebnisse lassen sich auch mechanisch ausdeuten:

Fiir Momentenbeanspruchung f&llt die Drucklinie der Umlagerungs-
groBen des Betons mit der Stahlzuglinie zusammen.

Fiir Normalkraftbeanspruchung und Schwinden ist die Drucklinie
der UmlagerungsgrdBen des Betons identisch mit der Drucklinie der
Vorspannung. Deshalb sind diese ZwinggrdB8en unmittelbar pr0port10—
nal der Zwingung aus Vorspannung,

Fiir die Berechnung der Umlagerungsgroﬁen von Stahlverbundtri-
gern mit groBem Stahltré&gheitsmoment sei auf [8] verwiesen.
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ZUSAMMENFASSUNG

Mit der linearen zeitabhingigen o.e- Beziehung des Betons aus (9) werden die
Umlagerungsgrossen und damit die Spannungsanderungen infolge Kriechen und
Schwinden fiir beliebig bewehrte Spannbetonquerschnitte explizit angegeben. Bei
statisch unbestimmten Spannbetontrigern konnen zusitzliche Zwingungen nur aus
Normalkraft und Schwinden entstehen, wihrend sie aus Biegung vernachldssigbar sind.
Mit der kurzen Formel (33) sind die zeitabhingigen Aenderungen der Auflagerkrifte
und Schnittgrossen zu bestimmen,

SUMMARY

The linear, time-dependent ¢-¢ relation for concrete presented in Ref. 9 is used
to determine the redistribution of internal actions and stresses as a result of creep
and shrinkage in prestressed concrete sections with an arbitrary arrangement of
reinforcement. Additional restraint forces in statically indeterminate prestressed con-
crete girders can only be produced by axial forces and shrinkage;those produced by
bending action are negligible., Equation 33 allows the time-varying support forces and
the internal actions to be determined.

RESUME

A 1'aide de la relation o linéaire du béton, en fonction du temps, voir (9), on
calcule explicitement les efforts de redistribution et les changements de contraintes
das au fluage et au retrait pour des sections de béton précontraint. Dans les poutres
hyperstatiques en béton précontraint, des efforts supplémentaires ne peuvent étre
provoqués que par un effort normal ou par le retrait, tandis que ceux venant de la
flexion sont négligeables. On détermine aisément les variations dans le temps des
réactions d'appuis et des efforts i 1'aide de la formule (33).
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1. INTRODUCTION

The construction of large pre-stressed concrete bridges
built by the free cantilever technique is normally carried out
in a series of repetative operations. The travelling carriages
move the shutters forward at each end of the cantilever, the
formwork positioned, and the concrete poured. As socon as the
concrete has gained sufficient strength these units are pre-
stressed, the cycle completed, and the carriages moved forward
again. This cycle is repeated for most of the bridge, and is
controlled in time by the construction program. The repetative
nature of the construction readily lends itself to analysis by
computer methods.

The extent of the bridge constructed, and the nature of its
support will change during building - a temporary prop being
used in various positions to take the out of balance moment.
During construction the internal forces are statically deter-
minate, while for final conditions they may well be indeterminate.

The behaviour of concrete is affected by shrinkage, creep
and Young's Modulus, and is therefore age and time dependent as
well as being affected by the previous stress history. These
effects are taken into account.

The program is designed in such a way as to evaluate loss of
pre-stress at each program stage and print the cumulated stresses
and vertical deflections at any section and any stage, both during
construction and after completion.

T - 1

1 _J

Fig 1

The computer program described was developed, for symmetrical
three span bridges as shown in Fig. 1, and has been used on the
Aire Bridge' - England, and the Kingston Bridge® - Scotland.

Because of symmetry only half the bridge is analysed.
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2. GENERAL PRINCIPLES

The program is built up from a series of routines. This is
helpful not only for the purpose of the organisation of the pro-
gram itself but also enables the program to be easily modified
to take into account the peculiarities of a particular bridge.

In dealing with the problem of creep the Principle of Super-
position of Strains® is adopted, creep being assumed to be line-
arly proportional to stress. All forces and deflexions are there-
fore dealt with on an incremental basis.

The cycle of construction is split into two parts:

(a) Pre-stressing and moving the carriages - always the even
program stage.

(b) Pouring of the two extreme concrete units, diaphragms or bal-
last ~ normally the odd program stage.,

There are several ways of solving this problem. In this pro-
gram it was decided to operate on each bridge section (i) through
all its stages (n) for 1<n<nt, rather than all sections through
each stage. The method Is perfectly valid while the structure
remains statically determinate, however when this is no longer
S0, the pre-stress losses together with the creep deflexions have
to be modified to conform with the new indeterminate boundary
conditions.

Fig 2

3. PROGRAM CONTROLS

3.1 Sections The bridge is split up into a series of con-
crete pours, the mid point of which is called a section (i) at
which bending moments and stresses are evaluated - see Fig. 2,
the extent of the completed half structure being defined in the
data by section limits iml and imr,

3.2 Extent of construction The extent of construction at
stage (n) is defined by routine LIMCON, ipl(n) and ipr(n) define
the section limits poured, and conversely np(i) defines the stage
at which section (i) is poured. The routine LIMCON is important
as it defines CYCLE LIMITS for other parts of the program.

3.3 Boundary conditions The stage and place of boundary
condition changes due to prop movement or the indeterminate
nature of the completed bridge, are defined early in the program,
as they affect the distribution of moments.

3.4 Concrete age Young's Modulus, shrinkage and creep are
all time dependent properties., Time is defined by the age of
the concrete-age (i,n). Routine AGECON generates this information
from data read in for age (0O,n) and age (i,nt). An example of
part of the generated data is shown in Table 1.

3.5 Section properties Values of area, section modulii,
second moment of area, position of centroid and eccentricity are
generated by routine SECPR from the vertical profile and cross
section data of the bridge.
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4, LOADING

External loading is in two forms: (a) that due to the self
weight of the concrete, ballast or surfacing, and (b) due to

Age of Concrete .(days)
Section (i) No
stage(n) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 0 0 0 o 0 o 0 o0 o 0O 0 o o
1 82 82 82 2 0 o 0 o0 o o o o o
2 84 84 84 4 o o o o o o o0 o o©
3 112 112 112 32 2 ©0 0 O © o o0 o o
4 114 114 114 34 4 0O 0 o0 o o o0 o o
5 129 129 129 49 19 2 0 0 O o 0 O©0 o
6 131 131 131 51 21 4 0 o o o o 0o 0
7 141 141 141 61 31 14 2 0 o ¢ o O o
8 143 143 143 63 33 16 4 o0 o ¢ o0 © o
9 151 151 151 71 4t 24 12 2 o 0O 0 0 o
10 153 153 153 73 43 26 14 4 o© 0o o o0 o
11 162 162 162 82 52 35 23 13 2 o o0 0 o
12 164 164 164 84 54 137 25 15 4 0O o0 ¢ o
13 173 173 173 93 63 46 34 24 13 2 0 0 o
14 175 175 175 95 65 48 136 26 15 4 0 0 0

Table I

the movement of the carriages. In case (a) the loads are applied
once in a given position while for (b) the same load is moved
along the superstructure. The bending moments in the statically
determinate condition is evaluated by routine CONCMTS, typical
input for which is shown in Table II.

Concrete self weight loading data
stage(n) W _(tonf) x (ft) W, (tonf) xl(ft)
1 275.1 15 261,1 -25
1 265.5 25 251.7 -35
3 256.9 35 240.7 -45
Table IT

The bending moments due to loads applied in the indeterminate

state e.g. for surfacing and finishes, are dealt with as above

but modified for continuity by routine CONMTS, using the flexi-
bility method of analysis. The moments due to the carriage move-
ments could have been evaluated using alternate loading and unload-
ing in one position followed by loading in the next position -
tedious. A special routine CARRMTS was therefore written. The
incremental bending moment due to external loading dmc(i,n) is
derived from either one or a combination of the above routines.

Bg. 27 Schiussbericht
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5. PRE-STRESSING

There are various ways of inputting this information depend-
ing on the layout of the pre-stress. In Kingston Bridge most of
the tendons are in the top flange of the box section, with rather
smaller numbers in the soffit slab at midspan and near the abut-
ments, none changing position from top to bottom or vice versa.
The cables lie close together and so an average eccentricity
could be assumed for evaluating the losses. Two routines are used
MAINBAR for the top and SOFBAR for the soffit bars. The data is
input for MAINBAR as shown in Table III.

Prestress bar data
stage(n) Jacking No. of Anchorage Position
Section Bars Section of Bars (in)
Y 4 5 -4 10
6 5 4 -5 10
6 5 2 4 10
Table III

The data is first used to generate and accumulate the number
of bars dnpt(i,n). The pre-stress moment dmpt(i,n) and dmps(i,n)
are then evaluated from a centroid distance generated by SECPR
and its position within the slab given by Column 5 in Table TIII.
The midspan soffit tendons are-stressed while the structure is
statically indeterminate, the continuity moments being then
obtained by CONMTS. It is assumed in all cases that the tendons
are grouted immediately after pre-stressing, so that there is no
need to average the losses over the length of the tendon.

6. MATERTIAL PROPERTIES

As for most bridges of this kind the time dependant properties
of the concrete were examined at the early stages of the contract.
Uniaxial compression tests on cylinders were carried out at various
stress levels and concrete ages, under controlled temperature and
humidity conditions. The results were used as a guide to form the
theoretical expressions used in the program.

6.1 Young's Modulus

ym(t)=mk(1)./(logy ,(1+logy o{t+1))) where t=age(i,n)

6.2 Shrinkage For shrinkage and creep two relationships
were used: (a) a logrithmie expression, giving rather high
long term values -

shrinkage strain(t)=(-mk(2)+mk(3).1l0og, o(t+1)) where t=age(i,n)
(b) an expression after Ross*

shrinkage strain(t)=mk(4).t./(mk(5)+mk(6).t)

The increment of shrinkage strain in the interval (n-1) to (n) is
given by

dshs=mk(4) .age(i,n) - mk(i4).age(i,n-1)
mk(5) + mkzéj.ageli,n) mk(6) + mk(6).age(i,n-1)

The loss of

The corresponding loss in steel stress - est.dshs.
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pre-stress moment for top tendons = mpt(n-1.est.dshs/po. - since
the increment of shrinkage effects all previously stressed tendons
by the same amount.

6.3 Creep of concrete The creep strain is assumed to be
linearly proportional to stress. At each stage the principle of
superposition of strains is used in conjunction with the stress
history to evaluate the incremental creep strain. Two separate
functions are used to define the creep behaviour.

(a) The ultimate specific creep, based on the age (t=age(i,m))

of the concrete when <ressed, and shown in Fig. 3a.

(b) The proportion of this creep which has taken place since
stressing, and shown in Fig. 3b.

The increment of specific creep in interval (n-1) to (n) is there-
fore given by

ddc= age(i,n)-age(i,m) - age(i,n-1)-age(i,m) eult

{mk(8)+age(i,n -age(i,m) mk(3d)+age(i,n-1)-age(i,m)

and the increment in creep strain at the level of the top tendons
due to the stress applied at stage (m) is ddc.dftt(m). The total
increment ofngieep strain due to the previous %Q?ding history is

dett = Z ddc.dftt(m) $ dcts = ; ddc.dfts(m)
t-np(i)+1 -np(i)+1

for top and soffit tendons respectively. The incremental loss
in pre-stress moment for top tendons at stage (n) due to creep
is given by
dmlcrt = est.dctt.mpt(n-1)
po

Apart from its effect on loss of pre-stress,creep also produces
a change of curvature which is independent of the direct stress.
This is taken into account by postulating an equivalent elastic
creep moment decm(i,n).

&

.8 [
3: 2\42'5 = v k(]! B
o fog, (t41) % B <
3 3
o e where T = Qgg(j)h)—qaz(i,m)
g $ b
E o
3 o
c.se al Rco&in‘g, chlo Ct“"‘) time T since 'e°'=d'.h9| da‘da

Fig3a Fig 3b

6.4 Relaxation in steel tendons An expression such as

dpr(n,m) = .01.log, o(mk(9).t+1)

is used to define fractional loss of pre-stress due to relaxation,
where t = age(i,n)-age(i,m). The fractional loss in the interval
(n-1) to (n) is dpr(n,m)-dpr(n-1,m), due to pre-stressing carried
out at stage (m). The incremental loss at stage (n) due to all
previous top pre-stressing bar is given by
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m=n-1

dmlrt = Z dmpt(i,m).(dpr(n,m)-dpr(n-1,m))
=np(i)+1

6.9 Priction losses The majority of tendons in the two
bridges examined followed the curvature of the top and bottom
slabs, consequently the main source of friction was wobble of the
ducts. The expression for the tendon stress is

-(mk(10) .x)
PX = po.€

The loss of pre-stress moment due to friction is given by

dmlft:dmpt(i,m).(1-e-mk(10)'x)
! 6.6 Losses The losses des-
Sequence of construction cribed above are evaluated in rou-
L“ﬁON tine LOSSES, and individual loss
Timing of construction moments and cumulative values.
sequence, :ge(i.n) - AGECON for top and soffit tendons may

[ be printed on call if required.

The effect of losses taking place
during the interval (n-1) to (n)
are applied to the structure with
the loading at stage (n).

|Section properties VANSP

dmc (i,n) for determinate
structure CONCMTS

dmc (i,n) for carriage

movements CARRMTS 7. PROGRAMMING

¥
dmc (i,n) for indeterminate A flow chart of the program
structure (;ONNTS is shown in Fig. 4. It is Split
No. prestress tendons dnpt (i,n) into four major sections.

and moment dmpt {i,n) MAINBAR Part 1 deals with the preparation
of program controls, incremental
bending moments, pre-stressing
forces and moments as previously
described.

Part 2 contains the routine LOSSES
and deals with the incremental
stresses due to moments and forces
in Part 1, at a given section

for each advancing stage. Pre-
stress losses are evaluated, and
stresses corrected and accumulated.
The equivalent creep moment is
stored. Losses and equivalent
creep moments are evaluated assum-
ing no interaction between secions.
A bending moment dm(i,n), is calcu-

Evaluate incremental stresses
due to moments § prestress

Evaluate loss in prestress
LOS%ES

ipl(n),1,ipr{n)}-

Correct incremental stress 4
moments for LOSSES

i

Print loss moments equivalent
creep moments, % loss in pre-—
stress in selected sections

~
-

Print,cumulative fibre stress,
top d soffit at all sections,
all stages ¢

—'Flznp(i) ,1, nt

Redistribution of loss moments lated which is the sum of all the

and equivalent creep moment moments, losses and equivalent
COTﬁSS creep moment to serve Part 4 in

Print out modified stresses and evaluating the deflexions. This

% loss to all sections at inde- bending moment will also be modi-

terminate itases fied in Part 3.

Evaluate incremental deflections Where the structure fina‘lly

appropriate to boundary condi- becomes statically indeterminate

:rilgn;;infvaﬁggzﬁ ruaning total the results of Part 2 are not valid.
. Part 3, which contains the routine
CONLOSS resolves this problem, deal-

ing with the re-distribution of
FLOW_CHART OF COMPUTER PROGRAM lose moments and equivalent creep

Fig &4 moments. A flow diagram of this
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v part of the program is shown in Fig.
5. It becomes effective at stage

Y

L Y A uALENT (nc) when the structure becomes con-
CREEP MOMENT decm (i,n) tinuous. At stage (n) the loss at
and Losses each section is scanned and routine
TR Vv CONMTS is applied to obtain the
corresponding continuity forces.
Indeterminate forces The consequential stresses are evalu-
= Y EGRpue CONMS ated at each section and added to
ol . those previously obtained. However
5 Y the presence of these consequential
] Effect of CONMTS on . .
i section (i) = decme (i,n)} Stresses will affect creep strains
at subsequent stages (m>n), so that
’ the loss of pre-stress due to creep
Modify stresses at stage]| and the equivalent creep moments
{n) due to decmc (i,n) previously calculated will be modi-
fied, assuming again that there is
v no interaction between section.
A Stresses now correct at It should be clearly understood
stage (n) that the previously calculated equi-
> valent creeep moments decm (i,n)
- themselves are only to be used to
A | | Modify decm (i,m) due determine creep deflection. However
| Lte decme (in) the equivalent creep moment distri-
& bution along the length of the bridge
£ will (using CONMTS) produce real
< continuity forces decmc (i,n) at
each stage (n), which will affect
ROUTINE CONLOSS the stresses at that stage. When
these stresses are added to those
Fig 5 previously obtained - the stresses

are then correct at stage (n). These
additional stresses will also affect the creep strains at later
stages. The process described in this paragraph is known as creep
re~distribution.

The program will have stored and will now have available a
total incremental moment dm (i,n) from which Part 4, (which includes
the routine DEFLN) evaluates the incremental deflections at all
sections, and prints out the accumulated deflections at each stage.
The deflections are available as absolute vertical values, and
also as relative to the 'attitude' of the superstructure.

The program was '‘'written in Atlas Autocode, and for the Kingston
bridge 44 sections and 47 stages were considered. The program
took some 9 minutes to run on the KDF 9 computer. The program now
is being rewritten in Fortran.

8. CONCLUSIONS

The program described has been successfully used on two major
bridges. It provides a useful tool for the designer who wishes
to examine the effect of various shapes of superstructure and
different layouts and stages of pre-stress. For the contractor
precambering details are easily obtained from the calculated deflec-
tion. Since the deflections are printed at each section and each
computer stage the deformation of the real structure may be com-
pared with that of the computer program model at each construction
stage.
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NOTATION

age(i,n) ‘age of concrete at section (i) and stage (n)

ddc increment of specific creep due to stress at given
age of concrete

dctt,dcts increment of creep strain at level of top and soffit
bars due to previous stress history

dshs increment of shrinkage strain

dpr fraction of tendon stress due to relaxation

dftt(m) increment of concrete stress at level of top tendon at
stage (m) due to direct and bending action

dmlcrt,dmlrt,dmlft, incremental loss of top pre-stress moment due

to creep, relaxation and friction respectively

decm(i,n) equivalent creep moment

decmc (i ,n) the continuity moment resulting from a distribution of
decm(i,n) to conform with new boundary conditions

dmc(i,n) incremental bending moment due to extermnal loading

dnpt(i,n),dmpt(i,n) incremental number of top bars and corres-

ponding pre-stress moment

dm(i,n) an incremental moment taking accomnt of all factors
producing deflexion

mpt(n) total of top pre-stress moment up to stage (n)

est Young's Modulus for steel bars

i section number, iml and imr defining the extreme
sections of completed bridge

ipl(n),ipr(n) section members defining extent of bridge

constructed at stage (n
mk(1)...(10) constants defining material behaviour

m,n,nc,nt construction stages, including continuity and final
stages

np(i) the stage at which the concrete for section (i) is
poured

po initial pre-stress on jacking

t time in days

ym(t) Young's Modulus of concrete at age (t) days

x distance along tendon from jacking end

SUMMARY

The paper describes a method of calculating the prestress losses, stresses,
and deflexions of large concrete bridges subject to creep re-distribution.

RESUME

La communication décrit une méthode pour calculer les pertes de précontrainte,
ainsi que les contraintes et les déformations de grands ponts en béton sujets a la
rédistribution par le fluage des moments fléchissants.

ZUSAMMENFASSUNG

Diese Arbeit behandelt ein Berechnungsverfahren zur Bestimmung der Vorspann-
verluste, Spannungen und Biegungen von grossen Betonbriicken, die der Kriechum-
teilung ausgesetzt sind.
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REinleitung

Vorgespannte und Verbundkonstrukf{ionen werden heute in Bau-
vesen in zahlreicher Formen angewendet,Die Erscheinungen des
Kriechens und Sohwindens des Beions spielen bei diesen Konstruk-
tionsarten eine besondere Rolle.

Im letztem Dezennium hat das Interesse fiir die Berechnung
von Trigern mit,in der Horizontalebene gelegener,gekrimmter Achse
zugenommen, Einer der Griinde dafiur ist die immer hiufigere Aus-
filhrung von Briicken mit gekriimmter Achse welche eine Folge der An-
passung der modernen Strassen an die Erfordernisse des Schnell-
verkehrs ist.

In konstruktiver Hinsicht gehiren diese Briicken fter in
den Bereich der diinnwandigen Triger.

Die Einfliisse des Kriechens und Schwindens haben bei St&-
ben mit gekriimmter Achse eine besondere Bedeutung,da neben der
Beanspruchung auf Biegung,die Torsionsbeanspruchung eine wesent-—
liche Rolle spielt,

« Der Einfluss des Figengewichtes des Trigers sowie die Wir-
kung der Vorspannung rufen bei dem Triger mit gekrllmmter Achse
ungtinstigere Beanspruchung hervor als bei dem Tréger mit gerader
Achse,

In diesem Beitrag werden die Einfliisse des Kriechens und
Schwindens des Betons auf den diinnwandigen Stab mit offenem
Querschnitt und mit in einer Ebene gelegener,gekriimmter Achse,
behandelt,

Der Querschnitt des Trigers setzt sich aus einem Beton~
und sus einem Stahlanteil zusammen,Der letztere kann die Beweh-
rung oder,im Falle des Verbundtrigers,der Querschnitt des Stahl-
anteiles sein,

Der hier vorgeschlagene Berechnungsvorgang kann als Ndhe-
rungslésung auch fir den diinnwandigen Tridger mit geschlossenem
Querschnittsprofil angewendet wefien,soferne die entsprechenden
Unterschiede im Verhalten gegeniiber der Torsionsbeanspruchung
Beriicksichtigung finden,
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2.Verformung des 8tabes

Die beliebig geformte Profilmittellinie ersetzen wir durch
einen Polygonzug,dessen Seitenlingen wir je nach der gewlinschten
Genauigkeit den krummlinigen Teilen derselben anpassen, '

In den Stabquerschnitt legen wir ein Kartesisches Koordinaten-
gystem & ¥ ,Den Koordinatemursprung e verlegen wir so damit die
folgenden Bedingungen befriedigt werden:

sfxz‘;,azseo @)
[3bds=0 @

vo Q durch den Ausdruck [2/) bestimnt ist,

und

Abb. 1 y
Die Achse & und die Stabachse ( Abb.18)mit dem Balbmesser R,
welche die Punkte € der Stabquerschnitte verbindet,liegen in einer
Ebene.Die lings der Stabachse gemessene Bogenlinge von einem vorher-
angenommenen Querschnitt aus ist durch die Koordinate £ bestimmt.

Ausser den Koordinaten X, X, Z wihlen wir auf der Mittelfliche

des Stabes ein System orthogonaler,krummliniger Koordinaten &,z, ,wo
S die Linge der Profilmittellinie des Querschnitts ist und Z, die
Lange des kreisformigen,mit der Stabachse konzentrischen Bogens auf
der Mittelflsche des Stabes.
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Den Abstand von der Mittelfliche in der Richiung der Normalen
bezeichnen wir mit € ,

Nach der Theorie des dinnwandigen Stabes mit offenem Profil,
fuhren wir die folgenden Voraussetzungen iiber die Verformung ein:

a/Dis Querschnittsform des Stabes bleéibt wihrenu der Verformung
unverindert, und

b/die Gleitverzerrung J;, in der Mittelfliche des Stabes wird
vernachldssigt,

Die verschiebungskomponenten ¥ und £ des beliebigen Punktes
der Mittelfldche in Richtungen X und % sind unter Beriicksichtigung
der Vorauesbzung a/ durch die folgenden Ausdriicke bestimmt:

F= 5 -(¥-Yo) P (%)
g = Pp +(X-Zp) P c4)
wo ¥, und 7p die Verschiebungen des Punktes 2 mit den Koordinaten
X, und §» ,und P die Verdrehung des Querschnitts um diesen Punkt,
Die Verschiebungskomponente # in Richtung der Tangente auf

der Stabachse wird auf @rund der Voraussetzung b/ nach [7J wie folgt
ausgedriickt:

we=glxr08[30-B)- Lz ] +(1-F)(6w-m) (%)

wO N+
't Db [ s
6'=pele | w "a/f/-fj"ds (€),(7)

und W, =M (x)die Verschiebung des Punktes C ist

Der Ausdruck (fj wird oft als spezifische Verwindung bezeichnet,
Die Grosse @ stellt die sektorielle Koordinate oder Einheitsverwdl-
bung des Stabes mit gekriimmter Achse dar,wobel 4_,, der Abstand der
Tengente an der Profilmittellinie vom Pol 2 ist.

Fdar einen 3tab mit schwach gekiimmber Achse ktnnen wir schreiben:

co-p/\sébds 2)
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iberfilhrt werden,wo

£y
bop = 575
GAf = r+ ig (17a-)

fm
ved Esch
A -
- é‘ ~ ¢
Die Werte 6; und Qstellen die Normalspannung und Schubspannung

fir f’"o dar,.

Wenn man die Spannungs~Verzerrungs-Bezishung des Betons nach
Trost [3] annimt,ergeben sich die folgenden Werte fur E.@md Vadk

%

- _& G
Eop = 3 fj°¢ > Gy = /+;3¢
w _(1=p)8 (%)
*£P

s _QA6(%) &
F = go b ~6o 4o

Y
wo  (vel.[37,c1.4),

ist.

Fir den Stahlanteil gelten die Beziehungen auf Grund des Hooke-—
schen Gestzes:

o = £Fa & (Y
Zsa = Ga s (29

5.Torsion des Stabes

Die Schnittkrédfte konnen wir,unter Benutzung der Gleichungen
(73D, (7%),(79)und (20) ,und der Ausdrticke £9) und [70) aurch
die Verschiebungsparameter #4 ¥ % ¥  ausdriicken,

,l

Durch Einsetzen dieser Werte in das Gleichungsystem ﬁ’zj kénnen
wir die Differentialgleichungen des Stabes erhalten

Der Einfachheit halber setzen wir voraus dass der Stahl iiber

die Wendstarke & symmetrisch angeordnet ist.Der Anteil der Stirke
welchen wir mit  bezeichnen wollen,stellt die,aitf Einheit der Pro-
filmittellinie bezogen Fliche der Bemdrung (siehe Abb.#8)oder,im
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N - -déf *Pr -53? =0

My - -+,eo.z tm,’ -'69

””[,+R)—//’l Lo E (M *T) #Py (72a-a)
+m 1+ %)~ ’”,f *E M =0

//wﬁle"&;'[’%'”%)*”’a*ma -0

wo }O%A, und P_g die Linienbelastungen in den Richtungen & & und
Zz ,und Mp, 7% My %, das Hussere verteilte Torsionsmoment,die Biege-
momente und das Bimoment sind.

4.,Béziehungen zwischen den Schnittkriften und Foiminderungen

Das visko-elastische Verhalten des Betons wird in der Weise dar-
gestellt,wie es von M.Djurié vorgeschlagen wird [2]

Die Spannungs—Verzerrung-Beziohung wird auf folgender Art aus-

gedriickt:
=z(—(6‘+f6'd¢)— Eak [73)
%= (% +/ 3 ) £7%)
wo — 5; Normalspannung fir den Betonanteil des Querschnitts
T:s 8V.Venantsche Schubspannung fr den Betonanteil des
Querschnitis

P = « P(¢) Kriechzahl
¢,., Grenzwert der Kriechzahl fir 'If"qu,
Esc4 Endschwindmass des Betons
E, Flastizitdtsmodul
6’6 Schubmodul
bedeuten.
Unter der Vorausstzung linearen Verinderlichkeit der Spannungen
mit der Zeit,kinnen die bestimmten Integrale auf den Rechten Seiten
der Gl_eichungan auf folgender Weise ausgedriickt werden:

/6-'# - 6~+ G:o ¢
/ s AP = .?_&szto #
wnd die Ausdricke (#3) und f”) in die Gleichungen
O = £4p (-8 ) = f= Cu o4
GGy % e T (o
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Mr die Dehnung in Zz-Richtung ergibt sich nach [ 7] :

£=;_Lx" gf;x*-?:g 47{-[5"(?"%)]}0 B
'y
- %0 - L&' (5 -gp) # W’ &

Wenn wir von der Kirchoff-Loveschen Hypothesge,welche charaktie-

ristisch fir die Theorie der diinnwandigen Schalen ist,ausgehen,er-
halten wir nach [1] fir die Gleitverzerrung J; susserhalb der Mittel-
flsiche den folgenden Ausdruck:

/
X =Z268e (70)
JeSchnittkrifte und Gleichgewichisbedingungen

Die Schnittkrifte des Stabes definieren wir wie folgt:
N= [6dF
ey =Ff(i;',.coso<—z;s sina ) dF
Qy = 4-/ ( Zzn Stnx +Ces COSR) AL/
- _J:def: (7 a~4)
M, - lé‘y AF
7 = .,{ L @n bnp T Cae (hpre)]AF
/M, = }[6‘[/— Z)w aF
7c =) Leear

wo 6 Normalspannung und &zg und zdie Schubspannungen sind.

Die ersten drei Ausdriicke sftellen Reihe nach die Normalkraft
und die Querkridfte des Querschnitts dar.Durch die Ausdriicke[ /{d-f)
gind die Biegemomente in bezug auf die Achsen Yy und X ,sowle dgs
Torsionsmoment in bezug auf den Punkt D bestimmt.Durch den Aus ~—
druck (/7g) ist das Bimoment Mo gegeben ,und die Grosse 7, stellt
das sog.3%,Venantsche Torsionsmoment dar.

&

Wenn wir die Gleichgewichtsbedingungen der,auf ein Element des
Stabes wirkenden Krifte aufstellen,erhalten wir nach [1] die folgen-
den Gleichungen: :
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Falle des Verbundtrigers,des Stahlanieiles dar
Setzen wvir
y-» La o
by= So2 4, + 2L dFy=lps, 5‘,’-/ ANC)
wo ¢ ein beliebiger konstanter Elagtizitdts modul ist.

Die Punkte D und & wihlen vir in der Weise damit die fol-
genden Bedingungen erfillt werden:

. Sxew hp =0
Sy A5 =0
Sl =0
Der Punkt 2 stellt den Schubmittelpunkt des Querschnitts aus homo-
genen Material mit der Wandstirke 1f¢

Die Ausdriicke fir dag Bimoment % und das St.Venantsche Tor-
sionsmoment Z; kdnnen wir jetzt in der folgenden Form anschrebben:

Mo =‘£.-t7ww5”—j‘/7m° "’Vw,sd (22
und

7;‘ 6 ‘e¢ "/" é.so (23)
WO :

‘/Q)dﬁ. ) /'/_“Aa-- E/waU-'

und
- 4/(/591@ ) 2 ete ) s
ist.

Die,mi% é bzw. @ bezelchnete Indegrale beziehen sich auf Beton—
bzw. Stahlabteil der Wandstirke,

Die Werte
)./ =%f b0 | T = 23/&2/ s €A

betrachten wir als bekannt und durch die Berechhung des elastischen
Stabes mit der Wandstérke ¥

& - f Ea
f/=‘/2.fde+fz.;—ﬂﬁ

s

und Torsionskonstante
erhalten.

Purch Einsetzen der Ausdriicke /ﬂ)und /Z3jin die Gleichung //25/
erhalten wir die Differentialgleichung der Torsion:

Lo Tows B /g& = 172+ /70
-2 "/V%) /‘(”mof‘zo) CZ)
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Die Gleichung /2y hat dieselbe Form wie die kRassische Gleichung der
Wolbkrafttorsion.Die Grissen

N = ’fé‘aaF

S

M, = d/kﬁyczﬁf

sind fiir den statisch bestimmten Triger bekannt.Ist dies nicht der
Fall,so erhalten wir die Losung der Aufgabe durch parallele Behand-

lung der Biegungs-und Axialbeanspruchung des Stabes.Bei den Trigern
mit gréosserem Krimmungsradiug kénnen die Grossen /Y und A%rwie fir
den geradeh Triger in Rechnung gesetzd werden,
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ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Beitrag werden die Grundlagen fiir die praktische Berechnung diinn-
wandiger Stibe mit gekriimmter Achse, unter Beriicksichtigung der Einfliisse des
Kriechens und Schwindens des Betons, gegeben. Diese Einfliisse haben bei Stdben
mit gekrimmter Achse eine besondere Bedeutung, da neben der Beanspruchung auf
Biegung, die Torsionsbeanspruchung eine wesentliche Rolle spielt.

SUMMARY

The paper deals with the analysis of thin-walled members curved in the
horizontal plane, taking into account the effects of concrete creep and shrinkage.
These effects are of particular importance in curved members, which are subjected
to torsion in addition to moment.

RESUME

Dans cet article, on présente une méthode pour le calcul des poutres 3 parois
minces avec axe courbe en tenant compte des effets du fluage et du retrait du béton.
Ces effets ont une influence particuliére pour les poutres a axe courbe, car, en
plus des contraintes de flexion, les contraintes de torsion jouent un rble
considérable,
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1) Aspects généraux du probléme

Nous allons examiner 1'évolution dans le temps de la distribution des ten-
sions et des déformations par effet de 1'élasticité,du retrait,de la relaxation
et de la température, d'abord dans le cas plus général d'une structure hypersta
tique composée d'éléments de matériaux divers rendus adhérents par stades succes
sifs, ensuite dans le cas particulier de ponts b8tis en encorbellement.

Etant donné le peu d'espace a4 disposition, nous sommes forcés d'omettre tout
passage analytique, le programme pour le computer et nombreux diagrammes.Nous re

stons a }a disposition de quiconque voudra nous demande¥ de plus amples rensei-
gnements.

Dans 1'exposé général nous allons considérer comme variables dans le temps
soit la géometrie d'une seule section (soudure d'éléments divers) (fig.l1l a),soit
la géometrie de la structure dans son ensemble {soudure de voussoirs divers)(fig
1 b),soit la configuration statique (introduction ou abolition de liens nouveaux)

2) Hypothéses et symboles

Bien que la théorie suivante soit valable en cas plus général,nous allons
traiter le cas d'une structure en béton armé précontraint & cfbles injectés a-—
prés mise en tension.

2.1) Géometrie de la section ( fig. 1 )

Une section générique S sera constitude dans le cas général de 1'union d'un
certain nombre d'éléments ''rigides a4 la flexion" en béton (Si) et d'éléments qui
"n'ont pas de rigidité a4 la flexion", voir les cfibles de précontrainte (fl1egji) et
1'acier ordinaire {Ag,i) (en indiquant par ei 1'excentricité de 1'élément {l ou A
4 partir de 1'axe de barycentre de 1'élémemt S; qui les contient ).

Nous allons indiquer en outre
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— S -
(element - /Nﬂjm:

d Voussorr o .
9¢n¢,-,9y¢) et M / - /// ‘-—Ntl

S EETTING

\\\\\\ N =— Ney
R Moy
(elemant (a.c,cr -5t So—J
prt.ncfpa,/ J prccanfm,,.f)
a). Coupa transversale b).Coupe lengitudinale  c).Forces sur un
—Fig. 1 — elemant S, et S¢
So aire de la section transversale du premier élément mis en oeuvre (élément

principal )
yi : ordonnée d'une fibre générique i partir du barycenmtre de 1'élément Sj
X : abscisse d'une section S
gi(x,y,e); gi(x,y); gi(x) : rapport entre la tension dans la fibre et la sollici
tation qui la produit(respectivement pression-flexion,flexion, effort normal).

2.2) Forces agissant sur 1l'élément principal S {( fig. 1 ¢ )
o

Forces connues (moments M, effort normal N ) (1)

*

Ne , ﬁc : dues aux charges extérieures
fNe;] (2): dues 3 la mise en tension d'un cible '

Forces inconnues
- : . £ -
ka’ Mxk dues aux réactions hyperstatiques Xj, aux lians extérieurs

Y

Noj» MOJ dues a l'action mutuelle entre les €léments S, et Sj

Neo : due a
Nep © due 3
eo @ 4Que a

l'action mutuelle entre les éléments S, et n.el
l'action mutuelle entre les éléments S, et Aoy

2.3) Forces agissant sur les autreséléments

I1 s aglt unlquement d'actions mutuelles transmises entre elements contlgus
(par ex. fNel] NlJ, M13: Ngi N;1 agissent sur S;; dans ﬂ ; ona [NBI} . Ne1 :
dans Aei on a Ngi

2.4) Caractéristiques des temps

-t : instant générique pendant lequel on examine le phénoméne
tj : instant de coulée d'un élément Sj ou de mise en tension de 1'élément I g4
T : instant d'application d'une variation de sollicitation,

2.5) Déformations

~

Les déformations sont dues a

(1) Nous allons indiquer par un point les dérivées par rapport au temps,

(2) Imaginons que la mise en tension.ﬁeo soit faite dans un temps trés limité
mais fini afin qu'il y soit la dérivée Neo . Les parenthéses indiquent que
ce terme existe seulement au moment de la mise en tension.
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- 1'élasticité: nous allons adopter le module d'élasticité constant E, pour 1'a-
cier, et variables dans le temps E(T, tj ) pour le béton ~

- le fluage : nous allons considérer le '"fluage linéaire' pour le béton sur la ba
se des derniéres "Récommandations du Comité Euroéen du Béton" en adoptant une
expression

e =T (1,10 dT

étant E(28) le module d'élasticité i 28 jours et(?(t,ti,t) une fonction du temps
qui dépend des conditions climatiques, Age du béton lors de la mise en charge,é-
paisseur fictive de la piéce, température, composition du béton. Pour l'acier de
prétension les phénoménes de viscosité sont représentés dans le cas de "déforma-
tion libre'" suivant 1'expression £ (t) = §7Ea .R(8).r(t,ti), en indiquant par
r(t,t;) la fonction de relaxation dans le temps, § la tension initiale du cible,
R(6) une fonction de la tension initiale prise égale 4 zero pour &% 0F Goz

- retrait dans le béton:toujours suivant les Récommandations du C.E.B. on prend

EQFE Q(t ti), ol &, répresente la déformation & temps infini etQ (t,tj) wune
fonction du temps dépendant des paramétres analogues & ceux du fluage

- température: tout en étant presque égaux les coéfficients de dilatation du bé -
ton et de 1'acier - si la loi de distribution des températures dans la section
n'est pas linéaire - on a, outre que des réactions hyperstatiques aux liens exté
rieurs, meme des actions mutuelles inconnues entre fibre et fibre, telles & as-
surer la conservation des sections planes. S5i la section est partagée en él1é -
ments Sj; de hauteur suffisamment petite(Dou pourra considérer dans chaque éle-

ment une température moyenne: on considére donc une déformation €(t) -atw

3) Expressions générales des déformations

Comme nous avons déja dit la déformation dépend des forces indiquées dans les
paragraphes 2.2), 2.3) et des phénoménes indiqués au paragraphe 2.5).

En cas général on parvient aux expressions suivantes

3.1) Variation de déformation longitudinale, & 1'instant t, dans une fibre en po
sition y de 1'élément Se

Xy, = Eau Ne(hx) . (T, P : o
E(uynti= € Q(t,to)+_¢_(.:__ ggx.y,e)+j TG(E’E)“ Saf?‘,)’,e)?(t,to,'C)d‘MZe”"(":"J*'NeC‘?")i, GLry,e) +

Ne (T, % &
/% e( ax()zﬁ)N“( %), go(xy5¢): o(tto,T)dT +[ZGNE—E"[%.90[X,3@@)_]+ {o zeN ézcg ét)J Gol2Y,0)-

.q')(r'};,,‘z)d'c.;.z Nol(H) Qa(x’Y:e')"_'/ Z Not(’C x) QoA )@)- ‘].J(t,t-;[)dt"'z _ﬂ_t;,_x_

E(28) i"E, (t,b)
uot ('C XJ - N t i
) [ 2, 00 04 405,004 + 5 Sgale). 010 'S, Vot

* Go(%,%,@) - @ (b,bs,T) T + & T(X,3,1)

3.2) Variation de déformation longitudinale,a

é(x,t)=—%%%— Ne*“")] _Ei%!fll R(Ne.i) - r(rtc,)mT(x t)

1'instant t, dans un c8bleflgj

(1) : On tient compte seulement de la variation de température dans la hauteur
de la section et non dans la largeur.

Bg. 28 Schlussbericht
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3.3) Les variations de déformations dans les éléments S; et A,y sont respective-
ment analogue & la surnommée (3.1) sans les valeurs relatives aux forces exté -
rieures et aux réactions hyperstatiques et & la (3.2) sans la valeur relative &
la relaxation.

3.4) Les expressions des variations de courbure d'un élément S; peuvent &tre obte
nues directement suivant 1'hypothése de conservation des sections planes selon
1'expression

eyt QECOYE) € (XY, ~E(xYig,t)
(x,f)= M__ 2 Yi1» PAT D)
X ’) ay it = Yig
4) Solution du probléme

Le probléme a été resolu suivant la méthode des forces qui exige deux ty-
pes d'équations de congruance:
a) Equations de congruance ''locale” qui expriment, section par section, 1'égalité

des variations des déformations unitaires £ entre toutes les fibres contigues

qui font partie de deux éléments divers, aussi que 1l'égalité des variations de
cOurbure.i . Au cas ou 1'un ou bien les éléments voisins les deux soient dépour-
vus de rigidité a la flexion (par ex,les clbles de précontrainte et les aciers
ordinaires)il faut imposer seulement 1'égalité des.é correspondants,

Il en résulte un systéme du type:

ai(X,Yi;,f)=é,CX,y,i,f) -~ i #3 1i,J=1,2,3... congruence des déformations entre
. ) les éléments Sj et Sy
@nq gix,e,t) =E,;0,b) — congruence des déformations entre les éléments Sji et
les f) _;, Ag; correspondantes.

j{i(x,l-) = %y (x.t) —» congruence des courbures entre les éléments Si , Sy

b) Equations de congruance "globale' exprimant la compatibilité avec les liens e
xtérieurs' et qui fournissent,dans le cas ou ces derniers ne présentent aucune
déformation, un systéme du type

ék(#x,t) =Li0‘.l’) M;((x) dx =0
*x (est) =j;:i(x,t) MpO)dx =0

étant Mé, ME les moments dfts respectivement a une force et & une couple unitai-
res appliqdés au lien K,sur la structure rendue isostatique.

(4.2)

4.1) Le systéme constitué des équations (4.1) plus (4.2) permettrait de resoudre,

dans certaines conditions, "d'un point de vue théorique', le probléme four-
nissant pour chaque valeur de 1l'abscisse x et de temps t, les valeurs des varia-
tions des efforts dans les cfbles (Ngj) et dans 1l'acier ordinaire (Ngi), des ré-
actions mutuelles (Nij,M;j;) et des reéactions hyperstatiques (Xy).La solution ef
fective du systéme d'équations intégro-différentielles (4,1) plus (4.2) est pour
tant pratiquement impossible;ainsi le systéme a été rapporté aux différences fi-
nies et résolu par 1'emploi d'un computer (1)

5) Ponts en encorbellement

Le systéme de construction est assez connu pour en souligner les moyen d'é-
xecution. La fig.2 montre les phases d'exécution d'un pont,actuellement en con-
struction, auquel on a appliqué la méthode ci-dessus exposée; naturellement dans
ce cas-ci on a un seul élément de béton S et plusieuns &lémentsfle , A, (fig.1);
(1) Le programme a été préparé avec la collaboration de 1'ing.Giuseppe Pedretti
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—consiruclion de la pile et du lablier nécessaire
pour le monlage du cofrage roulant.

- roulant, belon du
pre"mer vOussoir m?emme :n temlonngtgse cibles .

—monl’uge du deuxieme cofirage roulant,
noge et préconirainie des voussoirs succe

—fin de la consiruclion des canlilevers Aet B

~démonlage des roulanis , mise en lension
des cdbles dans la sem inférieur du canlilever A
et appui sur la culée correspondanta-

_rolle

~fin dela eunl’mchon des canlileyers C et D,
soudure ou mu qavec resine epoxy et mise
en lension des cdbles de conlinuife -

- démonloge du lant emplayé
la \ho‘.lg:n au miliey exr:uc:l:m du nv&mt
roulier_

canTaveR A ! CAHTILI\‘!;B. B I

CANTILEVER C . canTiLever D

-Fig. 2—
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: 3

se réduit donc seulement & des équations d'égalité des dé

~

formations (t), et la "congruence globale" & des équations d'égalité des fléches

la "congruance locale’

et des rotations relatives dans la clé du pent. Le programme réalisé en language
Fortran pour le computer UNIVAC du Centre de calcul de 1l'Université de Rome four
nit directement, outre que les valeurs des actions mutuelles, des chfites de ten-
sion dans les cfbles et des réactions hyperstatiques, les valeurs des tensions et
des fléches aussi. La valeur des fléches & temps infini répresente les modifica-
tions 4 faire &4 1'instant de la construction de chaque voussoir pour aboutir au
niveau prévu dans le projet; pourtant le coffrage roulant supporte en effet des
déformations produites par le bétonnage du voussoir pris en considération.Il faut

donc tenir compte méme de ce terme,

6) Résultats numériques

Quelques résultats numériques sont illustrés dans les figures suivantes:

- figure 3 : montre les déformations des voussoirs n®4,8,12,concernant les canti-
levers centraux B et C. I1 faut se rappeler que la construction du cantilever C
est successive 4 la construction du cantilever B (cfr.fig.2).Pour chaque vous-
soir on a calculé quatre déformées différentes comme est-il indiqué dans la fi
gure n.3 elle méme.

~ figure 4 : on montre la déformée de la structure dans son ensemble dans les in-
stants plus significatifs,dépuis fin construction des cantilevers jusqu'au
temps théorique infini; ce dernier répresente a4 moins de la déformation du cof
frage roulant, les contre-fléches & donner au moment du bétonnage.

- figure 5 : montre les diagrammes des moments dfts aux différentes conditions de
charge et les diagrammes résultants, en tenant compte du seul effet élastique
et de 1l'effet total.

7y Coneclusions

Dans le pont en objet les moments de précontrainte sont supérieure a4 ceux du
poids propre: ceci comporte que tandis que la relaxation et le retrait provoquent
des fléches tournées vers le bas, le fluage comporte des fléches vers le haut.On
ne peut pas donc établir & 1'avance,en général,si les déformations différées se-
ront positives ou négatives, sauf savoir: dans les petites portées le moment de
précontrainte est plus grand que le ppids propre {(donc les fléches de fluage se-
ront vers le haut) tandis que dans les grandes portées vaut le contraire(les dé-
formations complessives différées seront donc sOrement vers le bas et beaucoup
plus grandes), Dans la prévision des contre-fléches est trés important 1l'effet
des déformations vers le haut dues au démontage des coffrages roulants et & la mi
se en tension des cfbles de continuité (figg.3,4);il faut donc tenir compte que
souvent, comme il arrive dans le cas en examen,est-il necéssaire d'imposer, al'n
stant du bétonnage, des contre-fléches tournées vers le bas et non vers le haut,
comme pourrait-il paraitre plus logique.

Pour ce gui concerne les moments valent des considérations pareilles: n'est-
il pas toujours vrai que les phénoménes différés comportent un rehaussement de
la fondamentale des diagrammes des moments résultants. Pour avoir des renseigne-
ments plus adhérents & la réalité & 1'égard des coéfficients et des fonctions du
fluage, du retrait, de la relaxation et de 1'influence de la température, on est
en train d'effectuer des essais sur le pont en question illustré dans la fig.2,
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et sur des éléments isolés en béton et acier.

Rome - Istituto di Scienza delle Costruzioni - Cattedra di Costruzione di Ponti.

RESUME

On a examiné 1'évolution dans le temps de la distribution des tensions et des
déformations dans les structures composées d'éléments rendus adhérents par stades
successifs.

Le probléme a été resolu i 1'aide d'un computer selon la méthode des forces.
Quelques diagrammes illustrent des résultats numériques relatifs 4 un pont bati en
encorbellement.

ZUSAMMENFASSUNG

Es wird die Entwicklung der Spannungs- und Verformungsverteilung im Ver-
laufe der Zeit an Bauwerken gepriift, die aus hintereinander angehafteten Teilen zu-
sammengesetzt sind,

Das Problem wurde mit der Kriftemethode durch einen Elektronenrechner ge-
16st; einige Diagramme zeigen die numerischen Ergebnisse bei einer Freivor-
baubriicke aus vorgespanntem Beton.

SUMMARY

A study was made of the time-varying distributions of stress and strain in
structures built from successively assembled prestressed elements. An analysis
was carried out using a computer program based on the force method.

Some of the results, obtained from a worked example for a cantilever built
bridge, are presented in diagrammatic form.



Zur Frage der néherungsweisen Ermittlung von ZwangsschnittgréRen
Approximated Computation Method of Restraint Forces

Calcul approximatif des hyperstatiques dues aux déplacements d’appuis

KARL KORDINA
Braunschweig
Deutschland

1. Einleitung und Aufgabenstellung

Im modernen Spannbetonbrilckenbau ist die Berilcksichtigung von
Zwangwirkungen selbstverstdndlich. Die Auswirkungen von behinderten
Temperatur-oder Schwindverformungen und von Setzungsdifferenzen be-
nachbarter Widerlager werden rechnerisch verfolgt und bei Bemessung
und Bewehrungsfi{lhrung berticksichtigt. Im Hoch-und Industriebau hin-
gegen wurden bisher Zwangwirkungen vielfach vernachl#ssigt, obwohl
in einer Vielzahl von Schadensfillen vor allem der Gebrauchswert die-
ser Bauwerke beeintrichtigt wurde. Der Grund hierfiilr scheint darin
zu liegen, daR die wirklichkeitsnahe Ermittlung der Zwangschnittgrd-
Ben bei Stahlbetonbauten infolge der ungleichmifigen Steifigkeitsin-
derungen durch die Rigbildung langwierig ist und Uber die Berlicksich-
tigung von Zwangschnittgrélen bei der Bemessung vielfach Unklarheit
besteht: Zwangwirkungen werden ja bei Ann&herung an den Erschépfungs-
zustand abgemindert, wihrend Lastschnittgréfen stets voll aufzuneh-
men sind, - allenfalls umgelagert werden. Die Mb&glichkeit, Zwang-
schnittgrdfen wie Lastschnittgréfen mit Querschnittswerten nach Zu-~
stand I zu ermitteln und bei der Bemessung in gleicher Weise zu be-
riicksichtigen, fihrt zu so offensichtlich unwirtschaftlichen Ldsun-
gen, daf man das andere Extrem bevorzugte und Zwangwirkungen viel-
fach vernachlissigte.

In der vorliegenden Studie werden vereinfachte Berechnungsverfah-
ren zur Ermittlung von Zwangschnittgrdéfen in Stahlbetonbauwerken des
Hoch-und Industriebaues angegeben und wird die Beriicksichtigung von
Zwangschnittgrdfen bei der Bemessung diskutiert. Veranlaft wurde die-
se Arbeit durch die Neufassung von DIN 1045 - Bemessung von Stahlbe-
tonbauteilen - wo fir bestimmte F#lle die Erfassung der Zwangschnitt-
gréfen gefordert wird.

Zwangschnittgrdfen beeinflussen vor allem den Gebrauchszustand
von Massivbauwerken, dagegen in geringerem MafRe deren Standsicher-
heit. Die Vernachlidssigung von ZwangschnittgréfRen bei der Bemessung
macht sich vqrzugsweise bemerkbar durch unerwinschte Risse, die zu
einer Beeintrichtigung der Nutzung des Bauwerks - z.B, Undichtigkeit
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von Behiltern - , zu einer Schmilerung der Dauerhaftigkeit infolge-
erhdhter Korrosionsgefahren und zu Schdnheitsfehlern - etwa bei
Sichtbetonflichen - filhren kénnen. Eine Beeintrichtigung der Stand-
sicherheit durch Nichtberiicksichtigung von Zwangschnittgrdfen wird
dagegen selten beobachtet, weil Zwangschnittgrdfen bei Anniherung
an den Erschépfungszustand im untersuchten Bauteil infolge der dann
gegebenen h&heren Verformbarkeit in der Regel abgebaut werden. Bel
der rechnerischen Behandlung von Zwangschnittgr&fen geht man daher
im allgemeinen vom Gebrauchszustand aus; dies ist bei der Bemessung
Zu beachten, weil neuere Bemessungsverfahren meist auf den Erschdp-
fungszustand abstellen.

2. Zwangschnittgrtfen im rissefreien Bauwerk

In diesem Falle erfolgt die Berechnung simtlicher Schnittgr&fen
nach Zustand I; um eine hinreichend hohe Sicherheit gegeniber uner-
wilnschter Rigbildung zu erhalten, ist normalerweise Vorspannung er-
forderlich. Die Ver#dnderung der Zwangschnittgrdfen durch Kriechen
ist zu beachten; bei der Bemessung sind die Zwangschnittgrdfen den
gleichzeitig wirkenden Lastschnittgr¥fen zu iliberlagern. Uberlegungen
dieser Art sind fiir den Entwurf von Brilickeniiberbauten oder Behdltern
aus Spannbeton kennzeichnend. Die Betonzugfestigkeiten bzw. Biege-
zugfestigkeiten dlirfen nicht ilberschritten werden; die nach Zustand I
ermittelten und fir die Analyse des statisch unbestimmten Systems be-
ndtigten Biegesteifigkeiten diirfen nicht abgemindert werden.

Die Berechnung der Zwangschnittgr®fen erfolgt somit unter Anwen-
dung der auch filr die Ermittlung der Lastschnittgrtfen benutzten
Grundlagen und bedarf keiner weiteren Erl#uterung. Es erscheint aber
statthaft, die Zwangschnittgréfen bei der Bemessung gegenilber den
Lastschnittgr$fen mit geringerem Gewicht zu berilcksichtigen, was bis-
her vielfach bauaufsichtlich nicht zugestanden wird.

Wird von einer Aufspaltung der gebr#duchlichen globalen Sicher-
heitsbe%werte Gebrauch gemacht, wurden folgende Ansfitze empfohlen
[1,2,3,4]:

Lastschnitt- Zwangschnitt-
grofen grélen
Unsicherheit der Last 1,15 1,00
" der Lastermittlung 1,15 1,15
Unsicherheit der Baustoffgiite 1,10 1410

" " Bauausfiihrung 1,20 1,20

Gesamt~-Sicherheitsbeiwert 1,75 1,50
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3. Zwangschnittgréffen bei mipRiger Rifbildung -
Normalfall filr Stahlbetonbauwerke

3.1 Umfang der Untersuchungen

In diesem Falle sollte das fir die Ermittlung der Lastschnitt-
gréfen benutzte Rechenverfahren méglichst auch fiir die Bestim-
mung der Zwangschnittgrdfen angewendet werden kdnnen, trotzdem
aber den steifigkeitsmindernden EinfluB der RiRbildung beriicksich-~
tigen. Dies wird erm8glicht, wenn es gelingt, jeweils fiir einzel-
ne Tragwerksteile Abminderungsbeiwerte der Steifigkeiten anzuge-
ben. Dieser Versuch scheint aussichtsreich zu sein, weil sich die
hier mafgebende Verdrehung der Endquerschnitte aus einer Integra-
tion {lber die gesamte Bauteilllinge ergibt, wobei die stark unter-
schiedlichen Verkriimmungen der Einzelquerschnitte ausgeglichen
werden.

Um die M8glichkeit dieser Ldsung zu tiberpriifen, wurden eini-
ge typische Beanspruchungszustinde und Bauteile ausgew#hlt und im
Hinblick auf die Auswirkungen eines Zwanges studiert. Als Zwang-
wirkungen wurden Temperaturgradienten eingesetzt, wobei in getrenn-
ten Untersuchungen von einer Erw8rmung der Bauteilunter- bzw.
-oberseite ausgegangen wurde. AuBerdem wurden die Auswirkungen von
Setzungsdifferenzen studiert. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen
k8nnen auch dazu herangezogen werden, den EinfluR von Schwindver-
formungen grofer Flachdecken auf die Biegemomente in den zugeh®ri-
gen Stiltzen abzusch#tzen, wobei der Lastfall Biegung mit Achsdruck
zugrunde zu legen wére.

Die vorliegende Untersuchung erstreckt sich auf Rechteckbal-
ken und Plattenbalken mit konstantem Querschnitt, wobei {iberwie-
gend beidseitige starre Einspannung vorausgesetzt wurde. Weil das
Superpositionsgesetz nicht gilt, muBte eine gleichzeitig wirkende
duRere Last vorgegeben werden; als Lastschnittgr8fe wurde jeweils
ein Moment aus gleichmipig verteilter Last und - in einer ausge-
widhlten Anzahl von Fillen - eine zus#tzliche Lingsdruck- oder
Lingszugkraft eingeflihrt.

3.2 Rechengrundlagen und Rechengang

, Als Rechengrundlagen dienten eine parabelf®rmige, nichtlinea-
re Spannungsdehnungslinie des Betons fir Kurzzeitbelastung sowie
eine bilineare Spannungsdehnungslinie filr Betonstahl (Bild 1).

Es wurde Beton mit einem Mittelwert der Wiirfeldruckfestigkeit wvon
300 kp/cm? sowie Betonstahl mit einer FlieBgrenze von 4200 kp/cm?
vorausgesetzt. Die Mitwirkung des Betons auf Zug wurde nur bis
zum Erreichen einer von der Art der Beanspruchung abhingigen Rand-~
spannung angenommen; nach Eintritt einer Rigbildung wurde der
Beton zwischen den Rissen als nicht mitwirkend angesehen.



444 It — ZUR FRAGE DER NAHERUNGSWEISEN ERMITTLUNG VON ZWANGSSCHNITTGROSSEN

-8} o)
085 B +°4 ', Bs = #200 pjem?
| SN B =095 152 |
o —_ | =¥2,5 k em? !
! I =05018 1BSt 42/50
BW"' 3:00 ”P/C”Jfa /32 =225 kpv/vcmz E
| | |
- L ) | _
. 22 35 -E% -& 2,0 "+E Yo
1+6 V.6
Bild 1

Die untersuchten Querschnittsformen sind in Bild 2 wiedergegeben.
Die Bewehrung der Ober-bzw. Unterseite der Balken wurde zwi-
schen den Einspannquerschnitten und den Momentennullpunkten je-
weils als konstant vorausgesetzt. Dies dlirfte eine gegenilber der
gebriduchlichen Bewehrungsfilhrung (Staffelung der Stiitz-und Feld-
bewehrung, aber Weiterfithren eines Bewehrungsteiles iber die
Momentennullpunkte hinaus) vertretbare Niherung darstellen. Das
Verhiltnis zwischen Stitz-und Feldbewehrung wurde variiert. In
einigen Sonderfi#llen und bei Biegung mit Lingskraft wurde auf

beiden Balkenseiten eine durchgehende oder gestaffelte Bewehrung
vorausgesetzt.
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Bild 3 zeigt schematisch die untersuchten Zwangwirkungen und
Lagerungsbedingungen?:

-AT
Temperaturgradienten: [2>> <<:] aT = 15, 20, 25°C
+4T
Setzungsdifferenzen: As = L/300; L/500; L/1000

bei d/L = 1/20

Statische Systeme: % +AT

R 2
Bild 3 T +

Das Ziel der vorliegenden Studie ist, Beiwerte zu ermit-
teln, die in Verfahren der Elastizitidtstheorie zur Ermittlung
von Zwangschnittgréfen eingefilhrt werden kdnnen, um wirklich-
keitsnahe Ergebnisse herbeizufilhren. L&sungen auf der Grundlage
der Elastizititstheorie legen i.d.R. Zustand I zugrunde, weswe-
gen die gesuchten Beiwerte als Verhdltnis ¢ = (E-J)w/(b-Jb) aus-
gedrtickt wurden, wobei der Index w "wirksam"
bedeuten so0ll. Ein Beispiel soll dies erliutern:

Berechnung eines Zwangmomentes Mz infolge eines Temperaturgradien-

ten nach E-Theorie:
' ,

Hierin istjf'ein von den Lagerungsbedingungen der Stabenden ab-
héngiger Wert, der beispielsweise beim beiderseits starr einge-
spannten Balken zu 1,0 wird.

Mit Hilfe der zu ermittelnden Beiwerte ¢ ergibt sich hingegen
fir Zustand II:

AT(ET)
Ml o BAL S - e

Der Beiwert ¢ reduziert somit die Biegesteifigkeit des unge-
rissenen Betonquerschnitts (E,_-J. ) auf den fir den betrachteten
Lastfall bzw. Zwang mafgebendén ﬁert (E-J)w.

In Bild 4 sind die wichtigsten Ergebnisse fir einen der unter-
Suchten Bewehrungsgehalte dargestellt. Das bezogene Moment Mgty =
M/b-h?.Bn entspricht dem Stiitzmoment aus &uBerer lLast g, nach Ela-
stizititstheorie fiilr Zustand I ermittelt (vergl. Bild 3, beider-
seitige Einspannung). Als Betongiite wurde die 5%-Fraktile der Wiir-~
felfestigkeit Bn eingefilhrt, hier 250 kp/cm?. Die Ordinatenwerte c
entsprechen jedoch den Steifigkeitsverhdltnissen im oben angedeu-
teten Sinne, die sich bei zusitzlicher Wirkung des untersuchten
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Zwangmomentes einstellen. Aus diesem Grunde reichen die Kurven
c = f(m sm,, ) nicht bis my heran. (mU = bezogenes Bruchmoment).

e I
(Eb Jp)

!
M = Hst 215 %, ff—-—: ;_é
i /tL = MF =08'/. /; == = J' C
T MMz (425°) 20,039 [
r
10 — l R‘ Mst.q '
T2 | '
v\_\ i
AS=1/1000 ) Mz (+25°)=-0,015
\ : —wl
| e $ r |
| i
05 R e e T
| T
m=my/175 : my
Bild 4
005 0,10 0,15 0,20 msy g

Der flache Verlauf von ¢ = f(m ,mz) im Bereich der Gebrauchs-
beanspruchung 148t die vorteilhafte? Tatsache erkennen, daf c
bei ilberwiegenden Lastschnittgrdfen von m_ nur sehr wenig abhingt.
Das bezogene Zwdngungsmoment m vertindertdsich im Beispiel von
Bild 4 bei + AT = 250C & insgesamt nur von m_ = 0,039 fiir

my * 0 auf m, = 0,015 fir mqafmU. Die Ver#nderung der Beiwerte c

in Abh8ngigkeit von Bewehrungsgrad und -verteilung auf Stiitz-und
Feldbereich ist ebenfalls nicht erheblich, weswegen eine Neuberech-
nung der Zwangschnittgrdfen im Falle einer zu ihrer Abdeckung erfor-
derlichen nachtriglichen Bewehrungsverstirkung und der damit verbun-
denen SteifigkeitserhBhung in der Regel unterbleiben kann.

Die Bilder 5 und 6 zeigen eine Zusammenfassung der Ergebnisse,
bezogen auf Rechteckbalken bzw. Plattenbalkenquerschnitte unter
Biegebeanspruchung und gleichzeitiger Zwangeinwirkung. Zu beachten
ist, daB in diesen Bildern Angaben fir die Werte ¢ im Gebrauchszu-
stand (m = m;/1,75) und fir den Erschdpfungszustand enthalten sind.

Bel kleinen Bewehrungsgehalten ergeben sich je nach Art der
Zwangwirkung teilweise sehr unterschiedliche Werte ¢, wodurch die
Angabe eines einheitlichen Beiwerts erschwert wird. Zwangschnittgr®$fen
hangen aber entscheidend von der Belastungsgeschichte ab; ihre Hdhe
wird weitgehend von der gr8ften vorangegangenen Beanspruchung des
Bauteils bestimmt. Die vorliegenden Rechenergebnisse setzen gleich-
zeitiges Auftreten von Last und Zwang voraus; geht die Belastung dem
Zwang zeitlich voraus, werden vor allem die vergleichsweise hohen
Werte ¢ in diesem Bereich abgemindert, was der angestrebten Vereinfa-
chung zugute kommt.

Einige Ergebnisse wie in den Bildern 5 und 6 gezeigt, wurden
auch flir die Beanspruchungszustinde Biegung mit Lingsdruck bzw.
Lingszug erarbeitet.
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3.3 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die rechnerischen Untersuchungen sind begreiflicherweise
sehr umfangreich und noch nicht abgeschlossen. Schon jetzt 148t
sich aber sagen, daR flr die ilberwiegende Zahl {lblicher Fille des
Hoch~und Industriebaues die Angabe einheitlicher Abminderungsbei-

werte, giiltig flr einen ganzen Tragwerksabschnitt, bei gegenilber
den Zwangschnittgrtfen lberwiegenden LastschnittgrtBen m glich 1ist.

Flir die Ermittlung der Zwangschnittgr&fen k&nnen auf Grund
der vorliegenden Untersuchungen vorliufig die nachfolgend angege-
benen Abminderungsbeiwerte ¢ empfohlen werden:

l e g
Beiwerte ¢ = (E.J)w/ (Eb.Jb)
fir Gebrauchszustand
Rechteck- Platten-
querschnitt balken

i

Biegung mit Achsdruck 0,6 + 15€ﬁb+/uz) -

(anndhernd konstante, symmetr.

Bewehrung)
! ' e
Biegung ;o 0,6 + 107M, 0,65

(einseitige Bewehrung, 4L =Fe/b_.h

Bewehrungsgehalt der Zugseite

im Einspannquerschnitt)

: RS TR e

Biegung mit Achszug 0,2 + 15(/L+/~ ) -

(annihernd konstante, symmetr.

Bewehrung)

Die vorstehend genannten Beiwerte ¢ sind auf mittlere Beton-
gliten und normale Bewehrungsgehalte aus BSt 42/50 abgestellt. Ist
bei den Lastfillen Biegung mit Lingskraft die Bewehrung der Quer-
schnittsseiten nicht konstant oder nicht symmetrisch, ist ein Mit-
telwert fiir ( o+/d) unter Berlicksichtigung der Verteilung der Be-
wehrung ilber 'die Bauteill#nge zu bilden.

Unterschiede innerhalb des Berechnungsverfahrens danach, ob
die Zwangwirkungen den Lastwirkungen entgegengesetzt gerichtet sind
oder die Lastwirkungen erhShen, wurden - im Gegensatz zu DIN 1045 -
nicht gemacht, weil in der Mehrzahl aller F&lle innerhalb eines
Bauteils beides eintritt und der Konstrukteur iberfordert wire,
wenn er gesonderte Uberlegungen zu dieser Frage anstellen miiBte.
Die fir den Gebrauchszustand genannten Ansitze fihren innerhalb
der durch den Sicherheitsbeiwert gedeckten Schwankungsbreite zu
brauchbaren Werten fiir die Zwangschnittgrsdgen.

An die Beschrinkung der RiBbreite durch Beachtung der zulls-
sigen GréBtdurchmesser der Bewehrungsstibe wird erinnert!

Auch bei Stahlbetonbauteilen wird man bei der Bemessung von
der Vorstellung ausgehen, daR die Zwangschnittgrdfen mit geringerem
Gewicht berilicksichtigt werden diirfen wie die Lastschnittgréfen.
Wird eine Aufspaltung des globalen Sicherheitsbeiwertes zZugrunde-
gelegt, ist eine Herabsetzung des Gesamtsicherheitsbeiwertes fir
Zwangschnittgrdfen auf 1,3 - gegenilber einem Gesamtsicherheitsbei-
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wert fiir Lastschnittgréfen von 1,75 - vertretbar. Als Begrﬂndung.
fiir den gegenilber Abschnitt 2 niedrigeren Wert mag gglten, dap die
Versagenswahrscheinlichkeit im vorliegenden Fall geringer veran-
schlagt werden darf als bei einem Bauwerk, das rissefrei bleiben
soll [5]. Die Abminderung der Zwangschnittgréfen durch Kriechen
kann zwar in Ansatz gebracht werden, doch ist dies rechnerisch
etwas beschwerlich, weil gerissene Querschnitte vorliegen; wirt-
schaftlich ist durch die Beriicksichtigung des Xriechens wohl nur
in Ausnahmef#llen ein filhlbarer Gewinn zu erzielen.

Zwangwirkungen, die den Lastschnittgrdfen entgegengerichtet
sind, wird man bei der Bemessung i.a. unberiicksichtigt lassen, -
es sei denn, die Zwangwirkung ist grdfer als die Lastschnittgrdge

infolge min q.

Die Untersuchungen werden fortgesetzt.
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Zwangwirkungen in statisch unbestimmten Systemen des Hoch- und Industrie-
baues wurden bisher selten beriicksichtigt, weil einfache Berechnungsverfahren fehlen,
die auch den Einfluss der Rissbildung erfassen. Mit der vorliegenden Studie wird
versucht, solch ein vereinfachtes Verfahren anzugeben, wobei Abminderungsbeiwerte
fur die Biegesteifigkeit der einzelnen Tragwerksteile Verwendung finden. Ausser-
dem werden Angaben gemacht, wie Zwangschnittgrossen zusammen mit Lastschnitt-
grossen bei der Bemessung zu berlicksichtigen sind.

Bg. 29 Schiussbericht
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SUMMARY

Restraint forces in hyperstatic systems of structural buildings are rarely
calculated, because of the lack of simple computational methods, which take into
account the influence of cracking. In this paper a simple method of calculation is pro-
posed, in which reduction factors are used to evaluate the effective bending stiffness
of individual members. In addition, the dimensioning of cross sections is discussed
with respect to both restraint and load effects.

RESUME

On tient rarement compte aujourd’hui des efforts hyperstatiques dls aux déplace-
ments d'appuis dans les structures des batiments et des constructions industrielles
statiquement indéterminées, parce qu'on ne dispose pas d'une méthode de calcul
simple comprenant 1'influence de la fissuration.

On a essayé dans la présente étude de donner une méthode simplifiée qui emploie
des coefficients de réduction pour la rigidité flexionelle de chaque élément. En outre,
on indique la maniére de combiner pour le dimensionnement les efforts dis aux
déplacements d'appuis avec les autres efforts.



Die Auswirkungen von Temperaturdnderungen auf die Verformung stabférmiger
Tragwerke

Temperature Effects in Framed Structures

Les effets des changements de température sur les déformations des cadres

IGOR UHERKOVICH
Schweiz

Das klassiche Ingenieurdenken, das sich haupts&chlich auf den End-
zustand konzentriert, n&mlich die Dauerstandsicherheit des Bauwexr-
kes zu beurteilen, und den vorlbergehenden Zustinden nicht allzu
viele Aufmerksamkeit schenkt, ist noch sehr ausgepragt. Von drei,
auch von diesem Symposium behandelten Einfliissen : Schwinden,
Kriechen und Temperatur, kommt letztere weitaus zu kurz., Die mei-~
sten Theoretiker wie auch Praktiker tragen der Tatsache zu wenig
Rechnung, dass die im Freien sich befindiichen Bauten einer sténdig
sich &ndernden Temperatur der Umgebung ausgesetzt sind, dass sie
von der Sonneneinstrahlung oder anderen Warmequellen direkt beein-
flusst werden, dass sie aher diesen unregelméassigen Warmewellen,
wegen der verh&ltnism&Essig geringen Wirmeleitzahl des Betons, nicht
ganz folgen k&nnen. Jeder Punkt eines Bauktrpers erh&lt innerxhalb
einer gewissen Zeit eine von anderen Punkten verschiedene Tempera-
tur@nderung. Als Folge dessen treten am Baukdrper Form&nderungen
und Spannungen auf. Es nitzt wenig, Ratschl&ge flr Massnahmen zur
Verringerung des Temperatureinflusses zu geben, wenn der lUberwis-
genden Zahl der Ingenieure der ganze Temperaturmechanismus in Bau-
kBrpern nicht ganz klar ist. Hinzu kommt ein weiteres, Es gibt
heute eine Reihe vaon Bauverfahren, bei denen die Beherrschung des
Deformationsmechanismus der im Bau sich befindenden Konstruktion
flr die Endform ausschlaggebend ist. So muss man zum Beispiel beim
Freiwworbau von Briicken den jeweiligen Bauabschnitt so einstellen,
dass die Konstruktion nach Aufbringen der st#indigen Last und nach
Abklingen von Schwinden und Kriechen die vorgesehene Hohenlage ein-
nimmt. Die verlangte Genauigkeit ist dabei ziemlich gross. Ein
spaterer Ausgleich fordert als Preis meist eine erhihte sténdige
Last, die man kaum noch als Nutzlast betrachten kann, die ferner
eine Keduktion der Spannungsreserven bewirkt und die hgufig ein
grosseres Kriechen verursacht. Die durch die sich standig Endernden
Temperatureinfliisse bewirkte Forminstabilitdt der Konmstruktion er-
schwert aber diese Aufgabe derart, dass sie nicht mehr mit einfa-
chen Mitteln zu bew#ltigen ist. Es wird daher notwendig, dem Prob-
lem eine gréssere Aufmerksamkeit zu widmen und zu versuchen, auf
Grund einer Analyse den ganzen Vorgang besser kennenzulernen und

zu beherrschen.

Als Ausgangspunkt muss man sich der physikalischen Kenntnisse
ber die Warmetechnik bedienen und erst nachher die daraus ermit-
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telten Warmeeinfliisse von unserem bautechnischen Standpunkt aus
prifen, Die Warme als Energie ist hier einer Last gleichzustellen.
Zuerst ist daher die Grdsse und Verteilung dieser "Last" zu be-
stimmen.

Die mit der Zeit verdnderliche Temperaturerhdhung T eines
dreidimensionalen K8rpers an der Stelle m(x,y,z) ist allgemein
durch die Fourierische partielle Differential-Gleichung definiert

3t FFORM P

A

wobei a2:=___
c."

eine physikalische, ausschliesslich durch die Materialeigenschaften
gegebene Konstante darstellt (A = Wirmeleitzahl, c = spezifische
Warme, = Rohdichte). Man muss dabei berlcksichtigen, dass die
Warmezufuhr in den K8rper nicht nur durch Wdrmestrdmung von der um-
schliessenden Umgebung, die durch die Warmelbergangsformel defi-
niert ist, sondern auch durch die Absorbierung der Warmestrahlung
erfolgt.

Auch wenn die Ldsung dieser Aufgabe flr komplizierte BaukOrper
nicht eben als einfach angesehen werden kann, ist sie dank der heu-
tigen Mittel der Rechentechnik doch meist méglich. Um die Randbe-
dingungen zu erfassen und zu formulieren, muss sich aber der In-
genieur bereits auch mit ‘metecrclogischen Messungen befassen. Es
ist also mdglich, das Temperaturfeld eines bestimmten Baukdrpers,
genauer gesagt die Aenderungen dieses Temperaturfeldes, aus vorge-
gebenen Temperatureinflissen rechnerisch herzuleiten.

Die weitere Ldsung des Problems ist schon einfacher, wenn auch
mit rechnerischem Aufwand verbunden. Die elastische Dehnung des
stabfrmigen Tragwerkes in Richtung seiner L&ngsachse x ist zum
Zeitpunkt t definiert (wenn y,z die Querschnittskoordinanten sind)

o { t
Ex = z-f - '_F' A-l[_,",. dfr,,e) [Z]

Die Krimmung der Langeneinheit des Stabes ist

d o]
9?‘) d.:()) = X _I-;J (w 't guw) [5]

, L
So(i) - Es_f(&) - O Tj_: A-l;“’).%.d.»?(‘,,) ‘.l\‘]

o
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An der Stelle m(y,z) des Querschnittes bleiben daher Restspan-
nungen, die wegen des Ebenbleibens der Querschnitte in keine Verfor-
mung transformiert werden k&nnen

t { + t 3
Growy = E.0 AT, -= aTaf - Z_‘_‘IA.TzaL{ - B ATidf i)
(=) ) ¥ I . I
} T

Selbstverstadndlich haben diese Formel nur Gdltigkeit bei unbe-
hinderter Verformung des Baukdrpers. Trifft das nicht zu, so treten
Zwangungsspannungen auf, die dem behinderten Teil der Verformung
entsprechen. Bei ver&nderlichem Querschnitt oder ungleichem Warme-

einfluss langs der x-Koordinate sind die Ausdricke der zu integrie-
renden Glieder um die veradnderliche x noch zu erweitern.

Die Grdssenordnung der von Temperaturd&nderungen verursachten
Verformungen und Spannungen will ich an einem Beispiel veranschau-
lichen. Der durch einen Temperaturunterschied in der Luft von +10° C
innert 5 Stunden und eine kurzzeitige intensive Sonneneinstrahlung
verursachte Temperaturanstieg verschiedener Messpunkte eines verein-
fachten Brickenquerschnittes ist aus Bild 1 ersichtlich,

1 !‘i’ 23 - 3 23 3.2 ',?&zc

154 18 1%
229 1870104 213 18 30Ty 316
16 18 18 15
289 Pt 18y 189 20 2909 502
& &
15 15
238 2.9
Bild 1 Zwei nacheinander folgende Temperatur-
messungen und die Differenzen in °C an [ 1

einem Brickenquerschnitt

Unter der Annahme, dass sich dieses Bild in allen (immer glei-
chen) Querschnitten eines 40 m langen Kragarmes wiederholt, ergibt
sich aus G1.[3] flr die Durchbiegung am Ende des Kragarmes ein Wert
van 23 mm, was einer elastischen Durchbiegung unter einer am Krag-
armende angreifenden Einzellast von 55 Mp oder einer gleichmé&@ssig
iber die ganze Brickenplatte verteilten Last von 300 kp/m2 ent-
spricht. Wie ersichtlich, kdnnen die Verformungen die rein auf im
LauTe eines Vormittags sich veranderten klimatischen Verh&ltnissen
zurlickzufihren sind gleich gross sein, wie etwa die vom Gewicht eines
3 m langen Betonierabschnittes! Diese berrechneten Werte stimmen mit
auf der Baustelle gemessenen gut Uberein.

Zu den Verformungen kommen noch Restspannungen (Gl.[5]), wie
sie in Bild 2 dargestellt sind. Sie wurden an verschiedenen Punkten
des Querschnittes ermittelt., Die Gridsse dieser Spannungen ist so be-
trdchtlich, dass man sie nicht vernachl&ssigen scllte.
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/‘50 / ~50 -45
+30
-23 =52
Bild 2 Temperaturspannungen in Folge einer Erwdrmung nach

Bild 1 an frei verformbarem Stab, bei Annahme E:ADO'DUka/cﬁ

Jie praktische Ermittlung der Auswirkungen von Temperaturein-
flissen ist auf drei Wegen m8glich

1.

Eine rein theoretische, rechnerische L8sung, welche wie er-
wdhnt die Aufstellung eines klimatischen Modells erfordert
und zu komplizierten, mathematischen Ausdricken (Gl. [1])
fihrt. Dieser Weg ist nur mit entsprechenden Computern zu
bewaltigen, ist aber allein imstande, schon bei der Projek-
tierung ein Bild dber diese Einfllsse zu schaffen.

Durch die Temperaturmessung an schon ausgefiihrten Bauabschnit-
ten einer im Bau befindlichen Konstruktion. Mit diesen gemes-
senen Werten fihrt man gemiss Gl.[Z] - [ﬂ die Verformungs-
und Spannungsberechnung durch. Bei Trégern mit verdnderlichem
Querschnitt wird dabei ein Tischcomputer von hdchstem Nutzen
sein.

Die direkte Verformungsmessung. Da man bei normalen Nivel-
liermethoden wegen des grossen Zeitaufwandes zu spit Resul-
tate erhdlt, mdchte ich dazu eine feste Installation vor-
schlagen, bei der eine Polaroid-Camera montiert an einem
selbstjustierenden Nivelliergeridt van einer festen Messtelle
aus Messlineale fotografiert, die am Bauwerk unverriickbar
befestigt sind. Dies ermdglicht in wenigen Minuten Resultate
vorliegen zu haben, mit denen H8henkorrekturen vorgenommen
werden kdnnen.

Am besten wdre es, an ausgewahlten Bauobjekten alle drei Met-
hoden zu erproben, um vergleichen zu k&nnen.

Ueber das Thema Temperatureinflilsse auf Betonbauten liegen vie-
le wertvolle Resultate vor, Messungen und theoretische Arbeiten auf
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den Gebieten Bautenbrandschutz, Kaminbau, Betonfahrbahnen, Talsper-
ren, £s ist eine unserer Aufgaben, auf diesen Erkenntnissen weiter-
zubauen, um auch dem Ingenieur, der auf anderen Gebieten des Bau-
wesens tatig ist und sich mit diesem Problem noch nicht besch&ftigt
hat, den Blick dafir zu &ffnen.

ZUSAMMENFASSUNG

Bei im Freien stehenden Beton-Konstruktionen konnen unter Einwirkung von
Aussentemperatur und Sonneneinstrahlung Forménderungen und Eigenspannungen
betrachtlicher Grosse auftreten. Die Temperaturverteilung in der Konstruktion ist
durch Losung der Fourierschen Differentialgleichung erfassbar. Bei bekannten
Temperaturfeldern sind dann die Verformungen und Spannungen leicht zu ermitteln.

SUMMARY

The influence of external temperature and solar irradiation on open-air concrete
structures can create large internal deformations and stresses. The temperature
distribution in a structure can be determined by solving the Fourier differential
equation, With the temperature fields known, it is a simple matter to determine the
resulting deformations and stresses.

RESUME

L'influence de la température extérieure et du rayonnement solaire direct sur
les constructions en béton peut donner des déformations et des contraintes internes
trés grandes. En résolvant 1'équation différentielle de Fourier, on obtiendra la
distribution de la température dans la construction; ensuite, on calculera facilement
les déformations et les contraintes.
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i. Introduction

It is well-known that the creep of concrete causes the gradual change with
time of deformations and stresses in concrete structures subjected to sustained
loads. Both experimental and theoretical studies with respect to this phenomenon
have been carried out in the past by many investigators, but most of them have
dealt with the cases under the action of sustained loads of constant magnitude.

Since main purpose of these works is satisfactory prediction of maximum deflec-
tion under constant sustained loads, it is difficult to obtain analytically def-
lections and stresses at an arbitrary time after loading. In addition, most of
these analytical methods are incapable of yielding reliable results for the creep
of concrete structures subjected to repeated or varying loads. Although the
creep-behavior of concrete under variable stress and repeated loads has been
studied by A.D.Rosd) C.A.Miller and S.A.Guralnick’! the subjects of their studies
are restricted to such uni-axial members as plain concrete Specimens and singly
reinforced concrete beams, and numerical results for response of stresses are
not obtained yet.

The authors published the papef)in 1969 with respect to the analysis of
creep in flexed reinforced concrete slabs subjected to constant sustained loads.

In the present paper, the previous theory is extended to the case subjected to
any load, the intensity of which varies with an arbitrary time-interval, and the
creep responses of deflections and stresses in reinforced concrete slabs obtained
from numerical calculations are illustrated.

In order to simplify the procedure, the following assumptions are made in
the subsequent development of our theory.

1) Plane sections normal to the neutral surface of the slab before bending
remain plane and normal to the neutral surface after bending even though creep
occurs in concrete.

2) The reinforcement behaves elastically under all conditions.

3) Modulus of elasticity in concrete is invariable with time.

4) The creep function of Arutyunyaﬁetype is used as the time-dependent law
connecting stresses and strains in plain concrete.

5) The effect of shrinkage in concrete is neglected.
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2. Stress-Strain Relation of Concrete Considering the Effect of Creep under
Repeated Loads

Let us consider that a structure made of concrete of age T, is subjected to
load 4i (i=0,1,2,------- ,n) which varies
with time-interval as shown in Fig.l.

Denoting the normal stresses of concrete
at an instant t (T,8tsT;)with respect to
any cartesian coordinate system o-xy by
Oxo(t)> and Oy (t), the total normal
strain £4,(t) of concrete at an instant

t (T, t4T)) is expressed as follows:

= Oxo (£)-D0yo(t)

El D) : E,
- jt [O}D(t)—DG,o(t)] %C(t,t)dt
) (1)

where E, and P are modulus of elasticity and Poisson's ratio of concrete, respec-
tively, and C(t,T) is creep function.

The form of function C(t,T) is determined on the basis of creep tests in
plain concrete, and an expression of Arutyunyan-type is used in this paper.

That is, c(t,T) = Q) [1-e~T(t-D)
Q) = /T +@ ]

where X , (3 and ¥ are constants.
To obtain the total strain fgp(t) of concrete at any time t (T,¢t<T,y), Eq.(1)
is easily extended as follows:

Load Stress
3

Q,MQ(tJ'O‘l(t}-G,m g,lt)

L J 1

]
t 1
T Ty T Ty T.T T T Ts

Fig. 1

(2)

1]

-1 (it
Gl )P 0Oplt) [
Eun( )= E r[G“m -0y ()t trat
_jt Gua(T) - 2Oyn(D) T CC £, T AT (3)
Substituting Eq.(2) into Eq.(3) and differentiating the obtained equation with
respect to t, we get, after some transformations, the following equation:

é (t) = Grn.(t) Doyw(t)
)

+ 7P (£) [Cral £)-P Oynl )} -rJz (Oxn(T)-» G%(t)]a%[qﬂ (’C)éar(t-ﬂ}dt

-w}: j “’[G,Lu:) -0, )& eV g, @

Eliminating the 1ntegral terms in Eq.(4) by using Eq.(3), we obtain the follow-
ing equation:

Exn( )+ ¥ Egn(t) = Oxn () g?ﬂ“(t) L {1+Ec(?(t)} (GanC -0 Oyl )
—TZFTOZ;,(T) Dagl(tﬂce(t)dt rj [0.¢T- Dwa(t)]tp(‘t)dt . (5)

leferentlatlng Eq.(5) with respect to t we can derive the following differen-
tial equation:

Oen £ -P gl 03+ 7 {14220} [Gen( DO 1)) = Ec{Eant >+ 1Em( 0] (6)

For determination of Qgm(t) and Jyn(t), another differential equation is neces-
sary and it is easily derived as follows:

63‘1(t)-9(.)'}_n(t)+a'{1+ﬁt(p(t)} [ng(t)-;)(‘)"xn(t)] = Ec{gyn(tﬁb'éw&t)} : (7)

On the other hand, by considering the total shearing strain Jynz(t) of concrete
subjected to shearing stressT;}n(t), the differential equation for determination
of Eﬁpﬁt) is obtained as

Tagd ) 1 {14E PO T O = sy (T D+ 1 D 0] (&)
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The initial conditions are

G (T #0600} +ECEJ“6;<1:)%C( THdT 5

4=0 Ti

B (£t +0E,, (T} +E ”‘z’ fﬂty @& cE,dt

Gmgm _1 v=

1= V

Loty
Eam(m) 2(“9) qgrﬁ)JrEczj E}L(I)atC(Tn,T)dt

OenlT) = = pz{mra+o834ro}+r5 zj 02 {ewe

(yyn(m— - pz {a (T +P £m,(rm)} +¥E z f”’d (5% . [‘{’(T) m“m}dt -YE. Q@) 0yn(T
2= GIHE Y, | Toyi ()2 (@ ()W DdrYE P Tyt -

Tl =30, 555 e Zjbx%‘- (¥ J Pl Tl - )

4=0
Solving the differential equations (6),(7) and (&) under the initial conditions
of Eq.(9), we find the required stress-strain relations of concrete considering
the effect of creep in the following form:

(9)

Y Gt R @I

t . T .. . e ]
o.‘mct>=czm<m+j e 1o crmcrmi‘—zj {e (O 47, (0 ) Egg(T)+rbyy(T))) 1 ar] ar,
Oynl )=0yn (T + j & 1P [Gynt) + 1 j {e AT FE D0 E T +8E,£T))} 1P az] at,  (10)

Tiyn( )= ’cxw(rwjte’u [T + z(w)j {wm” Lyl D) W de]de

where 7(t) = rjt {1+EDW(T)}dT..

3. Basic Equation of Flexed Reinforced Concrete Slab *
Take a cartesian coordinate system o-xy in the neutral -

plane of a rectangular reinforced concrete slab as shown in

Fig.2, where z-axis is perpendicular to x-y plane,and assume

that reinforcements are set parallel to x and y axes.

As the reinforcement is assumed to behave elastically under b

all conditions, its normal stresses Gsun(t), Osyn(t) and shear-

ing stress T&xgn(t) are expressed as 1 %

= >
Gsxn( t) _ES ESLI’L( t) ] O.Sy:n,( t) "Es 853'&( t) H -
- —EBs Fig. 2

Tng¢t) 20147 )Xugn(t) (11)

where Egem(t), Esyn(t) and ¥uyn(t) are normal strains and shearing strain of
reinforcement, g Es, Vs are modulus of elasticity and Poisson's ratio of rein-
forcement, respectlvely.

Denoting the bending moments and the twisting moments of a slab per unit
width by Mg,(t), Mya(t) and Mqrgt), Myn(t), respectively, we can express them
by using Eqs.(10),(11) and the deflection w(t) of a slab as follows:

Men(£)= Mo+ @)f . SN - Dj “'”"[j CDIPLLIC T 93"“(”>}e‘“‘bwt,

ﬂyz ax
T w(‘C) i(T) . FW(T) ﬁw(t)
Myn( )= M "L(r“)+Mcy,n(Tu)j el‘t’dt+Msyn(t) Dj:lm 'oay Daw +r( : )y )} nut;dt]d’(:

Zw
Mgy £)= uyncmmwéﬁ(rm)j md?:+Msxaﬂ,(t)+(1 D)DJ e"l‘”[ J{;b;t) fzg)} ’l‘”dz:]dt,
()

)y (T, 8W(T) ,  FW(T) )
AT+ My () ~(1-0) D jt el }[J {'ﬁXDY oy jel@at)at
(" "I.r

Mym(t)- M penTod + Mg )j

(12)
where
M (T = jo;ql,(tm) zdz, My, (Tw) =j0 (T 2dz, Moy (Tn) =Meyen(Ta) = jt}}}"(u) zdz,

B‘/l(.:(’l'L(‘[."l) = jd\x%(r"‘) zdz, MC‘J‘!L(T"\) =J 69%(T0 zdz ’ “Muyq‘_(rm) = Maﬂy_ﬂ(TM) = J ‘Ei,,&-m(tu) zdz,



460 il — CREEP IN REINFORCED CONCRETE SLABS SUBJECTED TO REPEATED LOADS

Fw(t) Fw( t) aw(t) Dy FW(t)
MSI.’ﬂg t)=_DSxW ’ Msan(t)z_DS}‘DTYz_' , Msxgn(t)= 1%? -3)(_by——, ngxﬂ(fi):-]ﬁ T

De : Flexural rigidity of concrete section per unit width with respect to
neutral axis,
Diy» Dsy : Flexural rigidity of reinforcement per unit width about y and x-axis,
respectively.
Denoting the intensity of the load acting on a slab at an instant t (T,s t<T,)
by q,(x,y), we represent the equation of equilibrium in the following form:

TMen(t), D Mym(t) _ IMut) , FMyia(t)
3 x? o v? XY 9x3y

=-q,(%,y) . (13)

Substituting Eq.(12) into Eq.(13), we can obtain the basic equation of a flexed
reinforced concrete slab subjected to repeated loads as follows:

B Mern(Ta) | T My FMexgm(Ta) | £ 0 Morn(ad . B Meya(Ta) 9 Meyn (T t g0
7 + -2 + { 2 + -2 } e dT
ox 9y? ?x3y ax 2y? 2 X0y T,
t _ T 3 2 - .
-DGJ e"L‘”[ L+ 22 s rac ) e”l("dz]d-c =-q,(x,y). (14)
?xt gyr | S
‘tm, T'VL
Putting t=T, in Eq.(14), we have the initial condition as
4 4 4
'w(Tw) 9 w(tw) O wTn) _ —
& axt 76 oyt el ax?oyl Q% ¥) : (15)
- . - Dyt Ds.
where p’ = D +Dsy pz— DC+D5} s 2@-2Dc+ l—"'l)si 7
- - e W) W) Dt Dy dW(T) g . :
AnCYI=anCx )BT [{-a; GG o= s TG Ot T -Ctd)]

T Fw(Te (T +Dey W (T;)
3y =) aw(Ty) a3 w(l) Dyt Dy 2w (T, _
* JTZZCWWTMP ct, 2} VR Ak g Ayt 1D, B

T 4 o . (T)
DCJT6V(W(T )+rw(T))el dt}d‘c]

Differentiating Eq.(14) with respect to t and putting t=Tm in the obtained eq-
ation, we can get a differential equation, which gives an initial condition of
w(t) as well as Eq.(15), as follows:

4e 4 4o 4 4 &
IW(T) |, L aw(Ta) W (Ta) _ W) 9 W(Ta) DiaDw dW(TW) 1l =
Ao B oyt s T B @) [qfn(x”’)'ibu axt R4yt 1, axz;yé}qn(x’y)’(lé)

where o B . L D_;b% j
- BW(T ) aW('E ) Do+ (t) = 'TW o ,,.,'I'
8o =iE [ ag oy en S en S 52« (06 &g 676410

.q T i =, Fe . $ N 3 . T
. 5 ﬂ{? @) érr(r..rm)_(e(t)eurﬂt)} 21 {an Wt o 2w(@) +D“1+Q3V(T‘)-D° Jtvlr( W) et ) el t} dq
T; )

o xt D“? ay*  1+kgxiow

Differentiating Eq.(14) twice with respect to t, we derive, after some transfor-
mations, the following differential equation for determination of w(t):
hy e . ’ &4 o 4§ . G4 »
W) _dw(t) Fu(t) . dw(t) . 2w(t) Dye+Dyy., , JoW(t)_
85 oyt oyt (1o R0} 55 +{m,+nsﬂ(t)} o «»{mmu——lﬂ>s $2 el
(17)

The solution of the basic equation (14) is equivalent to that of a linear
differential equation (17) under the initial conditions given by Egs.(15) and (16).

4. Solution by Double Trigonometric Series

In this study we deal with only simply supported rectangular slabs, and
then analysis by double trigonometric series is quite suitable. By taking the
coordinate axes x and y as shown in Fig.2, boundary conditions for simple support
are represented in the following forms:

w(t)=0, Mxn(t)=0 for x=0, a and w(t)=0, M%n(t)=0 for y=0,b (18)
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where general expressions of Mym(t) and Muyw(t) are given by Eq.(12).
Now assume that the solution of differential equation (17) takes the following
form of series satisfying boundary conditions of Eq.{(18):
o]
w(t) =ZZ AJ" (1:).5'.J.n-—"—51nk;£y
=1 k=l
wheré Ajk(t) is a function of t only.

Substituting Eq.(19) into Eq.(17), we obtain the following differential equa-
tion for determination of Ajk(t)i

(19)

K (o) + QA (1) = 0 (20
_]‘* k‘f’ 2k?‘ Dsl“'D‘fg‘
Dsi" I,Ds 2
where ij(t) = h’[l " at b b aJl)kzlﬂ)s c,ce(t)]
FIRE TR

The solution of Eq.(20) can be expressed in the following form:

AjL (L) and A ik (T in Eq.(21) are determlned by the initial conditions of Eqgs.
(15) and (16) as follows:

A (T = — Qi
ik Fge g, siF
TGOl )
K k! D+ Dsy =
i TECCP('Q&)[ ka T"-( 4_ SL b,*Ds: J?.b'l ll+l] )A*k (T)] +q"ﬂjl(

Azl (T =
ik J K2
T“‘}(?@I‘F.—bﬁ-"ﬁz +2 zbzﬁg

where q'njk is a coefficient of load g (x,y) in double Fourier series, namely,

~ % b . Jux . kmny
q‘ﬂjk = —abj j qm(x,y)sul--—sul 5 dxdy,
d oS j[b (x, )s.lnmm-Jrr s1n <Y dxd a Ib_ (x, )51n‘]nxs'nk—u_ydxdy
an T b XY G ab ) ¥ a b

Substituting thus obtained results of Eq.(21) into Eq.(19), we finally find
the deflection w(t) in a slab at any time t.

By using Egs.(11) and (19), normal stresses of reinforcements are obtained as
follows:

R « "L

Osarl ) = Esz.sZZ,J +2 &k(‘c)snl—s:.nk_W
= k=1
[ ] kl—l

Cent) = E, Zedod = dk(t)51n———s1 kr;y

3‘! k=
where zs is a distance between neutral plane and reinforcement.
Stresses of concrete are also obtained from Eq.(10), but numerical calculation
for them has to make use of an iteration procedure.

5. Numerical Examples

To illustrate some practical applications of our theory, we consider sing-
ly reinforced . square slabs with various percentage of reinforcements. The fol-
lowing characteristics are assumed for elastic constants and the creep function:

E.=2.1x10° kg/cm®, P=0.15, BEy=2.1x10° kg/cm® 1;=0.3,
O=4.82x10 °, =0.9x10" ¥=0.026.
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2

Numerical calculations are performed for the following two purposes:

Il — CREEP IN REINFORCED CONCRETE SLABS SUBJECTED TO REPEATED LLOADS

{1) Pursuit of creep response of deflections and stresses in slabs for cyclic
sustained loads.

(2) Calculation of creep recovery of deflections and stresses after the applied
load is removed at any time.

10 days interval

20 days interval

30 days interval

OO ;
g q
0 T T > t T T I AdvE
1] so0 100 1509978 50 100 150%%Y
1- d
2
37 \
4
s{ jpileas’ DEFLECTION
Y iTch
w(t) 0.5 per cent reinforcements
e —— - 1.0 per cent reinforcements
Gs(t)
-116qa’
{ 10 Esz STRESS IN REINFORCEMENT
(4
4
3_.
2_
£ days
1 Hays 0 100 150°%Y
oLl s¢ 100 150%7%| 1 9 19 .,
A OcCt)
" 1°6" loqat , STRESS IN CONCIE]‘ETE . ;
77 RSN NEND o RNy IN N~
0 il ll ! | ! i |
- 54
-10+
-15- ) r .
-4 ,‘ ,” y” r,
7/ 4
-20] , P V% J LV U V / VN Ve / / /
_25.1

t



T. YAMASAKI — T. CHISYAKI — H. HIKOSAKA 463

Response for Cyclic Loads

Fig.3 shows the calculated responses of deflections, stresses in reinforce-
ment and stresses in concrete at the center of square slabs, when a uniformly
distributed load g,(x,y)= q is applied at the age of concrete T,=2¢ days and
thereafter unloading and reloading are repeated cyclically with time-intervals
of 10 days, 20 days and 30 days, respectively. Here, solid lines are results
for 0.5 per cent reinforcements in both x and y directions and dashed lines are
those for 1.0 per cent. Deflections and tensile stresses in reinforcements
illustrate analogous curves and it is noticed that stresses in reinforcements
due to creep in concrete remain after complete removal of applied load. Stresses
in concrete decrease during a period of constant sustained loading, and immediate-
ly upon removal of applied load, compressive stress changes to tensile one.

In the slab with high percentage of reinforcement, both deflections and
stresses in reinforcements naturally decrease but residual stresses in concrete
somewhat increase.

When a cyclic load, with a period of full loading and half loading, is ap-
plied, the calculated responses are as illustrated in Fig.4, where response of
stress in reinforcement is omitted because of its similarity to that of deflec-
tion. It is interesting that during early periods of half loading deflection

increases and stress in concrete decreases, namely, creep is in progress, but
during later periods of half loading creep is in recovery.
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Q'IMLJ"LFU'U_UT TLA_LF—L_I 1 L. LT 1
0 . (I)?q T T (r) 4 T g' O.gq T > t
11 s0 100 1509878 {50 T 100 1sodays 50 100  150days
1.
5 DEFLECTION
3_
4_.
3 10316qa4
b r
1 b 0.5 per cent reinforcements
L 1.0 per cent reinforcements
0 t £
50 100  150days 50 160  1sbdays
= B
104
-15-
-207
_‘ E -4 16qa’
25& (-»39D¢ Ee STRESS IN CONCRETE
O, 1)

Fig. 4



464

Creep Recovery

Immediately upon complete remo-
val of applied load, deflections and
stresses in concrete structures do
not recover to zero, but a certain
deflection andstress due to creep in
concrete remain. Although these
residual deflection and stress are
gradually reduced to zero, i.e. it is
called creep recovery, some quantiti-
es remain permanently. In reinforced
concrete structures this phenomenon
of creep recovery becomes especially
complicated, because creep recovery
of concrete and elastic recovery of
reinforcement are mixed in them.

By using the theory in this paper,
creep recovery of reinforced concrete
slabs is easily calculated, that is,
we only have to set q,(x,y) equal to
zero during the period of unleading.

The solid lines plotted in Fig.
5 show creep and recovery curves of
deflections, stresses in reinforce-
nents and stresses in concrete at
the center of square slab of 0.5 per
cent reinforcements in both x and y
directions, when a uniformly distri-
buted load q,(x,y)= q is applied at
the age of concrete 7,=28 days and

the load is removed after a period
of 10, 20, 30, 40 and 60 days, res-
pectively. Dashed lines in Fig.5

are results for the cases when the
load is not removed completely,but
left by half. It is noticed that
recovery of stress in concrete is
almost independent to the length
of loaded period.
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SUMMARY

Deflections and stresses in simply supported reinforced concrete slabs sub-
jected to repeated sustained loads have been treated in this paper. A theory for
calculating slab deflections and stresses in reinforcement and concrete has been
developed which uses the creep function of Arutyunyan-type for plain concrete. By
using electronic digital computer for the numerical work, creep response of flexed
reinforced concrete slabs under the action of an arbitrary varying load can be easily
calculated. Creep recovery curve of deflections and stresses at an arbitrary time after
unloading can be also obtained without adding any serious complications in the proce-
dure.

RESUME

On étudie dans le présent article les fléches et les contraintes des dalles en béton
armé simplement appuyées et soumises 3 des charges répétées. On développe une
théorie pour calculer les fléches de la dalle et les contraintes dans 1'armature et dans
le béton, en utilisant la fonction de fluage d'Arutyunyan. A 1'aide de l'ordinateur, on
peut alors facilement calculer le comportement au fluage des dalles en béton armeé
soumises a une charge variable quelconque. En outre, on peut obtenir sans difficulté
la courbe de recouvrement du fluage pour les fléches et les contraintes 4 un moment
quelconque aprés la suppression ou la diminution de la charge.

ZUSAMMENF ASSUNG

In diesem Beitrag werden die Durchbiegungen und Spannungen von frei aufliegen-
den Stahlbetonplatten unter Wechsellast behandelt. Es wurde eine Theorie zur Be-
rechnung der Plattendurchbiegungen und -spannungen in der Bewehrung und im Beton
entwickelt, welche auf der Kriechfunktion von Arutyunyan (4) fiir Vollbeton fusst.
Mittels digitaler Elektronenrechner kann das Kriechverhalten biegebeanspruchter
Stahlbetonplatten unter beliebiger Wechsellast leicht ermittelt werden. Ebenso kann man
die Kriecherholungskurve (creep recovery curve) der Durchbiegung und der Spannungen
zu beliebigem Zeitpunkt nach Entlasten ohne zusitzliche Schwierigkeiten erhalten.

Bg. 30 Schlussbericht
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