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RAPPORT GENERAL / ARBEITSBERICHT / GENERAL REPORT

L’influence du fluage et du retrait, I’effet des changements de température
sur les constructions en héton

JEAN COURBON JACQUES FAUCHART
France

0 - PRESENTATION

0,1 - Préliminsire.

Le présent rapport comporte 2 parties :
- la premidre, constituant 1'introduction, reproduit 1'expos& oral que nous
avons prMcé, le 18 septembre 1970, 3 MADRID, pour présenter les principales
commmications au symposium et dens lequel nous avons volontairement baenni
toute expression mathématique.

-~ la seconde (chapitres I, 2 et 3) présente les principaux r&sultats que per-
met d'cbtenir la théorie de la visco~Slasticité linaire et qui ont &t6 annon-
cls dans cette premidre partie.

0,2 - Introduction.

Las déformations naturelles du b&ton jeune, dues 2 son fluage et 2

sou retrait, ou celles que provoquent les variations thermiques, n'avaient que
pou d'influence sur le comportement des ouvrages en béton armé construits au
cours de la premidre moitié du sidcle, car ces ouvrages n'avaient ginéralement
que des dimensions réduites. Néanmoins, PREYSSINET avait 4633 attiré 1'atten-
ticn sur 1'importance qu'elles pouvaient premdre pour des ouvrages plus iwpor-
taats, tels que les arcs du Veurdre et de Plougastel, qu'il avait projetSs puis
exicutés et enfin soigneusement observés.

Ls bétom précontraint a permis ensuite de rfasliser des ouvrages en
biton des trds grande portée, pour lesquels la prise em compte des déformations
différées du béton est devenue primordisle pour le biitisseur.

De trds mosbreuses travées indépendantes de ponts en bétos précontraint
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de portée &gale ou supfrieure 3 40 mdtres, et dont la fibre inf&€rieure est com—
primfe, en zone midiane, et sous la seule action des efforts permsments (poids
propre, précontrainte et superstructures), i pius de 100 bars, ont présenté, au

bout de quelques snnées, des fli3ches permsmentes, vers le haut, de 1'ordre d'une
disaine de centimitres.

Plus spectaculaires encore sont les premiers ponts construits en encor-
bellement, comportant des articulations A la cl& des travies centrales, et donc
iscstatiques sous les efforts permanents., Pour des port&es comprises entre 60
et 120 md3tres, les fldches différdes observies & la clé peuvent atteindre de
10 3 20 cm, comme il a malheureusement &t& constat® dans de nombreuses inter-
ventions relatives au theme I du présent colloque. (cf :Reijer, Kokubu, etc...
et Oberti).

Ces d&formations sont dues 3 ce que, pour plus de 60 métres d'ouver-
ture, la fibre inférieure de ces tabliers est nettement plus comprimée que la
fibre supbrieure, sous l'action des efforts permanents, et qu'elle subit par

consBquent un raccourcissement par fluage beaucoup plus SlevE,

On & constaté, en revanche, que les d&formations diffErées des ouvrages

hyperstatiques, tels que les poutres continues, peuvent Btre considérablement

plus faibles (Boit de 5 3 20 fois !) que celles des ouvrapes isostatiques de
méme caractéristiques. De telles observations sont trads favorables pour les
usagers de ces ouvrages, mais elles doivent mettre en alerte les ingfnieurs-
projeteurs ; en effet, la r&duction considérable de ces déformations diff&rées
ne peut £tre due qu'2 1'apparition progressive d'efforts internes dans la struc~
ture, ptovoqu&h par la lente modification des r€actions d'appui, et dont la
résultante générale est nulle, puisque ces efforts sont provoqués exclusivement
par la géne apportfe 3 des dé8formations que tend natursllement A effectuer le
béton, et non par des charges extérieures. '

I1 est donc d&sormais indispensable & 1'Ingénieur d'étudier 1'influence
des d&formations différées du b&ton sur le comportement des structures qu'il

projette, de fagon 2 :

a - prévoir les dé&formations de ces structures, qu'elles soient iso— ou
hyper statiques, notamment lors des phases d'exfcution, et de fagon 2 bien réa-

liser les ocuvrages dans les formes d&sirdes.

b — pour les structures hyperstatiques, o)) 1'on empéche le b&ton de se
déformer librement, de connaftre les efforts internes supplémentaires qu'une
telle géne y engeandrera progressivement. -
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Une telle &tude se révile aujourd'hui d'autant plus indispemsable que
sont récemment apparus de nouveaux wmodes de construction pour réaliser les
grands ouvrages (notamment les ponts) et en particulier : ’

& - 1'exécution de poutres continues au moyen de poutres préfabriquées
posé&es sur appuis simples, puis rendues contimues (exemple de la piste de
1'aérotrain (véhicule se wouvant sur wm coussin d'air) loongue de I8 km, ot
réalisée prids d'Orléans ~ France) (1).

b - la construction de ponts en encorbellement, par trongons ("voussoirs™
coulfs en place ou préfadbriqués (exemple du pont d'Oléron (2)) donc d'iges et de
taux de chargement trds différents, et dont le béton est sollicité das son plus
jeune Bge Gouramment 3 3 jours dans le cas ol les voussoirs sont bétonnés en

place).

¢ ~ la construction de poutres continues par travées successives, sur
wn cintre partiel, sutoporteur et autolanceur (ex. des viaducs de 1'autoroute

Roqusbrune—Menton (3).

4 - 1la r8alisation de ponts par poussage, de part st d'mitre de la
travée 3 franchir, de parties de tablier rendues ensuite continues (ex. du

pout de Champigny sur Yonne (4).

I1 est nécessaire, dds le stade de la construyction, de calculer de
facon trds précise, les contrefldches i donner 2 chacune des parties cousti-~

tutives de ces structures.

De plus, ces ouvrages ont un schéma statique qui varie su cours de
leur comstruction. Par conséquent, la dernildve partie de leur déformations
différées ne peut s'effectuer proportiomnellemsnt sux déformations imstantanbes
&lastiques. D'oll naissent progressivemsnt des réactions d'appui supplémeutaires
(dont 1'ensemble constitue forcément un systime nul) chargées d'assurer les

(1) Bulletin de 1'AFPC -~ dcesdre 1945

£{2) “Comstruction d'use voie explrimentale de l'afirotrain en vrais gremdeur"™
TRAVAX - 9.1970,

() Dvhau - Anneles de 1'ITBYP - 5. 1970

(&) “Ls poussags™ (Lewmay,etc.) -~ Amnsles de 1'ITBTP - 5. 1970
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liaisons imposSes, et provoquant une transformation progressive dans la r8par—
tition des efforts qui sollicitent les structures. De telles comnstructions
sont d'autant plus délicates que les joints qui u&cﬁnt leurs différents
trongons constitutifs sont, en géuéral, dépourvus de toute ré&sistance propre
4 la traction. MM. CROCI, DAVIES et HOPMEISTER ont traeité du projet de tels

ouvrages en béton précontraint.

Une situation analogue se retrouve dans les ouvrages de sectiom
"composite", c'est-A~dire constitufe par des matérisux de caractéristiques
différentes, par exemple :

a - divers bétons, mis en oeuvre 3 des &poques différentes, comme
dans les sections comportant des poutrelles pré&fabriqufes en béton précontraint,
complétfes par une membrure supfrieure coulfe en place (cas E&tudié par MM.
OKADA, etc...).

b ~ b6ton et acier, comme en béton arwd (cas envisagé par MM. HAMPE-
KOPPLER, KROGER, MILLER et WARNER) Sventuellement précontraint (cas traicé par

MM. DILGER-MEVILLE et KENNEDY-SARDD)

0,3 - Modales de calcul.

0,31 - Quels sont leos woddles de calcul que les Ingénieurs ont eavisagé pour,
d'une part, rendre compte des déformations diff&rfes du béton, et 4'autre part

en prévoir les conséquences ?

Nous traitons essentiellement ci-aprds de 1'influence du fluage, qui
constitue le ph&énomine de loin le plus complexe.

0,32 - La méthode la plus ancienne a té de contimuer 2 effectuer des calculs
Glastiques classiques, mais en utilisant un wodule 4'Young fictif (dit “module
d'€lasticité diff&rE€™) . Ainsi certains riglements relatifs sux constructions
mixtes acier-b&tom, ou au béton armf, considdrent~ils 2 valeurs du coefficient
d'équivalence acier-béton , (E%b) = 1'une (voilian de 5 ou §) pour las charges
instantanfes ; 1'autre (voisine de 15 2 20) pour les charges permanantes. Catte
mithode a donné des résultsts convensbles pour 1'Gtwde de certsimes comatructions
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isostatiques, notamment pour 1l'analyse de leur d&formations, ou hien des
"pertes de précontrainte" causées par le raccourcissement des c@bles &gal 2

celui du b&ton et que provoque son fluage et son retrait.

Mais elle s'aviére totalement inadégquate pour té&moigner du comportement
des ouvrages hyperstatiques, et notamment pour rendre compte de la modification
de la répartition des efforts internes que peut provoquer la géne apportée 3 la
libre déformation naturelle du béton.

Cette mEthode de 1'"Blasticité diffdrée" indiquerait notamment que, sous
sollicitation constante, la déformation différde par fluage reste en tout cas
proportionnelle & la déformation &lastique, ce que dément absolument 1'obser-

vation des ouvrages réels.

0,33 - Une meilleure approche de la réalité a &t&€ tenté&e par DISCHINGER, [Réf. §]
et, 3 sa suite, par M. FRANCO LEVI [Réf. 7] . Elle est basée sur 1l'Equation di-

fEérentielle :

dg¢ _ 4 (do _d¥
d,t's(ou:+ dt

que de trop nombreux participants au présent colloque ont admise sans discussiom.
Cette €quation conduit 3 1a conséquence, manifestement erronée suivante : Consi-
déronﬁ un béton chargé au temps t, , et fluant suivant la loi CP(b-t,)

Faisons varier, au temps t, (supérieur 2 ty ), sa contrainte. Le fluage spéci-
fique provoqué par cette variation serait égal, d'aprids cette théorie, 3 la part
de fluage spéecifique provoqué par le premier chargement initial restant &8 effec-
tuer aprés t, [soit : @(b-to)- Lf’(t,‘-t,)] . Or, il est bien &vident que

c'est la durBe de chargement qui est le facteur essentiel, et donc le terme :

P (t-t)

Cette thiorie conduit 3 supposer que le fluage du béton s'effectue beau-
coup plus rapidement qu'en réalité, et par consiquent 3 en socus—estimer les con-
séquences, Elle a d'ailleurs &t8 critiqude par M. FAESSEL, d'une part et
M. LOSRERG, etc..., d'autre part.
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0,34 - A 1'heure actuelle, la méthode qui parait donner la meilleure approxima-

tion, tout en permettant des calculs relativement simples, comme on le verra dans
les chapitres suivants, est 1la théorie de la visco—&lasticit@-linéaire, présentée
par M. AROUTOUNIAN [a_:'éf. .51 puis développée par M. COURBON (réf, 4] . Les recom—

mandations du Comit€ mixte F.I.P.-C.E.B. sont en conformité avec cette théorie

[Réf. 1].

Elle introduit un module de déformation du béton qui dépend des 2 para-

métres essentiels :
- 1'dge du bé&ton, au moment de son chargement : (t, )
~ la durée du chargement : (t ~ t, ).

Elle est basée sur 1'hypoth@se du fluage linéaire, c'est 3 dire de la proportion-

nalité entre la déformation par fluage, 4d'une part, et la contrainte de compres—

sion appliquée, lorsque celle-ci est constante, d'autre part.

Cette hypoth@se fondamentale englobe notamment :

a - le principe de superposition présenté par BOLTZMANN puis Mac HENRY
[?éf. 2 et 3.],

b - 1'hypoth@se de réversibilité de la déformation par fluage, qu'il
s'agisse d'un chargement ou d'un déchargement,

¢ — 1'hypothdse de conservation des sections planes, lorsqu'elles sont

soumises 3 la flexion.

Cette théorie a 1'avantage de permettre de bien mettre en &vidence :

a ~ la loi de fluage, (variation de la déformation du b&ton soumis 3

une compression constamte),

b - la loi de relaxation, (variation de la contrainte du b&ton maintenu

a4 longueur constante).

c - la différence fondamentale entre ces 2 phénoménes.

d - 1'interdépendance de ces 2 lois, dont 1'ume quelconque se déduit de
1'autre, que cette loi soit reprZsentfe par une fonction algébrique ou qu'elle

soit connue sous forme numérique (par exemple scus forme de tables donnant les

résultats d'observations expérimentales).

Cormme le montre le rapport &crit, constitud par les chapitres suivants,
cette théorie permet d'obtenir des résultats de fagon extrémement simple lorsqu'on
est en droit de négliger 1'influence de 1'dge du b&ton au moment de son charge-

ment, ce qui est le cas des bétons qui sont alors suffisamment Agss. En ce cas,
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le calecul peut 8tre valablement mené en supposant que la loi de fluage est repré-
sent8e par une fonction, ou une série de fonctions exponentielles du temps,

A noter que M, TROST a proposé@ une méthode simplifiée qui tente de tenir compte,

dans une certaine mesure, de 1'influence de 1'3ge du b&ton au moment de son char-
gement, grice & l'introduction d'un "coefficient de relaxation". Cette méthode a
8té reprise par MM. DILGER et NEVILLE peur interpréter certains résultats d'es-—
sais de poteaux en béton [%éf. 93,1 et 9,2}-

Nous indiquons ci~apré&s certains des principaux ré&sultats que permet

d'ocbtenir 1a théorie de la visco—-8lasticité lindaire :

a - Les efforts internes développés dans une structure isostatique par
des charges permamentes ou variables dans le temps sont les mémes que si la struc—
ture 8tait lastique. En revanche, les déformations ob&issent aux lois du fluage
(et du retrait).
b ~ Cette théorie permet de calculer 3 tout instant les contraintes

développées dans une structure hyperstatique (ou dans une section composite) par

1'imposition de d8formations qui peuvent &tre exercdes dans un temps trés court
(ex : réglage ou "compensation™ des ouvrages, transformation du schéma statique
d'une construction durant son ex8cution) ou dépendre du temps (ex : tassement
d'appuis, géne apportée au retrait ou asux variations thermiques). En ganéral,
ces contraintes varient sunivant la loi de la relaxation, Par exermle :

~ les efforts provoquées par une compensation diminuent tr&s vite dans
le temps, et leur valeur finale peut atteindre le tiers ou le quart de leur va-
leur initiale.

- la répartition des efforts internes dans un ouvrage hyperstatique réa-
1isé suivant des schémas statiques successivement variables (ou celle des con-
traintes dans une section composite) tend progressivement i se ranprocher de 1a
distribution &lastique.

- dans un arc, les effets d'un retrait tr3s lent peuvent étre insign&—
fiants.

- en revanche, les effets de la tempdrature, méme pour des variations

annuelles, peuvent &tre plus importants que ce qui &tait communément admis.
c - Cette théorie permet de prévoir les dé€formations différées des ou—

vrages hyperstatiques réalis8s en plusieurs phases, et conduit 3 des résultats

en bon accord avec 1'expérience.

Bg. 22 Schlussbericht
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0,35 - Certes, cette théorie préte i critique, car ses hypothéses de base sont
des approximations simplificatrices. Elle ne peut donc prétendre A une parfaite

exactitude quentitative. Mais elle donne, assez facilement, des indications qua-

litatives précieuses, et constitue pour 1'Ingénieur une arme extrémement utile

pour dégager clairement le sens, et 1l'ordre de grandeur des effets des défor-

mations différées du béton.

Les principales critiques que 1'on peut lui apporter sont les suivantes :
a - Elle suppose 1l'homogénéité du bsdton constitutif de la structure,
c'est-3-dire que le module de déformation de ce béton (dépendant de son Age et

du temps de chargement) est supposé le méme en tout point de la structure. Cette

hypothdse se vérifie d'autant moins que la construction est réalisée par parties
plus fragmentaires, dont le béton est sollicité A son tout jeune dge (cas des

ponts en encorbellement 3 voussoirs bétonnés sur place par exemple).

b - Les hypothi@ses du fluage linfaire ne sont valahbles que lorsque les

contraintes de compression du béton restent modérées (inférieures au tiers de

la contrainte de rupture, environ) et qu'il n'y a pas de déchargement.

Ces deux derniers points nous paraissent extr@mement importants.
Concernant le premier, 1'hypothd3se de la proportionnalité du fluage & la contrainte
ne permet guére d'expliquer des phénoménes d'adaptation qui existeant indubitable-
ment (et heureusement pour les constructeurs !}, Des recherches restent i effec-
tuer vis 3 vis du comportement du béton soumis & la flexion composde, de fagon
notamment, 3 déterminer les courbes représentant la loi : déformation-contrainte
lorsque celle—ci a une longue durée d'applicatiom et 2 vérifier si 1'hypoth2se de
1a conservation des sections planes peut alors étre maintenue. Certaines sont en
cours,en particulier au Centre d'Essai des Structures de Saint-Rémy-l&s-Chevreuse

(Prance).

Concernant le second des deux points précédents, on sait qu'en réalité

le fluage n'est pas un phénoméne reversible. La déformation 3 long terme due 3

un déchargement reste trés inférieure A celle provoquée par un chargement préa-
lable de longue durd@e. MM. DILGER, GHALI, KNUNTOURIS, et M, GAMRLE ont tenté d'en
tenir compte [Réf. 9,3 et 9,4] .
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¢ - De méme, 1'indécision persiste quant 3 1'volution dans le temps de

la déformabilité des poutres en béton armé, due principalement # leur fissuration.

0,36 — Les méthodes qui permettraient de triompher de ces critiques se heurtent

actuellement 3 3 obstacles :

a - la complexité des phénoménes, et le nowbre de paramétres intervenant

sont tels que seules des méthodes de calcul numériques, par des procédés"pas a

pasﬁ A partir des lois non plus littérales, mais numériques, peuvent permettre
de calculer les effets du fluage. L'emploi de telles méthodes est rendu possible,
aujourd'hui, grice aux ordinateurs. Plusieurs commmications ont &té pr&sentées
en ce sens (MM. COHN et GDSH, LOSBERG et autres) ou le seront (MM, CRNCY, DAVIES,
DRYSDALE) .

b ~ 1'insuffisance de notre cormaissance actuelle des ph&noménes réels

constitue un obstacle plus grave. Elle doit inciter les laboratoires de recherche

4 développer leurs efforts en ce sens, mais aussi les constructeurs 3 effectuer

des mesures plus nombreuses sur les ouvrages réels, de fagon notamment 3 per-

mettre de tenir compte de 1'effet d'échelle.

¢ - néanmoins 1'Ingénieur doit se garder du souci excessif d'une préei-
sion illusoire. I1 serait bien vain, en particulier d'affiner 3 1l'excds (tout en
les compliquant de fagon bygzantine) les calculs relatifs 3 1'influence d'un seul
facteur, parce qu'on prétend savoir les mener, tout en négligeant totalement, par
ailleurs, 1'effet d'autres facteurs, qui peuvent pourtant importer, parce gu'on

ne sait guére comment les appréhender par le calcul.

Mais plus encore, 1'Ingénieur n'est généralement pas maftre(gt il ne peut
prévolr au moment oil i1 établit son projeg)des facteurs trés importants, tels que
les conditions futures thermiques ou hygrométriques qui régneront lors de 1l'exé-
cution de l'ouvrage qu'il 8tudie, ou bien de divers aldas de chantier tels que

des retards apportd@s au calendrier théorique de la construction,

0,37 - Le caractére alfatoire de tels facteurs, auxquels on pourrait adjoindre
le tassement des appuis des ouvrages, ne doit cependant pas inciter 1'Ingénieur
au scepticisme., L'essentiel est, pour lui d'avoir une vision claire de 1l'aspect

qualitatif des ph&noménes c'est-i-dire, avant tout, de ne pas les ignorer, et,
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d'autre part, de ne pas commettre d'erreurs grossiéres (comme, par exemple, con-
fondre le fluage et la relaxation, c'est-i-dire se tromper de |1 & 3)., Par ail-

leurs, l'absence de perfection dans l'exactitude quantitative des calculs de

1'Ingénieur peut n'avoir que de faibles conséquences pourvu qu'il 1'ait prévue,
et qu'il ait pris la pr8caution de réserver des possibilités d'intervention au
fur et 3 mesure qu'évoluent ses ouvrages. A titre d'exemple, de telles précau-
tions peuvent consister & réserver des emplacements pour loger des vérins sur
appuis, de fagon & ré&gler dans le futur la position des ouvrages, ou bien encore,
dans le cas de tabliers de ponts construits en encorbellement, A disposer, dans
la zone médiane des caissons, des gaines oili pourront etre éventuellement enfilés
des ca@bles de précontrainte, dans le cas ol les effets du fluage dépasseraient ce

que le projet avait prévu.

0,38 - Une derniére et importante remarque reste i faire. Les effets des défor-
mations différées ou thermiques du b&ton n'ont, en général, qu'une importance
secondaire vis-3-vis de ceux des charges extérieures. Ces déformations influent

essentiellement sur les états limites d'utilisatiom mais tr&s rarement en pra-

tique, sur les &tats limites ultimes. Considérons par exemple 2 structures iden-

tiques en tout point, hormis leur mode de comstruction, l'une &tant réalisée d'em-
blée, alors que L'autre est construite par phases successives. En &tat de service
normal, L'état de sollicitation de ces 2 structures différera d'une sollicitation
d'autocontrainte due i un systéme de réactions d'appui engendrées par le fluage et
le retrait du béton et dont la résultante générale est nulle. En revanche, ces

2 structures auront pratiquement les mémes charges de rupture pourvu que les ma-
tériaux constitutifs soient assez ductiles, ce qui est le cas du bé&ton et de 1'a-
cier. En effet, & rupture, se sera développé un Etat d'autocontrainte qui sera le

méme pour les 2 structures, et quel que soit l'&tat d'autocontrainte initial (I).

Remarquons que ce qui précéde ne s'applique pas aux cas d'instabilité
élastique, oli, toute déformation obtenue en service joue un rdle primordial dans
1'8tat limite ultime. M. FAESSEL a justement insisté sur l'extréme importance

que pourrait avoir le fluage sur le flambement des pi€ces comprimées en béton,

(1) cf par exemple les essais de mod&les r&duits des caissons pour réacteurs nu-

cl8aires de Chinon.
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0,4 ~ CONCLUSION - RESUME :

L'ingénieur ne peut plus ignorer que le béton est un matériau vivant

meme si les probl&mes que posent ses déformations différées ou thermiques ne

sont pas encore tous &lucidés.

Dés & présent, néanmoins, la théorie visco-8lastique linéaire dont les
principaux points sont exposés dans les chapitres suivants permet d'aboutir
assez aisément & une vision claire de leur influence, au moins d'un point de
vue qualitatif. Les méthodes d'analyse numérique, dont 1l'emploi est rendu pos-—
sible par 1'ordinateur, permettent ume analyse plus fine et conduisent 3 une

meilleure exactitude quantitative.

L'emploi de ces méthodes doit permettre de refléter les ph&nomdnes réels

avec une approximation suffisante pour la majorité de nos constructions.

Les nombreux progrds qui restent d faire ne pourront gudre provenir que
de 1l'observation expérimentale pratiquée dans les laboratoires de recherche ou

sur les ouvrages réels.
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PREMIER CHAPITRE

DEFORMATION DU BETON DANS LE TEMPS (1D

I - FLUAGE DU BETON.

I,1 - Loi du fluage linfaire :

I,Il - Le b&ton est could au temps 0, et laissé& libre de se d&former. Sa

£

Ce b&ton se raccourcit progressivement, en effectuant somn retrait,

variation relative de longueur est notée £ = L

suivant la loi g, (t).
Appliquons—-lui, 3 partir du temps to , 1a compression constante c‘(to) .

c(t
Le béton effectue instantanément sa déformation Elastique E,o(to).—. -_(_—’-)
E (t'_.)

oi E (to) est le module de déformation instantan&e du b&ton 3 1'dge t,-

Puis, la contrainte &tant maintenue constante, cette déformation aug-

mente progressivement (c'est le fluage) d'une valeur &gale au temps t 3 :

E, (5 )= € () P, ,¢) (avec P (k,,t,)=0)
La déformation totale, au temps (> t,) vaut donc (fig. 1) :

¢ - U_(.L_o)
(t) s [4 . Lf(t,,t)] & (t) ©

On pose : 1 - 4+ P (k,b) @
E (&, ,t) E (&)

comme Y(t,,t)=0 , E(k,t)= EL(L)

Par la suite, on pose : E(t,t)=E (&)

1,12 - On admet généralement que le b&ton obé&it au principe de superposition
de BOLTZMAMN [Réf. 2 et 3] . C'est 3 dire que si son taux de compression virie,

a partir de € , suivant 1la loi ¢ (t), sa déformation, au temps L vaut :

(1) Le présent chapitre, ainsi que le suivant, reproduit en grande partie la
théorie de CcourB [Réf. 4]
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t
Yo ()
E) = _Lt_t"_)_ 1 AT E (¢t
) Eeo T )EEe e M S
tO

Par intégration par parties, on obtient

_ ooy o2 (4 V4 3
&) = E(t) So-(r) bt(E(t,t)) o+ eEE

°

1,2 - Comparaison avec le comportement réel du béton :-

Ce qul prZcéde repose sur les 2 hypothéses suivantes, qui forment la

base de la théorie du fluage lindaire,

a - La fonction f(t,,t) ne dépend pas du taux de compression 0" appliqué.
En réalitd, cette hypothése ne se vérifie que tant que ¥ reste asses

fgible (inférieur au tiers environ de sa contrainte de rupture). Au deld,

1a déformation de fluage E*_croit plus vite que 0 ; autrement dit, un b&ton
comprimé A 200 kg/cm? subira un fluage sup@rieur 3 20 fois celul qu'il aurait

pris s'il avait &té comprimé i 10 kg/cm?,

Cette exacerbation du flusge avec la contrainte appliquée n'a pas &té

considérée dans les communications relatives au thEme ITT du symosium,

Si 1'on consid®re par ailleurs une section flidchie en permanence, il
faut, pour qu'elle reste plane (mais le reste-t-elle ?), que se produise, par
cisaillement entre les diff8rentes fibres du béton, une redistribution des
contraintes normales agissant sur la section. Le diagramme de ces contraintes
sur 1a hauteur de la section ne peut donc rester lindaire. Il en va de méme

pour les sections soumises & un moment loagtemps anpliqué, puis annulé@.

b - Les formules pricé&dentes ne font pas intervenir le signe de la contrainte
appliquée. Elles supposent donc que le fluage est un phénomé@ne réversible,
c'est 3 dire que : E‘-FI-_- U‘U—‘,),b] = - E—_;[_V‘(to),t] .

Les essais infirment cette hynoth&se (fig. 2). Si les déformations instan-
tanées sont comparables, 3 la charge ou 3 la décharge, il n'en va pas de
méme pour les déformations différées. Le fluage provoqué par ume décharge

est bien plus faible (et négligeable, en premidre approximation) que celui

di 3 une compression permanente. T.e premier se stabilise par ailleurs beau-

coup plus vite que le second.
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On pourrait presque admettre d'aprds GUYON [Réf. 3] que la déformation
d'un béton comprimé de t, 2 t‘, au taux constant ¢, puis déchargé, vaut au
1téri :
temps t ultdrieur £(t) = [4 F P ] - Lo & (1)
E(t.)

E (k)
DILGER, GHALI et KOIMTONRTS [Réf. 9—3] ont envisagé une expression du type

suivant :
E(t) = _é"_"zt_o)[ntp(t,,t)] - _E—V(_E) [44— R.. "P(l:h!:)] r E_(b)

oil le facteur de réduction R (t-t,) varierait de 0,6 3 0,9 quand (t-t,)
varie de 0 206 . NDe méme pour GAMRLE [Réf. 9-4] qui adopte des valeurs variant
de 0,76 2 1,0.

1,3 - Expressions courantes de LP(to,t)_:

1,31 ~ Le comité mixte CEB-FIP a admis [Réf. 1] 1'expression :

k-P(.tl.n‘-—’) = Cb(t,) Kt U:‘b“) @
ol - (k) est une fonction décroissante qui traduit 1'influence du vieil-

lissement du héton (1).

- Kb (E-t,) représente l'influence de la durée du charpement, avec

Ko ()= 0 e Ki(o0)=A

4 _ A+ Plh) Ko (E-E) G
E (t,t) E (t,t)

(Guelques expressions proposées pour les fonctions qD et Kt sont don—
nées en IV,

Remarquons que le comité permet de prendre une valeur constante pour

E(t,5) = 7=E (£, = 28 jours).

(1) Suivant la terminologie du comité : CP(_I:,) = [.KL K. K'_] Kd_(b,)

oll les divers coefficients dépendent de la composition du béton (KL) , des
conditions climatiques (K_) , de 1'&paisseur moyenmne de la pidce (K,) et
enfin de 1'dge £, du béton A sa mise en charge (K ) .

(‘,') peut varier de 0,6 (gros &l&ments en bé&ton confectionné avec peu d'eau
conservés en atmosphére saturée) a 6 (Eléments minces en b&ton confectionnés
avec beaucoup d'eau et expos&s A une atmosphére trés sdche). Pour les ponts
européens en b#ton précontraint courants, la valeur de ¢ est voisine de 2.
Pour les bétons de granulats normaux, de résistance R_'n 4 28 jours

E(Et) = 19 000 (R, » avec pour unité le kg/cm2.
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1,32 - L'expression la plus simple et la plus fréquemment proposée pour Kt

est la suivante : Kt (_t-to) - 4 2—°(U:—t:o) @

Maig elle ne refldte qu'assez mal la rEalité. Une approximation bien meil-
leure (CfIV,1) est obtenue par une formule du genre :

Ke(b-t)= 1- 3 A e~ Wil(tte) ®
avec Lz=1an , et Z-)‘L’-" ; pour chacun des n couples (X, A;)
on peut faire coIncide; un point de la fonction @ avec unm point de la

foncetion réelle.

Dans les 2 cas @ et @ » 8i 1'on suppose constantes les valeurs
de CPU:o) et de E (t,) , la déformation finale due % une compression cons-
tante 0 vaut :

E (=) = i':é—t—) (1+P)= €, (1+d) @

IT ~ RELAXATION DU BETON.

II,1 - lLoi de la relaxation linSaire,.

I1,11 - Alors que la fluage, consid&ré ci-dessus, a trait & la déformation

du béton sous 1'action d'une contrainte imposfe d (L), la relaxation est

la variation de la contrainte due & une d8formation imposée & (L).

11,12 - Bloquons, & partir du temps Y, , la déformation du bEton 2 la
valeur &£ (t,) . Régligeons 1'effet du retrait (&tudi& en II1,62). La con-

trainte du b&ton varie di&s lors suivant la loi :

U'Lb) = E’Lto) r(-tO)l:)
avec g (Eoits) = E (&,,8,) = E (&) )
11,13 - Si, A partir du temps t, , on impose 2 la déformation du bEton de

suivre 1la loi £ (t) , la contrainte varie, en vertu du principe de superpo-
sition de BOLTZMANN, suivant la loi :

t
ORI CORICAO R KA I GRS
t
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I1,2 - Interdépendance des fonctions de fluage g (t,,E) et de relaxation

plt,, k) .

A partir du temps L, , imposons & la déformation € (t) de conserver

la valeur constante & (t,) . On déduit, de (3) et de H

t
J 4 Ve (kD) ic E (k,)

E(rt,t) »c =1_E(b°,t)=—?(t”b) @

[
&quation intégrale qui permet, connaissant la fonction E(C, t) de déter-

miner la fonction de relaxation e i t) .

De méme (1) et @ donnent, pour une contrainte constante ¢ (t,):

t
S e(_'C't) ﬁbt__‘:uf) 4T =E(to)" ettonb)

€,

ITII - REMARQUES CONCERNANT LE CALCUL PRATIQUE DES EFFYETS DU FLUAGE ET DE LA
RELAXATION DU BETON.

I11I,] - On rencontre souvent dans 1'8tude des effets du fluage et de la

relaxation du béton des &quations intégrales de la forme

S 1t
SELt,t) = dz = F (¢t,,t) ®)

La complexité des fonctions E et F ne permet pas souvent de déterminer de

facon littérale la fonction, -:fl(t t)qui est 1'inconnue.

Cela est nfanmoins possible dans certains cas, tels que les 2 suivants.

~ (E-T) -<E
'I1I,2 - Premier cas : Kb(t—?:)=1 -e 3 Ft, ,t)= ae +b
'écr1t 3
t —-of (_b"t) _e(b
:](t) j d-¥(-c) 4+¢LC) _J °_L£L__C)4>(c)f,_____ott=ac +b
E (t) dz E (%)
bﬂ 2 L ]
°L ('t) d’ “‘;’:LH = 0; d'oll 1'équation intégrale donnant <f-(t) :
Y z
_4__ 1 d*“"] -0
E() au: 21+ 0] + [ E) 4t 1
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soit en posant g(t) = ‘g[_'l +d>(_l:-)] dt

E
- ¥ (T)
'#U:) = #(_t.,t): A 4+ B ECU) e aT
ot A et R sont 2 constantes 3 déterminer en fonction des conditions aux
limites :
Pour t = bo '*—Ltoito) — A

D'autre part en dérivant @ par rapport 3 bt , puis en faisant :

L - , on obtient

a B R d. -
E&i(tzt‘) = E(t) & F (&,,b=t,)

Y (L,
soit B = Qd ()ﬁt. (= (L‘o,t=tn)
dt
A} YE R (8]
pon R(tE)= Rt b +[ & F (b, e f E(z) e dz (17 vis

t

Exemples :
a - KRIGER [9,5] et T.NSBERG, etc [9,6] ont propos? des expressions de la

forme : I b
490:) = - t+c —xalb oL b

Dot : ;@(t,,t) = ;f.(ta,t.) + B gE(b) e (E+e) at

b - Dans le cas oii E(t,t)=E et (k) = & peuvent &tre considérss

comme constants @

B uE [ty
2{b,t) = £t 6) - L(1+d) dE (b b=t2) l_z - 1}@

ITI,3 - Dewxi&me cas E"'-'ﬂ‘a%]

Quand le bé&ton est assez Apé pour qu'on puisse supposer que [ U:,l:) =E
et ¢(t) = ¢ sont constants, 1'équation @ s'écrit :

.(b 14 ¢ K, (t-T) d*—(_l‘) dt = F (to:t)

. E i dT
goit, en posant B =t-t, : j 1+ ¢ Kk (8-T) ‘if’Lr) dr = Flo 9)—F(9)
E AT - A

(3
Consid&rons la transformée de LAPLACE de la fonction ‘é,((}) , 8oit

* = -
4] " = J u(8) e LA’

]
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et notonsg : tj_(e) - {[(}]*}- . Dol
EFAT AT
soit : E [rF
[ J = f [:f'] - = + & thl*

En adoptant 1 erpression @ pour K (9 . on obtient :

I{

* -
£(8)= 2(0) + E LF] *
1o b 2 A
[ P+
B. .
= 40)+ EF(®) - E [[F]* ﬁ]
+
Aol 4
a1 . sont 1 racines de 1'quation : Lk = - 2
oll les /51 sont les n racines de 1'Equation Zb — &
De 13, on tire les valeurs des 51'_ grice aux n équat_ions :
= > _Pi (i=1&n)
] 7 Py .
A noter enfin que : Z By _ ¢
7 P4 1+<p

Quand le d&veloppement en série @ de K U: ?:) est réduit 3
ses 2 premiers termes (h=1 , A=1 ), on obtient A= & (1+P) et B= ¢

Exemples :
—X(.b_bo)
a) F(t“t).e.C(‘l.—e, ) M trouve, avec O = E-t,
-¥e
(8) = 0+EC[—-——-€. +ZBC,
209) = $(0) e (1 f%(m
Quand t devient infini, EC_

4 (=0) = #(0) + e

fuand le développement en série de K est réduxt i ses 2 premiers termes,

[1 f““’"” ®yo - P are) (- }

V- (1+¢)

EC
soit quand \A/: {

$(8) = F(o) + ——3

—

(4 ~ e-oz(4+¢)9)
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b) FU:“I:)_-_ CZ r‘*.’. (4- C_d;‘(t-b")) . On trouve :
_ [_ L5 By P s i ]
40040 + EC [l Tpo g B2 S0y B ]

Feo) = $(0) + T%% 2

II1,4 - Critique de ces mé&thodes littérales.

Quand t devient infini,

Les 2 mEthodes litt&rales préfcédentes ne sont gudre exploitables en
pratique que moyennant d'importantes simplifications, en supposant notamment
que E(t) et P (t) sont constants, quel que soit 1'dge t du b&ton au moment

de sa mise en charge.

En réalit&, cet ége importe de fagon considérable, comme le montre
le tahleau gsuivant ot sont données les valeurs {(rapportées A celles ohtenues
#& 28 jours) des facteurs les plus importants. Ces valeurs sont calculées 2

partir des Recommandations CEB-FIP [ R&f. 1] .

t (jours) 3 | 7 28 90 365
R'(v) / R'(28) 0,40 0,65 1,0 1,20 | 1,35
E (t) / E (28) 0,63 0,81 1,0 1,10 1,16

» 24 1,0 n,91 0,86
g (v) / &, (28) 1,58 ! 9
P (t o) /P (28,00) 1,60 1,40 1,0 0,75 10,50
0
g{ (k=) / g.; (28,o0) 2,50 1,70 1,0 0,70 R

Les méthodes bas8es sur l'hypothése de constance de E et de ¢> (visco-
élasticité linZaire) ne peuvent donc prétendre 3 1'exactitude quantitative.
On peut néanmoins &tre assuré que les r&sultats qu'elles permettent d'obtemnir

sont qualitativement nettement plus proches de la réalité que ceux que don-—

nerait la théorie de 1'&lasticité linéaire.

Mais la prise en compte de tous les facteurs influant sur le retrait
et le fluage ne peut gudre étre faite qu'au moyen de mEthodes numériques.

Elles requidrent, le plus souvent, l'emploi de calculateurs électroniques.
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IIT,5 - Méthode générale de résolution numérique [réf. 4] -

tn

at{z)
L'Equation @ s'derit : F(tolt,‘)z ‘£ E1LC,C,.) Ii_ 4z

(]

On décompose 1'intervalle (to En ) en n intervalles (l‘:;_— €. 4)
assez petits pour qu'on puisse & 1'intdrieur de chacun d'eux, considérer
E (t,t) constant, 8gal 3 E .,

L= hn

e F(ng)e 3 = [ 4] - (e

En 8crivant cette &quation successivement pour i = 1, 2 ete..., n, on obtient

les valeurs des inconnues ‘.f.(.l:;_) par la suite d'Zquations :
'j— "F(.tﬂ) = F(-t")
E

4 4
B s o [Ha-He= Py

i
1

Tne méthode analogue a &t& utilisde par NILGER, GHALT et ROINTOIMRIS
[R.éf. 9,3] pour Etudier 1'effet des tassements d'appuis.

11,6 — Exemples d4'application.

II1,6t - Etude de la relaxation :

La formule @ s'identifie 3 1'&quation @ en posant :
20 = ¢ (508) o Flo b= - F(5E)= - Bl K, (bt

a —~ Appliquons la méthode du 8§ IYT,2

Flt, b) = - ¢(b) [4 - e'*(t't")] ]
; —at f C+pm] Az
g(bo E) = Q(L—,,t,) - ol 4>Li:,) S Elz) e €,
tE

o
soit, si E et ¢ sont constants

-t (1+9)(E-E,)
— E
R Lt k) = ___._[4+¢'e

quand t devient infini, =B , 8oit oUlod)= _.f’..-.(L) 15
legm s )= =10 00
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b - Appliquons la mEthode du § III,3
Adoptons 1'expression (6) de Kt (E-to)

—-ot (E-F)
F(t,,t)= "¢[’1—Z_‘-_>\¢e ].avec Z)HL =.

4 4 < By -pil(t-k)
E(to’to)_Eq;["’-F‘p—E—-} ?2': e ¥ ]
N By o ~Palb-te)

[4+4>+§ Py ]

En limitant le développement @ 4 ses premiers termes, on retrouve

bien @ &

¢ — Conséquences :

Les formules et @ montrent que @
- la relaxation se produit beaucoup plus vite que le fluage (soit, dans
les h{rpothéaes du § a préc8dent): (I +P) fois plus vite (1).

¢ (t,t)

- Ia diminution de contrainte due au maintien de la longueur constante du
b&ton est consid&rable : ici, g(eo) /o (0) = 1 /4+ ¢ .

Cela doit rendre prudent vis-a-vis des opérations dites de "compensation"”
destinfes 3@ créer des efforts dans les ouvrages en imposant des déforma-
tions permanentes (ex. = arcs, routes et pistes, réglage de poutres conti-
nues par dénivellation d'appuis : cf VI,2 d). Pour obtenir une contrainte
finale (~(ot), il faudrait exercer instantanément une contrainte

(o) = (4 +¢) o [(e0) . Il arrive souvent que 1'ouvrage ne puisse sup-
porter une telle sollicitation initiale, On esat di&s lors obligé d'opérer
par &tapes successives. En particulier on peut, comme 1'indique GNUYON

[réf. 3, fig. 4], accélérer la relaxation de la fagon suivante : on exerce
la contrainte constante 0, durant le temps t, , jusqu'l ce que la défor-
mation alors obtenue, & (073 y £, ) soit &gale A& la déformation finale que
1'on obtiendrait en appliquant en permanence la contrainte 0 (co). Au temps
t, » on peut diminuer la contrainte de 03, 3 U~ (e0) . Dds lors, la contrainte

restera constamment &gale 3 la valeur désirfe = ( [o0) .

(1) Rappelons que pour les ouvrages d'art courants, d) est voisin de 2.
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I17Y,62 ~ Effet du retrait ou de la variation de température.

Quant la déformation & (t) du b&ton sous 1'action de son retrait ou
d'une variation de tempfrature est empéchée, on retrouve le cas précédent

de la relaxation. La variation de la contrainte qui en résulte est donnée

par @ ou par @

Etudions par exemple 1'effet du retrait : £ _(t) [réf. 4]
t
4 D (T
Yaoyd - & (t) = \g a4t
B e'serit ,_() E(c,t) e
[+

qui est une &quation de la forme .

~-7E
si E,.(.b) = & () (’1 -e ) et si K_ a pour expressiom (&) ,
en supposant Cb et E constants, le § IXI,3_a donne :

-a(1+) E -Yt y
r(t) = - —=— & _(=0) [4 4 & Yo -e (1+¢)(¥-a) ]
1+ ¢ ¥V - o (1+d)
- quand ¥< o , 0 (t)dscrofe de 08 - TETE £, (=)
- - E & —'0((4+¢Jb4
- quand o <Y , ¢ (t) décroit de 0 2 gy r(=) |1+ de ]
avec la = F::(—(—‘I—:;)- Lo:, (.% , puis croft jusqu'a - :1_% E'_(oo)

- quand Y= o (1+), o ()= - 7%5 & (o) [4_._ e_‘b’bU _ cb)’t:)]

I11,7 - Méthode simplifife de TROST [réf. 9,1].

TROST suppose qu'il existe un "coefficient de relaxation" f cons-

tant, tel que :

o1 852 ue - p o] U2 4z < ¢ 40 [rla- o]

Ecrivons alors 1'&quation (3), avec ° t,=0, E= oo , en négligeant 1'effet

ob

du retrait, et en supposant que E (t) = E constant. Compte tenu de ce que
K (e¢) =1 , on obtient :
c

E &E(et)= 0 (o) [{+¢(°)]+ La‘(ob)-—a-(o)l + 54,(,_.) d.u'ét) AT

da
soit : g E(ed) = (o) [1+ )] + [A+¢ (o) ] [o(es) - o (v)]
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TROST em conclut que 1'on pourrait adovter, 3 tout tempns t, 1'ex—
pression
£ = r(ry TEIED | [y o] Ax 0N
E E
qui se substituerait 3 1'expression génfrale @ . n tel raccourci est
peut-&tre hardi. Néanmoins, NEVILLE et DILGER [réf. 9,2] ont trouvé que

cette méthode £tait en bonne concordance avec les résultats d'essais de

poteaux en bE&ton armé&.

a.&

Dans le cas de la relaxation pure ( It = 0) » on obtient :

Y (ks t)
- t -
O“U:) 0_(. o) [" Ta t LP(!:MI:) ]

III,8 ~ Pormules simplififes de DISCHINGER [R&f, 6] et de Franco 1EVI LRéf. 71.

Ces formules peuvent, en supposant E (t) = F constant, se mettre sous

£ :
ia forme £(t) = Téb) + _‘_é_ ia_(r) d%%__g) dr 4 E’,.U:)

Elle est erronfe parce qu'y figure, dans 1'intégrale du second membre :

®(r) av lieu de P U‘:—'C) i

Cette exeprssion s'fcrit aussi :

o £ &.G'(U)
£¢) = CO v aw]+ £ [[at-1] ST 4 v e (y

Cela reviendrait (fig. 3) i supposer que la part de fluage, obtenue au
temps t, pour une charge appliqufe 3 T , ne dépend pas de (f’(t—?-‘) mais
de [?Lt—o)— b 4 (C-—D)] , ce qui est Evidemment erroné et sous-estime

la viteasse du fluage.

Dans le cas de la relaxation pure (d-ﬁ/au;.-o)et en négligeant 1'ef~

fet du retrait, la formmle de DISCHINGER conduit & : ~9(b)
(k) = (o) e
formule qui tend 8 surestimer fa vitesse de la relaxation du bétom.

Comparons en effet les valeurs des contraintes finales 0 (o) obtenues

i partir de :
: == -¢
- catte formule de DISCHINGER, soit : o (=) = (o) e = 0o) e

Bg. 23 Schlussbericht
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. o
- la formule @ , soit (=) = 40—(‘:
+
pour diverses valeurs de < .
(o) P 0 1 1,5 2,0 2,5 3 5
/d"(o)
DISCHINGER = e 4 1 0,37 | 0,22 | 0,13 | 0,08 | 0,05 {0,007
formule @ 1 | 0,50 | 0,40 | 0,33 | 0,29 | 0,25 | 0,17
A+ P

La formule de TROST conduit & des valeurs intermBdiaires qui

semblent en bonne concordance avec les résultats d'essais [Ré!.’. 9,1

IV ~ EXPRESSIONS LITTERALES PROPOSEES :

IV-1 - Pour KI: U:- T):

6= t-¢ (en jours) 0 1 3 7 28 90 | 365 | oo

A4 _ e /00 o {o0,01) 0,03 0,07 0,24 0,66 0,97 1,0

caquor [3] 4 e_o.an{? o |0,09{ 0,16 0,23} 0,41 0,61| 0,85 1,0

(9.1] 1-5 N e %8 [ o 0,100 0,15 0,21( 0,42 0,61} 0,82 1,0

[9:3] 0,434 Log (B44) | © |0.09]| 0,18 0,27 0,44 0,59 0,77) oo

'[9,5] o o |06,03| 0,09 0,19| 0,44 0,75 0,92 1,0
30+ 06
[9,7] 0,2 Log ® — 0,37 <0 0,02| 0,39 0,53| 0,81 oo

A votsr gue la courbe donnfe par le Comité& CEB-FIP est bhien représentée
par la loi de CAQUOT (33me ligne) et celle de la 48me ligne (formule @ ).
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T (en jours) | © ! 3 7 28 | 9n | 365 oo

pE— a* ERE 1,6 | 1,6 | 1,0 | 0,7510,5 _
b 1, 1,4 | 1,1 {0,7 [ 0,50]0,3
[0.,3] _A%.29 2,1 |17 |1,5 | 1,35]1,0 | 0,71]0,43 | ©
5+ YT
[9.5] 03¢ + —F_|1,6 |1,55 | 1,5 | 1,4 [ 1,0 | 0,67 0,45 |0,36
3o0+C
[5] o,5+ iz‘;_ o [ 14,5 5,2 | 2,5 (1,0 | 065]|0,5 [0,5
(3] 432 - VT | = |07 1,5 1,3 | 1,0 | 0,74| 0,44 |-o0
! a‘a » [ ] »

¥ g : ciment normal ;

b = ciment HRI

355
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DEUXIEME PARTIE

ETUDE DES STRUCTURES

V ~— STRUCTURES ISOSTATIQUES.

Les conditions d'&quilibre donnent un nowmbre d'&quations &gal i celui
des inconnues, sans qu'interviemnne donc la valeur du module E de d&formation
du béton.

La valeur des efforts sollicitant une structure isostatique ne dé€pend
donc pas de E, méme si ce dernier varie avec 1'abscisse cle long de la struc-

ture, ou avec le temps t. Elle ne dépend donc pas du fluage.

Celui-ci n'influe donc que sur les déformations de la structure et
€éventuellement sur la répartition des contraintes (de résultante constante
sous l'action d'efforts extérieurs constants) dans une section, notamment

dans les ouvrages en béton armé.

Ces calculs sont basés sur 1’hypothdse de conservation des sections

droites planes.
Dans les ouvrages en bé&ton précontraint, il convient de prendre en

compte la diminution de 1'effort de précontrainte due au raccourcissement
m -

des armatures did au fluage et au retrait du béton.

V1 — STRUCTURES HYPERSTATIQUES.

VI,! — Dans de telles structures, la répartition des efforts dépend de leur
déformabilité, donc de R ( =, t), Elle peut, par conséquent, dépendre du
fluage.

Considérons la structure (2 ) n fois hyperstatique, soumise aux
forces extérieures X _, appliquées aux points A, . Soient R_"_, les réac-
tions hyperstatiques inconnues, appliquées aux points B P (4 =12an).
Associons lui la structure isostatique (Zo) obtenue en supprimant dans (2 )

l¢s n liaisons hyperstatiques j§.
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VI,2 - Cas ol le b&ton a le méme dge, c'est 3 dire oft le module de défor-

mation totale, E ( t, , t) est le mdme sur toute la longueur de la structure.

Cette hypothése fondamentale n'est vBrifiZe que dans certains cas
tels que la réalisation 3 une &poque donnée d'une poutre continue & partir
d'éléments préfabriqués ayant tous le méme 3ge. Mais elle permet d'aboutir

aisément 3 des résultats intfresssnts, comme on va le voir ci-apris.

a ~ NDans ces conditions, si au temps t, , nous appliquons & la structure

associée (Zo ) les efforts constants X en A et R en B

4 i le déplacement

v, du point B, vaut au temps t (> t,)

Vie (£, ) = Eu-.,t) [_Z “ox; +'Z_ L* R,‘_] ©

ol 0\: et bw sont des constantes catact&rlsuquea de la structure &tudiée.

Dans le cas oll les efforts X et R.)-‘ varient A partir de t, (1):

Vi (s k) = EL [Za X (&) +Z bY R, (t)]
4 ot AXi () YRy (@)
’ §ELC,\=)[Z¢‘ Y ZL }z: ]&r

L]
soit, en intégrant par parties !

sl = A [Z el X+ Z ST

i EU: t)
- %(E‘l&t)) (7o X+ T V¥ R, (0)]az @

-]
b - Cas oii Ia structure est réialisfe d'enblée suivant son schima statique

définitif (par exemple par coulage sur cintre).
Considérons tout d'abord la cas ol tous les efforts sont appliqués simulta—
nément, 3 t 0 *

A tout temps t, les déplacements des points B, sont nuls .

Si donc les efforts extérieurs X, sont constants, il en va de méme

pour les ré&actions R,}'_ qui sont données, d'aprés @ par :

T al X +E?_'_b:'11@=o

(1) Parmi les efforts X variables avec le temps figurent notamment ceux

dus 4 la précontrainte, dans les ouvrages en béton précontraint.
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Nous appellerons ces réactions R

r

8i les efforts X. varient dans le temps, il en va de méme pour les
reactions R 4 dont les wvaleurs 3 toute &poque t sont donnfes, d'apris @

par @

T oo X (6) + 2 by R (4 = O ®
: 7

Cette relation reste valable dans le cas o) les efforts X ;. sont ap-

pliqués 2 des temps différents :

Au temps t [ est appliqué 1'effort X (t . ) qni développe des réac-
tions R.,; U-';)CQlles que : a.: Xo + Z l‘k ; = 0
@ séerit : Z Z F
t X (& bl R, (¥
e (6] = ELt ,b) [a : )+‘ ( )]

-2 j (ELL-I:))[ (”)*Zl’*z (")] p

comme Vo t) reste cons mn aul :

et , come T bFR; L&)=ZL*(ZKL~))= z\, R.U')

on retrouve latelation

Par conséquent :
Quand le module de déformation du béton est le wéme sur toute la longueur
de la structure, l'équilibre d'une structure hyperstatiqua, réalisde d'em

blée, et soumise 3 des forces extérieures variables ou constantes, est le

méme, 3 chaque &pogue, que 1'Squilibre &lastique, correspondant 2 un module

de déformation constant.

Le fluage et le retrait n'influent que sur les déformations de la

structure. Elles sont 3 calculer en prenant en compte A chaque &poque t, le
module E (b, b))

¢ - Effet des tassements d'appui :

Supposons que 1'gppui Bk tasse progressivement 3 partir du temps b,
suivant 1a loi Vv, (k) . Cela provoque des variations des réactions d'appui

AK&(L—) .
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Si la structure se comporte de fagon &lastique, ces variations

A R, (l:)sont connues, et se calculent 2y moven des n &quations :

= b¥ K= 4
v (6) Ew Z AR (¥) ( in)
Comme en ré&alité, 1e module de défomation varie avec le temps, les
variations réelles A\ R*[k)dlfférent de O R - U‘f) et sont données par :
v, \;-____- AR (E) + L?S'}AR_?U:) i
 (¥) E (t,,b) Z 3 (%) Z L~ ¥ E(zb)

D'oli, en &galant les 2 équations precedentes et comme le détermi-

nant “)3'#0 Pl

ARG () AR (8 j IBR;(z) At
_—_— . = et 4
E (%) E (&, ¢) E Elz,t)
expression de la forme @ AR.' (t) peut donc se mettre sous la forme
@ s 80it en intégrant par partl.es :

)g( k) ]
AR;(&) = E(t [AR*(_!:) g(bb)-jAR. (T) T dt

t -—
soit, dans le cas ol K, (t-Z)= 4 e ot(b-2) :
| € - (e z)
dzT

* ¥*
. = " {E) — :
DR, (b)= ORI () - <¢ Ltm?(c)
d) Compensation des ouvrages hyperatatit;gen.

Elle consiste & régler la répartition des efforts dans les ouvrages en
imposant, au temps b, , a leurs appuis B des déplacements constants V“U_:.).
On provoque ainsi des variations des réactions d'appui, AR", s qui &voluent

au cours du temps.

Reprenons la méthode du § précédent., Les valeurs des AR}" sont

constantes .
4 I 4 %
K( o) = EUT.) Z Ln AR‘@
*
D'odt : AR (K) a A_K__t' t, k)
L er O

soit, avec 1'expression (5) de K (E-t,)
~at (1+$)(E-F,)
AR lo - BREE (”[_4+<Pc ’ ] (
. - Ali ts)
AR‘}' (=) A+

Les efforts de compensation diminuent donc rapidement dans le temps, et
de facon considérable.
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e — Cas des structures réalisées par phases succesgives :

De plus en plus, les ponts en bé&ton précontraint sont r&alisés par
trongons, assemblés ensuite, sous forme de travdes continues, par précon-
trainte, Il en va ainsi, notamment, des ponts réalisés en encorbellement, ou
sur cintre auto—porteur, ou par travées indépendantes préfabriquées puis ren-—

dues continues.

Ces modes de conmstruction répondent au double souci :
- d'&conowmiser sur les cintres et &chafaudages
~ de réduire trés fortement les déformations différfes que subirsient

les trongons s8'ils &taient laissé&s indé&pendantsa.

Dane ces ouvrages la premi@re partie des déformations (instantanées et
début de fluamge) s'effectue librement., Puis les liaisons hyperstatiques in-
troduites par les clavages emp@chent le reste de la déformation différBe de
le faire. A cet effet se développent progressivement dans les sections de

clavage des efforts qui assurent 3 toute &poque les déformations imposées.

Ces efforts sont dus A des variations progressives, AR , des réactions
d'appuis de 1'ouvrage. L'ensemble des DR constitue évidemment, 3 chaque

temps, un systéme nul,

Considérons une structure (Z) n fois hyperstatique, obtenue par
clavage, au temps t_, , de p liaisons dans une structure (24) initiale-
ment construite, et qui est (n - p) fois hyperstatique . Ces liaisons sont

r8alisées dans les sections C,} .

Soient R j = 1 & p) les réactions hyperstatiques supplémentaires
introduites par ce clavage. Soient X les efforts extérieurs appliqués 3
(z_‘) au temps t < t, , et restant ensulte appliqués a(Z)

Soit (Zo) la structure isostatique assocife, ohtenue par suppression

de (n ~ p) liaisons dans la structurre (Z a2

Si (Z) avait &té r€alisé d'emblée sous sa forme hyperstatique défi-
nitive (par bétonnage complel: sur cintre, par exeuple) les réactions hyper-

statiques seraient R;} telles que : Z a Xo + 2__ 51' 1’
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o » les forces X 3 (Z ) . La déformation

des sections (:.< qui en résulte au temps L, vaut :

Appliquons, au temps t

& .
E,. t = a X
VK L [ -1) ELbo't4) Zi_- % [P

A partir du temps t4 » le clavage force cette déformation 2 rester
constante (1) ; il en r8sulte progressivement les r&actions de clavage

telles que au temps € : .

Ve (Es \By) = . Z“-: Xo + Zh: g-b__A__L_K'(t) 4T
E (b5 ¢ ! C E(z,t)

A
soit en &liminant les X, et en intégrant par parties :

. t
1 2 WV R*_ S WF S VAR (2) AT
[E(t.,t) EU%M] % <t %’ ) T E(z,t)

t‘i
équation valable pour tout K ( K=4 & .1\.)
D' oil E
[ 44 ]R.‘",‘ _ [u&ﬂz) At
E(t,,&) E (k) L u VT E{z,t)

C |
Avec l'expression @ de Kb (l:-t,), E et CP constants, on obtient :

£ —ol (b,-t,) —ol (1+P)(E-t,)
AK?U:)= AR.,&U:_,)-}- R.*:% e [’l-—c ]

soit, quant b devient infini :

* -of (.hs" t')
£SE_§ (e0) = lSFLi_(yd + Ry :;gig e

le plus souvent, la réalisation des clavages ne modifie pas instan—

tanément (au temps L, ) les réactions d'appui: AR.,J-'(E,‘) =0

Les formules précédentes montrent que la répartition des efforts dans
la structure va progressivement se rapprocher de celle qui régnerait dans
1'ouvrage si celui-ci avait &t& initialement r&alis& suivant son schéma sta-

tique définitif.

(1) T1 peut, en réalitd, s'agir d'une d&€formation absolue (par ex : imposi-
tion d'une fl3che constante en un point par mise en place d'un appui fixe en
ce point, & £, ) ou d'une déformation relative (par ex : différence des

rotations des sections extr@mes en regard de 2 trongons rendus continus).
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Considérons, par exemple, une suite de travées ind&pendantes préfa-

briquées au temps t_ , puis rendues continues au temps t,‘ . Les moments

-]
sur appuis intermBdiaires, tout d'ahord nuls vont progressivement crofitre

jusqu'3 atteindre la valeur :

Mi(”): M.}*_%’_ r:du:rt.) s off M.;désigne le moment sur

appui 1 que dé@velopperaient dans la poutre continue les charges (appliquées

au temps to ).

Dans le cas oit les charges X_ sont appliquées 3 des temps T, < t_. ’

on obtient, en opfrant comme au $§ b :

. $ _ —ot (1+0)(t-t,) ;.-* -—e((t1—t';)
AR, () = AR, (k) + 21— ¢ thtt} e

Considérons par exemple le cas d'un pont 3 une travée réalisé au
moyen de 2 consoles encastrées sur culfies, et construites symétriquement

en encorbellement, puis rendues continues & la clé, au temps b, .

Le moment dans cette section, nul au temps t_' s vaudra au temps
t>c, :

- $)(E-t,) s A —'C-)
M () _L4+¢ [1 e J % M e

oil M;_* désigne le moment 3 la cl8d que développeraient dans la poutre bi-
encastrée les charges X.-_ réellement appliqufes au temps T (< t,) x

* -<L(t-T;)
Le moment final 3 la clé : M(oe)=1f¢ ZL.ML e !
est donc &gal au woment que développeraient damns 1'ouvrage définitif les
~wt (b~ T )

charges fictives : )(a* = :

Nous n'avons considéré ci-dessus que les efforts X, avpliqués 3 la
structure avant clavage. Las efforts appliqués aprés la réalisation de la
structure d&finitive ne sont pas en effet modifiés par le fluage. Dans les
ouvrages en béton précontraint, il faut néanmoins prendre garde 3 ce que,
pour les armatures de précontrainte mises en action 3 t < ., les pertes
restant d effectuer aprds [, agissent sur un schéma statique différent
du schims initial, et ne sont donc pas en affinité des efforts de précon—
trainte initisux. |
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VI,3 - Cas oit le module de déformation totale varie sur la longueur de la

longueur de la structure (1).

Ce module E (x,b,,t) est alors fonction :

- non seulement des temps b, , de chargement, et L d'observation
- mais aussi de 1'dge du béton, c'est 3 dire de son absacisse > dans

la structure.

On ne peut plus alors séparer % et le counle (t‘,'b). En particulier,
1'équation @ qui constituait la base de la partie VI,2, doit &tre rem—

placée par

S ¥ i
Vie (Fo ¥) = 2z A, (B8 Xi o+ Z B, (b¥) R4
: 7
et (dans le cas ol les efforts sont variables) . par

v (Eo,E) = Z A, L, E) X, (t)+25‘*(t=.,v) R ; (k)
+ZJA (e,6) Bl ae ZJB (st) 2240 ue

En ce cas. seules des méthodes de résolution numdrique (analogues a

celle présentée en I11Y,5) peuvent €tre utilisées.

On remarquera que la répartition des efforts dans toute structure hy—

perstatique, méme de schéma statique invariable, est variable avec le temps.

Quant sux structures r8alisfes par phases succesaives, les efforts
induits par les clavages successifs se calculent en &crivant le respect des

déformations imposées, & chaque temps.

1) C'est notamment le cas des ponts construits en encoxrbellement (avec vous-
soirs coul&s en place) ou 3 1'avancement, travée par travie, C'est encore le
cas des sections composites, formfes de deux b&tons d'Ages différents.
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TROISIEME CHAPITRE

ETUDE DES SECTIONS COMPQSITES (dans le béton est supposé ré&siter 3 la tractionm).

VIii,iI - Généralités,

L'équation domne, en intégrant par parties :
P

o(t) = E(t) - E(t) - | £lx) B—:(;—’Qat'c

| 5

soit, en supposant que E(t) et @ sont constants, et en adoptant 1'expression
pour f> s £
- X4+ d)(E-%)
oft)= E [E(E) -l P E(’r) e aT @

k

[}

VII,2 - Caractéristiques géométriques des sectioms.

a) Nous considérons une section constitufe par 2 parties dont chacune

a méme plan moyen Gyz. La partie i (i = | ou 2) a pour aire : B, centre de gra-

vité : G. , et moment d'inertie propre : I; . Son module de déformation instantanée

R A

supposé& constant est ELV . Hous posons : C%Gz =3 j E& =n
— A

La section totale, homogénéisée par rapport au matériau de la partie 1

pour :

- aire : B~ B + nB,

| N
centre de gravité : G, tel que G.;G = _5_-3 B ] 172 B

2 Bdez_
)

Les ordonnées comptées A partir de G sont notfes : p i partir de

moment d'inertie : I = 11 + nl, + a
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b) Hypothi#ses fondamentales :

- Les gections droites restent planes.

- Le b&ton r#siste & la traction et n'’est donc pas fissuré.

VII,3 - Sections mixtes acier-béton, ou sections de b&tom armé.

VII,3] - Le bédton comstitue la section partielle I, et l'acier la section par-
tielle 2. Pour plus de clarté, nous remplacerons l'indice 2 par l'indice a (a =
acier).

VII,32 ~ Etude de 1l'effet du fluage.

a) Supposons que l'on applique, 2 partir du temps O, les efforts
extdrieurs constants : effort normsl N et moment fléchissant (d'axe 6Z) =~ M.

Les contraintes normales sollicitant la fibre d'ordonnée Y valent :

- au temps 0 :

A (O,Y):—%- + —M—£/— pour le bé&tom
@
9% (0,\/)2 m. o (0;\/) pour l'acier
~ au temps t : £
—a¢+d) (t-7)
o (£,¥)= E, [5(&,Y)-o(¢ S(t,\/) e d"CJ
q; (5,Y) = E5 &, (t,\/) -mE £(5Y)

b) L'hypothése de la conservation des sections planes s'écrit :

£(e,Y)= Y. ¥(E) + 5(¢)

¢) L'équilibre entre les efforts extérieurs (N et M) et les contraintes

entraine :
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t
| o+ b)(t=T)
N_-Bst-«d B (e X t[scr)_b ¥(7)] dt
F ‘ @)

: (famED r
M2 130 -ud 134].3 WO (B e8)-5 8@ dT

A
(-]

soit, en dérivant par rapport @ t et en Eliminant 1'intégrale

N(4+¢’) B,
ze = SOl £ PR

M@+d) L+ Bbs Y, 4
LE, 8l o b - Zexebe)] 1 2

D'oldl, en posant :

_ N XU+ _m XD o Byl .. 1,48}
v_N-"-‘;E"Tl kM = a[nb (1B guafebt- 1B

&:oﬂ#%h jj':ddﬂ;‘%-jA: fg-ﬁg
_Bt = ~Bt
Kep +(F ﬂ) K, @ E

5(,_: V%-[A-‘R F’4—3

(&) A +( )& 3
-V, -B,t -Kt

ﬁ(t):j%—i+K4eﬁ +Kzep

ol ﬁ‘ et ‘32_ sont les racines de 1l'&quatiom : (‘g— @) (% _ﬁ)-—-R_J' = )
et K, et K, 2 constantes A déterminer par les conditions obtenues su charge-

ment (¢t = 0).
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Au bout d'un temps infini :

() = i%l:_a. __ dfgf)[ * (M+ Nb)__ {4.,.4:(,4- __)”

Y (<)

!
I

pA-Y5 &) [4,3 (M+Nb4)_.ﬁ-(4+¢)]
A AE,

q; (0, Y) = [4+¢) (~+ ) CP AL, {

0, (00)Y) = m (1+) G (,Y)

(Y+ b )+ % ”

valeurs 3 comparer avec les valeurs initiales @ » ©@n remarquant que le terme :

B,

8 11 n'y avait pas d'acier.

M+Nb, N ;
( ¥ (Y b) + = ) représente la contrainte qui agirait sur le béton

lLes contraintes dans le béton diminuent donc progressivement, gu dé&tri-
ment des contraintes dans l'acier. L'axe neutre (fibre o la contrainte développde
par la flexion simple est nulle) se rapproche progressivement de G , c'est—a~dire

de 1l'acier, puisqu'’il passe de la position Y = 0, au temps O, A la position :

<
Yz — au temps infini
1+ S

d) Mais il est bien plus intS8ressant de présenter les tésultats pré&-

cédents sous la fofne suivante :

Posons : M, =m (4+ ) . Appelons K, la valeur de la gram-
deur quelconque K obtenue en remplagant n patr n,, s ainsi :
= . 8B
BozBrm(®)A  hoza(ed)2h | b, = 2P
o

Lo= Li+m ()T, +3*m (444) 22
o0
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A = “1___1'00 B

‘Wous obtenons : Y ,» et
N (M- NYy) _ _
0»; (00,7) = By + T.s Cy-pco) i 9 (co’y)" moo Oi; (oo,Y)
ol : 9 -;-G_(; = bzm.d’A est l'ordonn&e de l'axe neutre final.(n
- oo Bs y

Nous retrouvons donc bien les résultats classiques, suivant lesquels
les caractéristiques géo—mécaniques des sections et des contraintes qui les sol-

liciteant sont & calculer :

~ gous l'action d'une charge instantanée :

avee la valeur instantsnée du coefficient d'équivalence : M=

™
NN

— sous l'action d'une charge constante, aprés une longue durée d'ap-

Elication :

avec la valeur du coefficient d'&quivalence : My =M (‘HCP)

e) Remarques :

~ 8i le moment d'inertie propre de 1'acler I est négligeable par
rapport 3 I, moment d'inertie de la section totale (cas des sections en béton
armé), la contrsinte normale sollicitant le b&ton reste constante, malgré le

fluage, sur la fibre d'ordommée: Y’1 = -L
Lo _4
L

~ $1i le moment d'inertie propre du b8tom, I 4 s qui est relativement

négligeable (cas de certaines sections mixtes acier-bétom), G, reste constant
sur la fibre d'ordonnée : Y _—_._')29___
I (4+9)

VII,33 - Etude de l'effet du retrait du béton :

{I) On peut Ggalemant rep&rer la position de G, par la relation suivaute :
6,6y = "‘ao'%— = by
o
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a) En ce cas :

a; (8) = Eg
) _&k(A+P)(E-7) J

G () =E [3 ou?][e )-£, (v)] e dt

En désignant par E,,b (t) la loi du retrait, que nous supposerons ci-

aprds etre :

£ )= & (e ')

De 1l'bypothése de la conservation des sections planes, on dé&duit :
E)- €, (F)= Y ¥(E) +5(E)

Dans les équations@ , les premiers termes sont donc & remplacer :

(g_)par i E—ﬂb A Em(HJ et (—g) par :[:mAbz 5,,' ({')j
Ces équations ont pour solution : .
S(t) = -€, ”_:;’“f___ ek Pk
_ﬁt ﬂt B-3g _ﬁt
ooA md’l _ ¢‘ ¢ )
i [ma,o (I+Ioo a) e © J (

oil Ill et K‘z sont 2 eonstantes 3 déterminer en fonction des conditions

initiales.

I+'n<bIa A 4>4\.8AB 4_8B47 Z’I“d)bbz B,

Notons que
Too BB Loy 1 o 1320 Io

Au bout d'un temps infini, nous obtenons donc :

Flon) =85 [ 3y - 2t (R

=& E,m, Asm[ (4 B %Aa)]

Bg. 24 Schiussbericht
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0“(00 ):_5 £ ""aoaAB4y 'nwA I+m¢Ia
’ " BT
] o]

~ Ab oo
T Ea‘%[“®»*f£‘ﬁ;ﬂ

b) Les diagrammes des contraintes 0; (co0) et ”-;:1; 0;(06) oat
donc méme pente (Bgale & : - Ea S,b "o/ %20y, I1s sont séparfs par l'intervalle :
Ioo
n
Moo

qul représente la différence de variation de longueur, Ew » qui n'a pi s'effec-

tuer librement (cf. fig. 6).

¢) La fibre du béton ol 1'influence du retrait est nulle a pour or-

Too
Y'L: pao - aBi

donnée 3

Dans le cas o 1'on peut négliger I 3 devant I, cette fibre de retrait
nul est confondue avec la fibre de fluage nul (Yv. = X‘L ; cf. paragraphe VII,(3Ze).

VII,4 - Cas des sections composites composées de deux bétons différents.

VII,41 - Notatioms :

Considérons une section composée :
~ d'one partie de béton B, coulfe au temps O, chargée au temps t,
par l'effort normal N et le moment fléchissant M, supposés dés lors constants,

~ et d'une partie de béton complémentsire, B, , coulfe au temps t,
(>E)) au contact de B , dont elle est d2s lors solidaire.
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Nous supposons que les 2 bEtons ont méme coefficient @ (supposé cons-
tant) et méme loi de variation de retrait dans le temps, mais qu'ils n'omnt pas
mémes modules de déformation instantanée (E, /E, = u).

Nous nous proposons d'étudier comment &voluent les contraintes diles
3 N et X avec le fluage, et quelle est 1'influence de la différence de retrait

entre les 2 b@&tons B,1 et Bz v

VII,42 - L'bypothdse de congservation des gections plames s'&crit, pour toute
fibre d'ordonnée y(ou¥) :

-pour 0 <t {ty ¢ 54 (t‘,‘d) = fn(t‘)
- pour e, (<t ¢ £, (by)= [A+ P S IR EATRACR T

N M
e ()= Bﬁ—rf-

- pour ¢, <t : £, (£,Y)= £ Y)-E, (&,Y) =Y U+ 8(E)
avec : K(t,‘): g(t‘):O

D'aprés @ » les contraintes normales agissant au temps t > 51_“"“ t

- sar B .
g (ty)=£E [ (&4 */)+Y7f(e)+8(&)
ta
to _ & - {4 b) (E-7)
—4¢ {j d('ﬂ- )(L' ’3?:-'- j[-g C ('Z)-}-D (’C)]?, AT
@ o A
t ‘ ..o((4+¢) (t-)
+ | £, (L- Y +Y¥ e+ 6t)Je d'c}

21

~sur B :

- a{i+®) (-7,
G (£Y) = z{)’?f(b )+ 6(E)~ atd>ﬂ:m(fc +S(‘c) gl a)L'cJ
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En utilisant l'expraession . pour calculer ¢ ( ) et &liminer

les 2 premidres intégrales figurant dans le second membre, il vient :

G (5Y)= % (8Y)+ [ BEAR )""‘(t t_] [4 4;:’”“’)(“47

+ EE—"— o, (E,Y)
2

Ecrivons 1'E&galité entre les efforts extérieurs appliqués & la sec-
tion totale (effort normal N et moment fl&chissant : M - m;,l ) et la résultante

des contraintes 0' et 05' 11 vient :

—o (44 ) (E-E, —aUsd)(t-T)

j E
ety I J:. i smsz( )
[NC{D ( ]L — &;B 'C)e T
5

t
- () (E-E) —a(+d)(t-T)
(k) Ll } ¢
{(:M-Ng)% +HEB E L) [ e SY(E)-ad| e dt

%

systéme d'6quations dont la solution est :

M) [ el
o) = ("-3 ) L3 be )-- 5 5';&4)}

81 la section totale avait &té réalisfe 4'emblSe, elle surait &té soumise, 2
tout temps t > t , aux countrsiotes
o

* _ »*
o Iy e gT)=mg )
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En réalité, elle est soumise, au temps t > t4 , 8ux contraintes :

~alt,-t, i )
i)=Y e )[ca*(v)—r;(a,v)}m (\/)J(,,_e“'““i’)(e “)

avec o/;'n, (Y) =

E b, B I
“_"4) £, () 2 (Y+3§;)

~ol(E,-t, ~ o (A ) (E-£4)
AN 4Tq> e )og*(Y)N;n(")J (1-e )

Ea

bz’"'Bz |

ca (Y) 1
o 05"()"/1+4> 24) I (7“84»32)

Ces formules montrent que :

-~ Les contraintes émigrent progressivement du béton 1 au bé&tom 2,
ce qui soulage domc le béton le plus ancien; les contraintes se rapprochent
donc des valeurs qu'elles auraient prises si la section avait 6té r&alisée

d'emblée sous sa forme définitive.

- Ce transfert de contraintes est d'autant plus faible que le bétom |
a effectué librement une plus grande part de son fluage, c'est-2-dire que (ti -ty )
est plus grand.
obtiendrait :

Par exemple, pour # = 2 et t, = ¢

o
z ¥ _2
Gh)+ 39T 5 % %19

on
*
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AY Y
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Figure 6 — Contraintes finales dues au retrait
du bdton (compressions comptées positives).

AY 1\ ¥ Deformations
ey -7
//G// & /

M( N’%g/ "b1

1
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3 t>t1

N
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Figure 7 — (en pointillé : d&formation du béton By a4 t > ty, en
1'absence du béton Bz).
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