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Folgerungen aus Theorien und Versuchen fiir die baupraktische Untersuchung von
Kriech- und Relaxationsproblemen in Spannbetontragwerken

Calculation of Creep and Relaxation Effects in Prestressed Concrete Structures

Conséquences des théories et des expériences permettant des recherches efficaces
se rapportant au fluage et a la relaxation dans les constructions en béton précontraint

HEINRICH TROST
Dr.-Ing. Prof.
Technische Universitdt Hannover
Deutschland

Neben der Gewidhrleistung einer ausreichenden Sicherheit gegen
kritische Zustidnde muB man bei Spannbetontragwerken die Spannungs-—
und Verformungszustidnde unter Gebrauchsbeanspruchung untersuchen.
Im Gebrauchsbereich kann der Stahl als ein elastischer Festkorper
angesehen werden, fir den das Hookesche Gesetz gilt; dagegen zeigt
der Beton neben elastischen Eigenschaften ein zeitabhingiges Ver-
halten, Bekanntlich ndhern sich aber sowohl die Kriechverformung
(unter konstanter Spannung 6,) als auch die Spannungsrelaxation
(bei konstanter Dehnung €,) festen Endwerten, die unter anderem vam
Belastungsslter des Betons abhingig sind; deshalb kann man den Be~
ton physikalisch als einen viskoelastischen Festkorper mit zeitab-
hingigen Materialkennwerten bezeichnen.

Wenn Stahl und Beton in einem Verbundquerschnitt zusammenwirken,
ergeben sich auBer den nachtridglichen Verformungen zeitabhingige
Anderungen der Last-,Eigen-und Zwingspannungen. Zu ihrer Ermittlung
muf man also die Beziehungen zwischen Spannung, Dehnung und Zeit
bei den einzelnen Baustoffen Stahl und Beton kennen sowie die Ver-
tridglichkeitsbedingungen des ebenbleibenden Verbundquerschnitts und
eventuell des statisch unbestimmten Tragsystems beachten,

1, Zeitabhingige lineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung des Betons

Als allgemeine Grundlage in der Theorie des linearen Kriechens
dient das Superpositionsprinzip, nach dem bei viskoelastischen Wexk—
stoffen mehrere Spannunggzustinde unter Berilicksichtigung der Zeit-
dauer ihrer Einwirkung und des Zeitpunktes ihres Beginns iliberlagert
werden diirfen. Im Gebrauchsbereich ergibt sich danach fir einen ein-
achsig beanspruchten Betonstab, auf den mehrere Spannungsstufen zu
verschiedenen Zeiten ti aufgebracht werden, die gesamte Dehnung
als Summe der jeweiligen elastischen und Kriechdehnung sowie des
Schwindens nach [1] bis [4] zu

(1)  E(Y) = Elty) [1 1Lt Lo jf >_ Elt)[1+plt )+

= B2 [ +hoip flt]# 2- 55 [11-kesfu f1t )} 6.0 5.
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Das NormkriechmaR gy und das Endschwindmag 6,0,, sind entsprechend
den Bauwerksbedingungen (klimatische Verhidltnisse, KorpergroRe, Be-~
tonkonsistenz) im allgemeinen in Vorschriften angegeben; der Ein-~
fluf des Belastungsalters (Koeffizient k) auf das Kriechen ist aus
Fig. 1 und der zeitliche Verlauf des Kriechens wie auch des Schwin-
dens ist aus Fig. 2 zu entnehmen, die als statistische Mittelwerte
fiir Normalbetone 1n1}]entha1ten sind. Die Ausgangskriechfunktion
z;[tt,)-kc V[{ﬂlst als Kurve 1 und die zur Spannungsstufe Aé&(f/gehorige

riechfunktion ¢f’(ﬁt¢)=k YvflE-t;)ist als Kurve 2 in Fig.3 dargestellt,

Mit der zeitabhidngigen linearen Spannungs~Dehnungs-~Beziehung (1)
muf3 man sowchl die Kriechprobleme -~ die Ermittlung der Forminderung
bei bekanntem Verlauf der Spannungen - als auch die Relaxationsprob-
leme -~ die Bestimmung der Spannungsinderungen unter vorgegebenen
Formidnderungsbedingungen -~ unter denselben Annahmen flir die Kriech-
funktionen ldsen konnen,

Nach AbschluBR des Kriechens und Schwindens erhidlt man den End~-
wert der Dehnung bei einer gegebenen Folge von Laststufen mit

- = AGG)
(2) €W, B2 (ki) + 5 2 (f thig,) 46,
Wenn die linke Seite mlt einer Dehnungsbedlngung vorgegeben
ist, enthdlt der 2, Summand auf der rechten Seite die gesuchte

Spannungsénderung 8,5~ 0 =fc[6”(?-‘i) = =, A6(4) die im AnschluB an ei-
ne elastisch ermittelte Ausgangsspannung &, eintritt, Mit der iibli~
chen Annahme eines konstanten Elastizitidtsmoduls des Betons wird
(2) in der Form

(3) a,o-- (1+h, ) + 2222 (4+teo,v2§"“,§f’,’; +6,,.

G’uo )0
E (1+>D°°)+ (ff'oo § )+6Soo
ki=k(torti)
20
w]i - UofufCt T
15 ‘ DLt ko %= Foo
10 0
.75 ' I
05 5 Kty
4 torti
' 37 2 80d 1a ° Qn'j}to
; ’ [y
Fig.1 Einflufl des Belastungsolters ta t @O®
auf das Kriechen G Endwerte
| asa . §
= I
f(t) oder ft-ti) toy I t
to*t‘
1o bons i
Qa2 , . . .
% Fig. 3 Vergleich verschiedener Kriechkurven
06 as?
04 042 (1) Ausgangskriechkurve ¢=¢(t.ty) fir Go
02 boss ﬂ2L/ (@) Reale Kriechfunktion #(t.ty) fir AS(t)
0 =T £ oder (3) Idealkurve nach Withney/Dischinger fir AG(ti)
' 3 7 28 904 1 5q t-ti

Fig.2 Zeitlicher Verlguf der Kriech-
und Schwindverformung
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ausgedriickt; hierbei ist mit q%a=kd%die nmafRgebende Endkriechzahl

fiir die beim Belastungsalter h, eingeleitete Beanspruchung q; be-
zeichnet und zur Abkiirzung der in [4] ausfﬁhrlichagrdrterte

AG(L) k; k;

(1.'.) Relaxationskennwert @ = g:'_—_%-f,)zt‘- =ZA Ftt;) /QL

t;20 ° 0 0 =20 0

eingefiihrt, Der Zahlenwert @Y, 148t sich als abgeminderte Endkriech-

zahl fiir die im Laufe der Zeit eingetretene Spannungsidnderung auf-

fassen, Obwonl die ahsolute GrédRe der Spannungsanderungczk;63 selbst

noch unbekannt ist, kann der zeitliche Verlauf der Relaxation

4 t

- 6" (¢;

(5) 2L = Fry=3 aFw)=3  £5%
6"00*6\’0 ti=0 t; =0 5"00 °© 7

bei einem bekannten Verlauf der Kriechfunktion (%£,4,) aus Grenliber—

legungen direkt angegeben werden (vgl.hierzu [}] und Fig, 4),.

Fir den EinfluBR des Belastungsalters nach Fig, 1 und den zeit-
lichen Verlauf des Kriechens nach Fig. 2 sind die Zahlenwerte von @
in Fig. 5 dargestellt. Wenn nach den O6rtlichen Gegebenheiten zwar
die quantitativen Angaben in Fig, 1 und 2 zu korrigieren sind, aber
der qualitative Verlauf erhalten bleibt, ergeben sich nach entspre-
chender Auswertung der Formel (4) nur kleinere Zahlenkorrekturen,

Analog zur Gleichung (3) erhidlt man mit hinreichender Genauig-
keit (vgl.Fig. 4) fur die Zeit 0<£ L=<ooin dem Ausdruck [4;5]

(6) | &) :%Z—({-}-So) -+ -%%—ﬁ’({+g-tp) +E) mit p=plit,)

eine einfache Normalform der zeitabhidngigen linearen Spannungs-
Dehnungs-Beziehung des Beteons unter Gebrauchsbeanspruchung. Diese
zweckmissige Umwandlung der Integralbeziehung (1) enthidlt sowohl die
bekannte Aussage flir das Kriechen bei konstanter Spannung als auch
die stetige Spannungsinderung Svﬁ%—dg. , die bei einer gegebenen
Dehnung £ (t) im AnschluB an eine Ausgangsbeanspruchung 0, eintritt,

Die bekannte Kriechdifferentialgleichung von Dischinger

de 1 _de 6 dp Esoo AP :
() a#= E dr T E dt T gear M =Pty

ergibt sich nach [};Q] aus der Integralbeziehung (1) in der Alterungs-~
theorie unter Annahme der Withney-Idealkurven (vgl.Kurven 3 in Fig,3)

— o .
Pltt)= P(tty) =~ Plt,t,) & pt)—plt;)

Damit wird das bei Entlastung zu beobachtende Riickkriechen nicht
bericksichtigt, sondern jede Kriechverformung als rein plastisch
angesehen, Daraus resultiert auch die hiufig benutzte Kennzeich—
nung des Betons als elasteo~plastischer Festkoérper,

Eine andere Grenzannahme ergibt sich bei Vernachlidssigung der
weiteren Betonalterung nach Aufbringen von 64 durch Verschieben
der Ausgangskriechkurve entlang der Zeitachse mit

Dt t;) = Poo flE—te) = Ropn FlE-E2)

Hierbei ist kj = ko angenommen und nach (4) wird @= 1, Damit er-
hilt man aus (6) eine vereinfachte 6~£~Beziehung

(8) _€W=gl(1tp) +&®) mit p=p(tty)

wobei man-—2als ideellen E-Modul oder Verformungsmodul bezeichnet,

1+p

13. Bg. Schlussbericht
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Die Folgerungen aus diesen unterschiedlichen Annahmen fiir die
Kriechfihigkeit bei Spannungsinderungen zeigen sich bei Losung der
Relaxationsprobleme, Fiir die Dehnungsbedingung E#)=consl = £, = .ﬁ—
erhidlt man die Spannungsrelaxation (vgl. auch Fig.4b, 4d und 6a)

(9) €)=
(40) &) =65€7
(14) 6(t)= 65 7P
Versuchsreihe KL-R1
t,x28Tage ; 11, ,,= 523 kptem?
G, =161kplem’; £,=0.58 Yoo
gk 1(1) fir @
FIY tir @O
22t wp——— o
200 L
15t ael— Ry T
10 LT
a‘ = T | 7.P7
051 o2 f l |
ol o i -
7 7 % swommao '
Fig.4a
Versuchsreihe LM -R160
t=4bTage ; A, = 260 kplem?
G, =87 kplem ; & = 0.48%00
P& (1) tir ©
A Y fir @@
G| A N —
] _A'*
08 —%rékr‘ 1 ]
Jvor 05 ”_‘%« : ]‘
ral * p Pt
0.2 p—" R th
ol o | [ S
I~ 3 7 26 90 150 360 720
Tage nach Belastung
Fig. 4¢

@Gemessener Kriechverlouf Hit)= ’P‘E —”;6&
“&o

Zugehorige Relaxationsveridufe F(t)= it _-g
-1 ]

(@) nach Dischinger F(t) = - ‘_P
I-e s
L’iﬁ_ f(U

mit ideellem E-Modul F(t)=
@ ! 1+ f(t)

Fig. 4

5\6(1 "4,«._999) aus Formel (6) mit Relaxationskennwert,’

aus Formel (7) nach Dischlnger
aus Foermel (8) mit ideellem E-Modul. [3]

ey v + - -
Relaxationskennwert 9= 0,86 N Q' 0.2¢_
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f | l on
- T | T R _ .
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Fig. 4d

(1) Gemessene Relaxtionskurve %ﬂ

Theoretische Relaxationskurven:

(2) nach Dischinger %!Z we ¥
(]

it R &), 1

@ mit ideeliem E Modul Zg* Py

6, _¥
(]

1+ pp

(@) mit Relaxationskennwert

Vergleich von theoretischen Relaxationskurven mit

Kriech-und Relaxationsversuchen der TH MUinchen
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2. Auswertung von Kriech- und Relaxationsversuchen

An der TH Miinchen +) wurden an gleichartigen Betonprismen @ 2ocm,
Hoéhe 8o cm jeweils Kriech=und Relaxationsversuche vorgenocmmen, deren
Durchfithrung in[ﬁ]undlb}beschrieben wurde. Die Ausgangsbeanspruchung
6, betrug dabei etwa 1/3 der Wiirfeldruckfestigkeit, Die MeBwerte der
Versuchsreihe LK~R1 sind in Fig, 4a, 4b und der Versuchsreihe ILM-R1l60
sind in den Fig. 4c, 4d aufgetragen und durch die angegebenen Daten
ndher erliutert. Die Stauchung der Relaxationsproben wurde automa-~
tisch um das SchwindmaB eines unbelasteten Vergleichskorpers gestei-
gert,

In Fig. 4a, 4c sind mit den gemessenen Kriechverformungen in der
Kurve 1 der zeitliche Verlauf des Kriechens als f(t) aufgetragen so-~
wie in den Kurven 2 und 3 diejenigen Zeitfunktionen F (t) der Relaxa~
tion angegeben, die aus den im 1.Abschnitt erorterten Grenzannahmen
fiir die Kriechfidhigkeit bei Spannungsinderungen nach Dischinger und
mit dem ideellen E-~Modul errechnet sind., Diese Kurven 2 und 3 stim-~
men praktisch iiberein und iliberdecken auch die tatsidchliche Zeitfunk~
tion F (t), die man aus den Relaxationsmessungen erhalten wiirde,Nach
Formel (4) erfolgte dann die Ermittlung des Relaxationskennwertes
durch die numerische Integration der Teilprodukte, die sich aus den
Stufen der Zeitfunktion F (t) und den EinfluBwerten des Belastungsal-
ters aus Fig. 1 ergeben,

In Fig. 4b, 4d sind in der Kurve 1 die Ergebnisse der Relaxatiors~
versuche als Verhidltniswert §71¢):6, aufgetragen, Sie lassen deutlich
erkennen, daBl der Relaxationsvorgang wesentlich schneller als der
Kriechvorgang abliauft: Nach einem Tag ist praktisch nur noch 2/3 der
Ausgangsspannung 6, vorhanden, die durch die Zwingsverformung &,
hervorgerufen wurde. Aus den zum Vergleich eingetragenen theoreti-
schen Relaxationskurven ist zu entnehmen, daf man den Abbau von
Zwingspannungen mit Kurve 2 nach Dischinger iiberschitzt und nach XKur-
ve 3 mit dem ideellen E~Modul unterschidtzt; dagegen zeigen die mit
dem Relaxationskennwert errechneten Kurven 4 gute Ubereinstimmung
mit diesen Versuchswerten,

3. Anwendungen auf Spannbetontragwerke
3.1 Systemzwidngungen

Infolge des viskoelastischen Verhaltens des Betons werden die
durch Systemzwingungen ausgeldsten SchnittgroRen erheblich geidndert
gegeniiber dem elastisch ermittelten Kridftezustand. In statisch unbe-~
stimmt gelagerten Systemen konnen durch Auflagerverschiebungen sol-
che Zwingungen hervorgerufen werden, Bei homogenen Betontragwerken
und Vernachlidssigung der Bewehrung ist die Biegelinie durch GréfRe
und Richtung der Zwangsverformung festgelegt.

Bei einer plotzlichen Stiitzensenkung liegt ein Relaxationsproblem
mit zeitunabhingiger Zwidngung vor, Fiir Biegezwingungen an durchlau-
fenden Tridgern ist das Verhidltnis der SchnittgréBfen gleich dem der
Spannungen in Formel (9) und man erhilt

(C122) Mt AN 6% 17 _ ©

Mo 6 o 1+9 P
Fig., 6a gibt die Verhdltnisse der Endwerte zu den elastischen An-~
fangswerten (to = 28 Tage) fiir verschiedene NormkriechmaBe Y an.,Man
beachte die Unterschiede, die sich bei Aanwendung der verschiedenen
- &€ ~-Beziehungen (6), (7) und (8) ergeben,

+)Diese Versuchsergebnisse wurden von Herrn Prof,Risch freundlicher-
weise zur Verfigung gestellt, wofiir der Verfasser danken méchte,
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@ mit Relaxationskennwert
Fig.5 Relaxationskennwerte 9 @mu ideeilem E-Modul
Bei einer allmidhlichen Stlitzensenkung, die ab tg affin zum
Kriechen erfolgt, erhidlt man das Verh#dltnis der wirklich eintreten-
den GroBen zu den elastisch ermittelten Werten aus Formel (6) mit
6,=0 und gegebenem E(t) =&, f(f zu

ME) ~ 6
(13) Meol) ™ E € ~— 1+QP

und flr ty = 28 Tage die in Fig. 6b dargestellten Endwerte.

Beim biegesteifem ZusammenschluBR von gleichalten Teiltragwerken
verursachen die mit dem geidnderten System unvertriglichen Schnitt-
groRen ebenfalls eine zeitunabhidngige Zwidngung, deren Relaxation wie
nach Formel (12) erfolgt. Die Ermittlung der Krifteumlagerungen in
abschnittsweise hergestellten Briickentragwerken ist in[9] behandelt.

Die Veridnderungen der im Abschnitt 3.1 erdrterten Systemzwin-
gungen kénnen also mit der §- & -Beziehung (6) in einfacher Weise er=-
rechnet werden, Wenn unmittelbar die Betondehnungen bzw,Forminderun-
gen der Betontragwerke ohne Bewehrungseinfluf vorgegeben sind, kann
man fir die normalen Verhidltnisse den Relaxationskennwert (vgl.,Fig.5)
hinreichend genau nit o,8<5?<:o,9 annehmen, Die moglichen Spannungs-~
dnderungen sollte man immer fiir denkbare Grenzwerte bei der Endkriech~
zahl P.=R, Y, abschitzen,

3.2 Zeitabhidngige Forminderungen und Spannungsumlagerungen,

Nach Fig. 7 wiirden sich bei LoOsen des Verbundes zwischen 3tahl
und Beton die nachtréiglichen Betonverformungen als Summe der (p-fachen
elastischen Verformung aus Dauerlasten und Vorspannung und der
Schwindverformung ergeben, die in dem ebenbleibenden Verbundquer-
schnitt durch den Stahl behindert werden., Die dadurch entstehenden
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Fig.7  Vrformungen und Spannungen im Querschnitt

Spannungsidnderungen bilden einen Eigenspannungszustand und sind aus
Vertridglichkeitsbedingungen zu errechnen. Fiir den in Fig. 7 darge-~
stellten Querschnitt mit einem exzentrischen Spannglied gilt die Deh-
nungsbedingung in der Verbundfaser VY,;

(1 4) Exlt)—Eso= €rp = by = Epslt) =0

Aus dem Hookeschen Gesetz fiir den Stahl (Index z) und der §= £ -Be~
ziehung (6) flir den Beton (Index b) erhidlt man mit der Spannungséin-
derung des Betons in der Stahlfaser 6 ,(¢)— 6‘520__62270

Do =Zuep + Sar(fipp) v

und mit n = Ez : Ej nach Umformen dle Gleichung

(15) 6;_,0[1-72 (1 +9F) = np Gozo +Ex ;.

Das Verhdltnis der Elgenspannungen 622—y " 5} ist nur von
der Bewehrungsanordnung im Querschnltt abhanglg und betrigt

16) %fszb({ %275)

Mit (16) ergibt sich die Spannungsidnderung im Stahl aus Formel (15)zu

| 2o _ 6l — (n +5 €
(17) 7 =020 = TenB (s gdson Plhao™255)
In (17) ist &3 ’4&0 einzusetzen £5] un entspricht dem Wert min

in Fig., 5, da die Spannungsanderung praktisch mit der Zeitfunktion
f (t) des Kriechens eintritt., Der normalerweise zwischen 1,2 und 1,7
schwankende Nenner 1id8t ummittelbar den Einflufl des Bewehrungsge-
haltes und der Stahlanordnung im Querschnitt erkennen, Diese Formel
(17) zur Bestimmung der sogenannten Spannkraftverlustes‘a infolge
Kriechen und Schwinden bei einlagiger Vorspannung gilt auch filir sta-
tisch unbestimmte Trager, sofern wie Ulblich der Bewehrungselnfluﬁfﬂﬂ
auf die GroRe der Auflagerreaktlonen zur Zeit 0<%t <oo vernachlissigt
wird., Mit Zp aus (17) ergibt sich nach Fig.7 die Spannungsanderung
im Beton

(418) 6u®—bg, =04y ,_—b L+ Yor 5 :7,, /b)
und die nachtragllche Verdrehung des Querschnitts betriagt

(19) y = 7019L 5%3% y>>gz(qf'+5959)
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Zusammenfassung:

Zundthst wird eine zweckmissige Forminderungsbeziehung des Betons
erortert, die auf den in [}] enthaltenen physikalischen Grundlagen
beruht und mit gleichartigen Kriech-~ und Relaxationsversuchen ver-
glichen wird. Dann wird ihre baupraktische Anwendung zur Ermitt-
lung der Verformungs- und Spannungsinderungen im Beton und Stahl

an ausgewdhlten Beispielen erlidutert. Hierbei 148t sich der Einflus
der Ausgangsparameter wie Kriechzahlen, Belastungsalter und 3eweh-
rungsanordaung im Verbundquerschnitt iibersichtlich verfolgen,

Summary :

An appropriate time-dependent constitutive relation for concre-
te, based on the physical principles described in Ref. 1, is first
discussed and compared with suitable creep and shrinkage test re-
sults. The practical use of the relation for evaluating changes in
stress and strain in concrete and steel is demonstrated by the use
of selected structural examples. In this way the influence of vari-
ous parameters, such as the creep coefficient, age at loading and
arrangement of steel reinforcement in composite sections, can be
clearly observed.

Résumé:

I1 est avant tout analysé une relation utile de déformation-
contrainte du béton provenant des principes physiques contenus
dans [1] avec comparaison simultanée des essais de fluage et de
relaxation. Alors on en explique son emploi pratique dans la con-
struction par des exemples choigis afin de calculer les variations
de déformation et de contrainte dans le béton et l'acier. De plus,
1l'influence des paramétres initiaux, comme les valeurs de@, la date
de la mise en charge et la disposition de l'armature dans la section
mixte se font observer de maniére simple et claire.
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