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RESUME
Les auteurs estiment la probabilite de ruine en flexion de poutres en beton arme en tenant
compte des differentes incertitudes de fabrication et d'exploitation. Les resultats sont examines ä
l'aide d'une methode de niveau II puis par une methode de Simulation de Monte Carlo, en utilisant
un modele mecanique independant de l'histoire du chargement. Les resultats sont compares
avec les valeurs trouvees au moyen d'un modele plus proche du comportement reel, lequel
permet de tenir compte chronologiquement de tout evenement.

ZUSAMMENFASSUNG
In dieser Arbeit wird die Wahrscheinlichkeit des Versagens von Stahlbetonbalken unter Biegung
untersucht. Dabei werden verschiedene auf Herstellung und Nutzung zurückzuführende
Unscharfen in Betracht gezogen. Die so erhaltenen Ergebnisse werden mit Hilfe der elementaren
Zuverlässigkeitstheorie und mit der Simulations-Methode Monte Carlo untersucht, wobei das
zugrundegelegte mechanische Modell unabhängig vom Belastungsprozess ist. Die Ergebnisse
werden verglichen mit den Werten, die sich aufgrund eines richtigeren Modells ergeben, welches
die Belastungsgeschichte in Betracht zieht.

SUMMARY
The authors have studied the failure probability of reinforced concrete beams subjected to pure
bending. The different uncertainties which may occur during construction and loading have been
taken into account. They discuss the results obtained with a level-2 method, then those given by a
Monte Carlo Simulation method applied to a mechanical model independent of the loading
process. The results are compared with the values given by a more accurate model which
includes the actual loading process.
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INTRODUCTION

Estimer la probabilite de ruine des ouvrages en beton arme est aujourd'hui une
des conditions du progres dans ce domaine. Si 1'optimisation de la construction
que l'on pourrait en attendre se heurte encore ä beaucoup de difficultes, le
calcul probabiliste peut en revanche apporter a bref delai des ameliorations
pour ce qui concerne les regles de calcul, les normes de construction et les
controles a effectuer, ou encore la definition des recherches necessaires |1|.

Nous avons, dans ce cadre, essaye d'estimer la probabilite de ruine des poutres
en beton arme, completant une premiere etude effectuee dans le cas des poteaux
de bätiment |2|. Dans la premiere partie de cette etude nous avons teste la
validite et l'interet d'une methode de niveau 11, les resultats etant compares
avec ceux obtenus par une methode de Simulation de M0NTE-CARL0.

Ces calculs ont ete menes ä l'aide d'un modele mecanique classique pour le beton
arme, qui consiste ä tenir compte globalement de 1'effet des charges permanentes
associees ä des charges variables.

II n'y a pas alors independance stricte entre la resistance de 1'element et
la Charge totale appliquee parce que le comportement reel depend de l'histoire
du chargement, ce qui peut fausser les calculs. Nous avons done examine dans
la seconde partie les resultats obtenus au moyen d'un modele mecanique plus
perfectionne, permettant de tenir compte des differentes etapes du chargement.
Un tel modele permet egalement de tenir compte de n'importe quel evenement,
aleatoire ou non, pouvant se produire pendant la duree de vie prevue de
l'ouvrage.

1 - DEFINITION DE L'ETAT LIMITE DE LA STRUCTURE

1-1 - Hypotheses generales du calcul

La poutre etudiee est representee sur la figure 1, (G) designe la Charge permanente

et (Q) la Charge variable, charges que l'on suppose uniformement reparties.

JTITITITl'l'l'lfe
L Portee L .J

|Ax» Y

I—-T*2 7

=f_ Z£, pfy-fl» r*c*r», { 2f

Ax*f /'t C

S3SS^t-fer MC

^ ügt

Dimensions Deformations Contraintes Efforts

Fig. 1 Definition de la poutre etudiee. Equilibre de la section centrale.
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Les caracteristiques mecaniques et geometriques de la poutre sont supposees
constantes tout le long de la ligne moyenne. On se borne, dans cette etude,
au cas de la ruine par flexion, ä l'exclusion de celle par effort tranchant
ou par d'autres phenomenes tels que 1'incendie, la corrosion, etc..
Le probleme se ramene alors ä l'etude en flexion pure de la section centrale.

Supposant connues les lois contraintes-deformations des materiaux, on peut definir
par points le diagramme moment-courbure de la ligne moyenne au milieu de

la poutre : se fixant une valeur £2 de la deformation de fibre superieure
(figure 1), on recherche la deformation &1 en fibre inferieure teile que l'e-
quilibre des forces soit realise. Le maximum du diagramme donne la capacite
portante totale R de la poutre.

La loi contrainte-deformation utilisee pour l'acier est pour tous les cas de
cette etude celui defini par les Regles B.A.E.L. 80 dans le cas des aciers
ecrouis.

En ce qui concerne le beton, la loi est differente suivant le modele de calcul
utilise : modele de la "Resistance Globale" ou modele de la "Resistance
Residuelle".

1-2 - Modele de la "Resistance Globale"

Le diagramme contrainte-deformation est deduit du diagramme propose par les
Regles C.E.B.-F.l.P. |3|, valable pour les charges de courte duree d'applica-
tion. Pour cela, on prend en compte globalement l'effet du fluage en multipliant
les deformations correspondant ä une contrainte donnee par le coefficient

(1 + o^f <Ac etant le rapport de la Charge permanente ä la Charge totale et
*P le coefficient de fluage. De plus, la resistance est minoree par un coefficient

IL 0,85 pour tenir compte de l'effet defavorable des charges maintenues.
(figure 2).

6

PAP3*£2 r-I<

\/ / ' \// X' \.<F 3)\®//,f / \
Cd +vpjE><^»

Fig. 2 Diagrammes (5-L du beton - Methode de la resistance globale.
1 - Chargement de courte duree. 2 - Diagramme avec reduction de resistance.

3 - Chargement de longue duree associe a un chargement de courte
duree. 4 - Chargement de longue duree.



172 IABSE PROCEEDINGS P-91/85 IABSE PERIODICA 4/1985

Ce modele permet de determiner, par le processus precedemment expose, la resistance

"globale" Rg de la poutre que l'on doit comparer ä la sollicitation
"globale" S appliquee. 11 y aura ruine si

Rg <( S avec S

1-3 - Modele de la "Resistance Residuelle"

Q

A l'aide de ce modele, on cherche ä definir l'etat de la structure ä chaque
etape du chargement. Celles qui sont envisagees ici sont :

a) la Charge permanente est appliquee : les deformations evoluent en raison
du fluage jusqu'ä stabilisation (ou encore, le cas echeant, jusqu'ä la ruine),

b) la Charge variable est ensuite appliquee et ce pour une courte duree.

Pour la premiere phase, on utilise pour le beton le diagramme precedent en don-
nant ä ^kc la valeur 1. On peut alors definir le diagramme de deformations dans
la section centrale de la poutre, correspondant aux charges permanentes seules.

A toute augmentation de deformation de courte duree, on peut alors faire corres-
pondre une augmentation de contraintes : on utilise pour cela le diagramme de
courte duree translate, pour chaque fibre, d'une quantite egale ä sa deformation
initiale |4|. La resistance du beton reste minoree par le coefficient 0,85.
(figure 3).

6

T*\r*r' I
X—2/ \/

e'.C.+tp)u

Fig. 3 Diagramme G~& du beton. Methode de la resistance residuelle.
1 - Diagramme de courte duree translate pour une contrainte initiale

0'c sous charges permanentes.
2 - Diagramme pour un chargement de longue duree.

Considerant ainsi l'etat d'une poutre soumise ä une Charge permanente, il est
possible de prevoir son comportement sous l'action d'une Charge variable
supplementaire. La valeur de celle-ci qui entraine la rupture sera appelee "Resistance
Residuelle" R 11 y aura ruine si

R

r <»
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2 - LOIS DE DISTRIBUTION DES DIFFERENTES VARIABLES DE BASE

Les grandeurs qui ont ete considerees comme des variables aleatoires de base
sont :

- la resistance fc du beton et son module d'elasticite tangent ä l'origine Eijo,

- la limite d'elasticite fe des armatures et leur position definie par Y.

- les dimensions de coffrages b et h,

- la Charge permanente (supposee constante dans le temps),

- la Charge variable (pour la duree de vie prevue de l'ouvrage).

Les distributions ont ete choisies, d'une part en utilisant les mesures
systematiques effectuees in situ sur cinq chantiers types de la region parisienne
par le C.E.B.T.P. |5|, d'autre part ä l'aide d'etudes publiees dans differents
documents |6|,|1| ; elles ont ete publiees par ailleurs |2|. Leurs principales
caracteristiques sont donnees en annexe.
Insistons sur le fait que les resultats trouves ne peuvent etre interpretes
independamment de celles-ci.

11 convient de preciser de plus que ces distributions sont celles des incerti-
tudes seules, ä l'exclusion des erreurs grossieres dont l'influence doit selon
nous etre examinee separement.

3 - ETUDE DE LA FIABILITE PAR UNE METHODE DE NIVEAU II. MESURE DE L'INDICE DE

SECURITE ß PAR UNE METHODE DITE DE LA "DISTANCE MINIMALE"

3-1 - Principe de la methode

Cette methode | 7| comporte les principales etapes suivantes :

1 - la transformation des n variables aleatoires de base X. en n variables alea-l
toires U-, normales, standardisees et independantes entre elles,

2 - la definition, dans l'espace R de ces variables, de la "surface d'etat-
limite" separant le domaine de securite et le domaine de ruine,

3 - la recherche du point P* de cette surface le plus proche de l'origine 0
des axes U..l

Cette distance minimale OP* est ce qu'on appelle l'indice de securite ß.

Lorsque la "surface d'etat-limite" est lineaire (droite, plan ou hyperplan selon

la dimension de R la probabilite de ruine est donnee par :

PfL 1 - 0 (ß)

oü $(.) est la fonction de repartition de la loi Normale Standardisee.

Dans le cas oü cette surface est une hypersphere, on obtient :

Pf 1 - X2 (ß2)

2
oü X est la fonction de repartition de la loi dite du Khi carre ä n degres
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de liberte (n etant la dimension de R ; soit ici n 8).

Lorsque le domaine de securite est convexe on peut ecrire :

,> P0 PfL

et lorsqu'il est concave :

0 \Pf N PfL

3-2 - Distance minimale OP*

En parcourant la surface d'etat-limite ä partir d'un point quelconque de celle-
ci, on peut trouver une valeur approchee de ß OP* au moyen d'un processus
iteratif. II est cependant necessaire de verifier qu'il ne s'agit pas d'un minimum

local, ce que nous avons fait en choisissant successivement plusieurs points
de depart tres differents.

Dans le cas par exemple oü le pourcentage d'armatures tendues (j3 A/bh est
egal ä 1 % et oü Q 0,33 nous avons ainsi trouve :

ß 5,15

On peut done en deduire les valeurs suivantes :

PfL =1-0 (ß) 1,3.10-7

et Pf 1 - X2n (ß2) 8.5.10"4

3-3 - Probabilite de ruine

Pour situer la probabilite de ruine par rapport ä Pf, et ä Pf il est necessaire

de connaitre la forme de la surface d'etat-limite.

Son allure generale peut etre definie par sa trace dans les differents plans
des variables.

Considerons ainsi, dans l'espace R des variables centrees, le plan correspondant
ä la resistance fc du beton et ä la Charge variable Q. Dans ce plan_, toutes

les autres variables prennent leurs valeurs moyennes b, Y-, Eijo, fe, G, h.
Lorsque fc augmente indefiniment, le moment equilibre reste borne par :

M.. =1,2 A. fe(Y- + h/2), le coefficient 1,2 tenant compte du fait que les aciers
sont ici du type ecrouissable et (Y. + h/2) etant la valeur limite du bras de

levier des forces internes.

La Charge Q est done de ce fait limite par :

Q1 Mr8/12 - 6

Par ailleurs, la Charge permanente etant fixee dans ce plan ä la valeur G, la
resistance minimale fc., du beton y est donnee par la relation:

\ b fc,(Y.. +~h/2)2 l2/8

De meme, dans le plan correspondant ä fe et ä Q, le moment equilibre est borne
par :
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M2 H b fc (Y1 + h/2)2

la Charge Q est done limitee par

Q2 M2.8/l2 -

Toujours dans ce plan, lorsque Q tend vers zero, la Charge permanente G devant
etre equilibree, la limite d'elasticite fe ne peut etre inferieure ä la valeur
fe- donnee par la relation :

1,2 A1fe2 (7., + ~h/2) l2/8

Les traces de la surface d'etat limite dans ces plans ont ainsi l'allure indi-
quee sur la figure 4, oü (fc), (fe) et (Q) representent les variables normales
standardisees correspondant ä fc, fe et Q. (La transformation des variables
centrees en variables normales standardisees conserve bien entendu l'allure
generale de la surface d'etat limite).

i(t
i >

\ >

' (0)
Ifel

IQ) Q2

¦f"2

(fc

(Q)
Ifcl

IQ) ^Qi!

fc.)

Fig. 4 Traces de la surface d'etat limite. Plans (Q)(fe) et (Q)(fc)

Si on se place maintenant dans le plan (fe)(fc), les charges G et Q etant fixees
ä leurs moyennes respectives, il est clair qu'on ne peut obtenir d'equilibre
si fe est inferieur ä :

fe3 (G + Q) r/8 / 1,2 A1 (Y1 + h/2)

ou si f est inferieur ä
c

fc3 (G + Q) 1V8 / 0,5 b (Y1 + h/2)

La trace a done la forme indiquee sur la figure 5.

En suivant le meme raisonnement, on peut donner l'allure des traces dans les
autres plans reunissant deux variables.
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(fe)

A
Y

r
(fpl

I»c3 (fc

I'e3)-:

Fig. 5 Trace de la surface
d'etat limite. Plan (fe)(fc)

II apparait ainsi que le domaine de ruine a dans l'ensemble une forme fortement
concave. Un peut done estimer la probabilite de ruine par :

L<Pf <Pf

lO"7^ Pf

Pf

,-3soit ' "k Pf <\ 10 "

3-4 - Commentaires sur la methode de niveau II utilisee

Cette methode s'est revelee tres coüteuse en temps de calcul, etant donne le
nombre des variables aleatoires et la difficulte de determination des points
definissant la surface d'etat limite.

Dans le cadre de cette etude eile ne donne pas pour autant de resultats tres
4

concluants puisque les bornes de Pf sont dans le rapport 1C La surface d'etat
limite etant tres eloignee de l'hyper-plan comme de 1'hyper-sphere, on peut
penser de plus que la methode serait aussi impropre ä des etudes seulement
comparatives. 11 n'est pas sur en effet que Pf diminue lorsque ß augmente lors-
qu'on fait varier un parametre, les variations de forme de la surface d'etat
limite pouvant compenser celles de la distance minimale OP*.

4 - SIMULATIONS DE MONTE CARLO - METHODE DE LA RESISTANCE GLOBALE

La probabilite de ruine peut etre calculee par la formule : (*)
f",

Pf / |1 - F (r)|. fp(r).dr, en designant par F_(s) la fonction de repartition
de la Charge totale S G + Q et fR(r) la densite de probabilite de la resis-

(*) Les details de la methode sont exposes dans la reference |2 I
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tance globale R des poutres, R et S etant supposees stochastiquement indepen-
dantes.

La fonction Fs(s) etant supposee connue, nous avons seulement effectue des
simulations pour approcher la fonction fR(r). La Simulation ne porte ainsi que sur

les caracteristiques geometriques et mecaniques des poutres.
(k) ieme

En designant par r la resistance globale de la poutre obtenue ä la k

Simulation, la formule precedente conduit ä estimer la probabilite de ruine
par :

N sim
Pf \~ 1/N.

k 1

f 1 -F(r(k))l
sin. s j

N • etant le nombre de simulations effectuees.
sim

Pour definir la valeur optimale de ce nombre, nous avons realise deux series
independantes de simulations.

Sur la figure 6 il apparait que les ecarts entre deux series restent tres fai-
bles en valeur absolue ; une stabilisation süffisante de Pf est obtenue pour
500 simulations environ.

•Pf

10"*

\o-

w l%
1/3

©
*-*¦ «-*»¦.*»»

©

Nsim 2000
Nsim 10000

Ns

5000 10 000

Fig. 6 Influence du nombre de simulations. Influence de 1'initialisation
La valeur de^Pf obtenue dans le cas oü JJJ 1 % et de o\.c 0,33 est
Pf 2,5.10" Ceci montre bien que les valeurs de Pf. ou Pf obtenues par

-7 -3
la methode de niveau 2, soit respectivement 10 et 10 ne peuvent donner
une estimation satisfaisante de Pf.

5 - SIMULATIONS DE MONTE CARLO - METHODE DE LA RESISTANCE RESIDUELLE

Le modele precedenc peut apparaitre exagerement simplifie pour deux raisons
essentielles.

- la premiere est que l'on decrit globalement le fonctionnement de la structure,
sans se preoccuper de l'histoire reelle du chargement (ou des evenements
pouvant affecter sa resistance).

La seconde est que l'on doit supposer une valeur fixee ä l'avance du coefficient

o(c, alors qu'on ne connait en fait que sa valeur probable, les charges
qui le definissent ayant un caractere aleatoire.
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Une methode plus conforme au comportement reel, permettant de tenir compte des
differentes phases de chargement est celle de la "resistance residuelle" exposee
au paragraphe 1.3. Les poutres simulees sont definies par leurs caracteristiques
geometriques et mecaniques mais aussi par la Charge permanente appliquee.

(k) - • » •
En designant par r la resistance residuelle, vis-a-vis d'une Charge variable,

obtenue ä la klem Simulation, la probabilite de ruine peut etre estimee
par :

N sim
Pf 1/N

k 1

1 F (r'(k))lFQ(r

F», > designant la fonction de repartition de la Charge variable.

Les resultats obtenus pour differentes valeurs de W et de ^c sont montres sur
les figures 7, 8 et 9. D'autres resultats sont disponibles par ailleurs |8|.

iPr

10"

10'i-1

KT

<*£.

0 500

Fig. 7 Cas n° 1

C3 0.5%

cc=2/3
c

1000

Nsim

1500 2000

iPr

10"4

10
,-5

f
ö=1%

5d^

0 500

Fig. 8 Cas n° 2

1000 1500 2000
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Fig. 9 Cas n° 3

*Pr

ICT

10"

ICfr8

10"'

0

er =2/3
c

Nsim

500 1000

Dans chaque cas, deux simulations independantes ont ete effectuees. Le coefficient

^c est ici le rapport de la Charge permanente "de calcul" ä la Charge
totale "de calcul", charges definies ä partir de leur distributions et en appli-
quant les Regles B.A.E.L.

Les ecarts restent tres faibles en valeur absolue entre les deux series et la
probabilite de ruine se stabilise lä encore pour 500 simulations environ.

Les valeurs obtenues dans le cas oü C5 1 % et °^c 0,33 sont comparees sur
la figure 10 avec celles obtenues avec la methode de la resistance globale,
les caracteristiques geometriques et mecaniques des poutres etant les meines

10'X

io" 5L

23 1%

1 1/3

V».*~*v~.

iV

• resistance globale

o resistance residuelle

j i I i i i i I i i i 11 i i i i
Nsim

2000

Fig. 10 Comparaison des resultats obtenus : methode de la resistance globale
et methode de la resistance residuelle.
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pour les deux series. La probabilite de ruine trouvee est Pf 4,2.10 La

methode precedente avait donne Pf 2,5.10" Un tel ecart ne remet pas fonda-
mentalement en cause la methode de la resistance globale, l'ordre de grandeur
de Pf etant bien respecte. Beaucoup moins onereux que le modele de la resistance

residuelle, il garde ainsi tout son interet en particulier pour des etudes
comparatives. Notons cependant que des ecarts plus sensibles pourraient se pro-
duire dans le cas d'autres types de structures, dont le comportement est plus
etroitement lie ä l'histoire du chargement.

CONCLUSIONS

La methode de niveau 11, dite de la distance minimale, que nous avons appliquee
ne nous a pas permis de donner un ordre de grandeur de la probabilite de ruine

4
des poutres en beton arme, les bornes Pf et Pf. etant dans le rapport 10

Son interet pour des etudes comparatives subsiste cependant ä condition, selon
nous, d'etablir par comparaison avec une autre methode, une relation entre l'in-
dice ß et la probabilite de ruine Pf. Ceci ne met pas en cause bien entendu
l'utilisation de cette methode dans certains autres cas particuliers.

La methode de Simulation dite de la resistance globale permet d'obtenir une
estimation convenable de Pf par un calcul simple, fiable, et relativement peu
coüteux.

Enfin, la methode de Simulation dite de la resistance residut le reste la plus
precise et la plus rigoureuse, permettant de prendre en compi.^ les differentes
phases du chargement et, par extension, tout evenement susceptible de modifier
la "resistance residuelle" d'une structure. 11 s'agit lä d'un outil privilegie,
que ce soit pour la mesure de la securite des structures, pouvant conduire ulte-
rieurement ä leur optimisation, ou pour le "calibrage" des autres methodes,

en particulier les methodes de niveau1 destinees au dimensionnement.
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