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Theorie des empilages elastiques

Theorie der aus elastischen Blöcken aufgebauten Säule

Theory of the Column made of the Elastic Blocks

M.C. BOURDON

Ingenieur principal ä la SOCOTEC, Paris.

Generalites

Considerons un poteau en beton arme en equilibre flechi sous une charge N
appliquee avec une excentricite a. II se comporte comme s'il etait forme de

l'association de deux poteaux fictifs constitues Tun par le beton seul, et l'autre par la

cage d'armatures supposee entretoisee par les armatures transversales et des

«bielles» de beton obliques.
La charge critique ultime de flambement d'ensemble du poteau a pour borne

inferieure la somme des charges de la piece en beton et de la cage d'armature,
considerees isolement dans le meme etat deforme (le beton pouvant etre fissure
si la flexion est assez importante).

On pourra donc aborder la question du flambement des poteaux en beton

arme si l'on est en mesure:

a) de resoudre le probleme theorique du poteau en beton depouille de son armature;
b) de determiner l'influence des liaisons «beton-acier» sur les charges ultimes de

chacune des deux colonnes, dans leur etat limite deforme, ou ce qui revient
au meme, l'erreur commise en imposant ä chaque poteau une deformee
theorique determinee, differente pour les besoins du calcul de la deformee commune
dont le calcul ne peut etre effectue, dans l'etat actuel des connaissances, que
pour des conditions d'extremite particulieres.
On admettra que la cage d'armature supposee seule subit une deformation

sinusoidale correspondant ä la Solution approximative donnee generalement ä ce

probleme, dans le domaine elastique. Cette deformee sinusoidale serait sous
charge axiale, un are complet de sinusoi'de et, sous charge excentree, un are
partiel de sinusoi'de (voir Fig. 1).

Pour pouvoir raecorder notre etude aux hypotheses de calcul habituelles de la
resistance des materiaux, nous admettrons:

— que le beton ne resiste pas ä la traction, ce qui revient ä assimiler la colonne
ä un empilage d'elements elastiques de meme hauteur, dont les faces sont
normales ä la ligne moyenne;
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— que l'hypothese de Bernoulli (indeformabilite des sections) et la loi de Hooke
(proportionnalite des deformations aux contraintes) sont toutes les deux
verifiees pour la partie des elements soumise aux efforts, et que la partie
non sollicitee, correspondant ä la zone fissuree, n'intervient pas dans la
deformation des elements.

Examinons pour simplifier le cas d'un empilage d'elements rectangulaires de

largeur b perpendiculairement au plan de flexion, et h parallelement au plan de
flexion.

BiN=N1+N2

Fig.

ff"
a b

N N, + N2

a) Colonne d'armatures.
b) Poteau en beton non arme.

Theorie elementaire (voir Fig. 2)

Fig. 2.

zone compnmee
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»3

zone
fissuree—',
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Soit N la charge appliquee,
y la largeur de repos d'un element sur l'element contigu,
z la cote de l'element,
E le module d'elasticite du beton.
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La contrainte maximale, sur la fibre la plus sollicitee, est:

IN

Le raccourcissement unitaire de cette fibre est:

a 2N
£=~E=-by7E ®

La rotation elementaire:

dQ s 2N
dz y by2E

II resulte de la repartition triangulaire des contraintes que:

(3)

161=1*; d'ou hfy_
3dl2

d'oü ~rr=£-,—s— (4) avec 8=+ 1

3 dz

4, <^\y_ 6A7

Iz^'^bfE
soit x la deformation transversale de la section par rapport ä la ligne d'action de N

x ^-l (5) (avecy</j)

d2x 2N
d'oü d?=*'bYE (6) (avece' ±1)

Le probleme pose se ramene donc ä l'integration de l'equation differentielle
du 2e ordre:

f-f *A (1)

oü A est une constante et e + 1

En appelant Gb* la contrainte maximale dans la section initiale (z 0), pour
laquelle la largeur d'appui est

2N
yo bG7 ®

et en prenant la variable auxiliaire:

U=U°±L
yo ab

on trouve les Solutions de (7) sous les formes suivantes:
Premier cas:

(9)

s + 1, fy (u) Arg chju + ^/u(u- 1) (10)

,rW'M (11)



32

Deuxieme cas:

M.C. BOURDON

£= —1, f2 (u) Are cos y/u + y/u(u — 1)

-= +
yo )Gb

T/2(")

(12)

(13)

Ces solutions correspondent aux Figs 3 a et 3 b. La rotation ä la limite supe-
rieure de l'empilage est:

9

avec

2(Gb*-Gy)
3£

2N
Gy

bh

(14)

(15)

Considerons maintenant une pile en beton non arme, axialement chargee, de
hauteur / (section reetangulaire).

Fig. 3.
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Soit ly 2z, la longueur de la «zone fissuree» assimilable ä un «empilage».
L'egalitedes rotations ä la limite de la zone fissuree conduit ä la relation suivante:

tg
3 o-c / fy (Uy)

E h UyJu^y

1

2jUy — 1

avec

Uy
Ob

2gc

gc contrainte critique ultime de la piece fissuree
bh

(16)

(17)

(18)
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Si on compare gc ä la contrainte critique eulerierine de la piece

TT2 Eh2
o„

12 l2
(19)

on obtient la courbe OA de la Fig. 4, et pour des pieces soumises ä des charges
excentrees le reseau des courbes telles que OB 1,0B 2..., qui montrent la Variation
du rapport de la charge ultime A7 ä la charge critique d'Euler Nc en fonction de
l'excentricite relative a/h pour diverses valeurs du parametre Uy defini plus haut.

L'intersection d'une courbe a/h avec la droite de pente

*\2G*X 1 n *
(20)

24£ 2 E \h
donne la Solution du probleme de l'equilibre flechi de l'empilage d'elancement

X iJll/h
.T*h->

Fig. 4.
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Portons en abscisse dans un diagramme rectangulaire les valeurs du parametre

°b

Celles du coefficient

H:

et en ordonnee

TT2 N

on obtient le reseau des courbes de la Fig. 5 graduees en fonction de l'excentricite
relative a/h.

Ces courbes comprennent, comme on pouvait s'y attendre, un segment de la
droite OA passant par l'origine, de longueur variable, suivi d'un are tel que EF
ascendant et d'un are plongeant FG.

Le segment OE correspond ä l'equilibre non fissure, l'arc EF ä un equilibre
fissure stable, et l'arc EG ä un equilibre instable.
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On constate que pour des valeurs elevees de l'elancement, la theorie des empi-
lages donne une charge ultime nulle.

\ /3oexce\ntricite

Fig. 5.
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On peut aussi representer l'effet de l'excentricite sur la stabilite d'un empilage
elastique par le diagramme ci-dessous (Fig. 6).

Fig. 6.

V .a=0.7

Charge portante
nulle

0.5- <X<=0

equilibre
«=0.2non fissure

oi=0.

0.2 0.3

I er» / l v2(±f=c?Courbes oc -r • -=

\Gb* l N

equilibre "fissure"

A chaque valeur de oc -—^-l - I correspond une courbe-^=/( - Iprojection

la N\
sur le plan - — de l'intersection par un plan parallele ä ces axes de la surface

\h NJ
caracteristique de la charge limite admissible de la colonne.

Application aux poteaux en beton arme (Fig. 7)

Soit Iy l'inertie de la section de beton non arme, I2 l'inergie de la section des

aciers et (Iy + ml2) celle de la section homogeneisee.
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On obtiendra une Solution approchee du probleme du poteau en beton arme de

section rectangulaire, et ä armatures symetriques en procedant ä la construction
indiquee sur la Fig. 7 qui realise une interpolation geometrique entre les Solutions
correspondantes aux cas oü /„ 0 (empilage) et Ib 0 (colonne fictive d'acier).

Nous avons procede ä la verification du modele propose au moyen des resultats
d'essais effectues sur deux series de poteaux de 9 x 12,7 cm axialement charges
ayant des pourcentages d'armature de 1,5% et 2,5%.

Les resultats du calcul de la charge ultime par la theorie simplifiee et ceux des
essais concordent de fagon satisfaisante, eu egard ä la dispersion assez elevee de ces

derniers.

EULER

I2M
7T2

/30

30

Al"
'lO

1/30

by0— cr

30

7A; droites depente
ir2

/..= -h

0.5

Ia inertie des aciers

I|j inertie du beton

^ 2 E

Fig. 7.

Prise en compte de la resistance du beton ä la traction (Fig. 8)

Pour la colonne non armee, tout se passe comme si la charge etait accrue du
terme xby et que la contrainte limite dans la section la plus sollicitee etait de
Gb* + 21 x | (au lieu de Gb*)1.

1 Voir ä ce sujet: C. Bourdon, Problemes d'elasticite et de poussee des terres. Le Genie civil,
N° 7, de juillet-aoüt 1967, pp. 541 ä 544.
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resistance a
la traction

Fig. 8.
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Poteaux «precontraints»

On verifie qu'une precontrainte centree ne modifie pas la loi de deformations
de l'empilage. Mais les conditions aux limites sont evidemment changees. Pour
z 0 on a

o-* 2 — (21)

d'oü, avec les notations dejä utilisees:

dz

y~ö'

by0

6g*Y
+

N u— 1
•du (22)

Tout se passe comme si la contrainte limite du beton dans la section la plus
sollicitee etait reduite dans le rapport N/N + P.

La precontrainte sera favorable pour des charges moderees, notablement infe-
rieures ä la charge critique, mais eile deviendra nuisible si la charge de la colonne
se rapproche de la charge ultime, la compression supplementaire due ä la
precontrainte s'ajoutant evidemment ä la contrainte de compression due ä la charge.

Prise en compte du poids propre dans la theorie de la stabilite elastique des empilages

Pour un empilage elastique soumis seulement ä son poids propre, l'equation
differentielle de l'equilibre s'ecrit (avec les memes notations que precedemment):

y2-y" z6-^(i-z) (23)

oü 55 est le poids volumique du materiau.
En remplacant les differentielles dz et dp par des accroissements finis Az et Ap,

on peut determiner facilement, de proche en proche, la forme de la deformee,
puisque

h yx=
2 3
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Conclusion

La theorie des empilages elastiques permet d'analyser le comportement sous
charge des poteaux en beton arme et de fournir des Solutions approchees aux
problemes de flambement des poteaux, des murs, des plaques chargees dans leur
plan, et des coques.

Consequences pratiques pour le projet.
Economie et securite des pieces comprimees elancees

Dans la pratique, les elements de structure comprimes reels, et notamment
les poteaux en beton arme, ne sont jamais soumis ä une charge rigoureusement
axiale. En outre, leur forme geometrique comporte des defauts d'origine, dont l'effet
est egalement assimilable ä une excentricite de chargement. La charge produit
en outre une amplification des effets de ces diverses excentricites, que traduit bien
dans le domaine elastique la formule de Perry, et dont les reglements de beton
arme tiennent compte en faisant intervenir une fleche additionnelle. Le calcul est
ensuite conduit comme en flexion composee.

Toutes ces methodes, meme les plus elaborees, tombent en defaut dans la plupart
des cas pratiques, pour lesquels la «longueur de flambement libre» reste le plus
souvent tres mal connue. Nous renvoyons ä ce sujet ä notre etude parue en juillet
et decembre 1972 dans le Bulletin technique de la Suisse romande.

II resulte de la theorie des empilages elastiques, exposee ci-dessus, que pour
les pieces comprimees tres elancees, toute fissuration du beton annule pratiquement
la force portante de ce composant et que l'on ne peut plus compter pour de telles
pieces que sur celle de la cage d'armatures.

Du point de vue de la securite, il est preferable de concevoir une piece comportant
une bonne armature longitudinale plutöt qu'une piece d'equarrissage plus grand,
mais insuffisamment armee. A notre avis, l'economie ne doit pas etre recherchee,
comme eile Test trop souvent en pratique, du cöte des aciers, au prix d'une depense
de beton supplementaire. Du point de vue reglementaire, nous pensons que, pour
les pieces tres elancees, il serait legitime de fixer un pourcentage minimal d'armatures
longitudinales en fonction de l'elancement.

Une teile mesure ne greverait en fait que tres peu l'economie des projets. Elle
contribuerait ä eliminer un nombre croissant de risques d'effondrements dont le
caractere soudain et brutal nous permet de dire qu'au regard de tels risques la
securite n'a pas de prix.
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Resume

En partant d'un modele mecanique simple, constitue d'une colonne realisee en
empilant des troncons, poses ä joints secs, comme les elements des colonnes antiques,
il est possible de mettre en evidence des criteres d'instabilite tres eloignes de ceux
de la theorie d'Euler, et d'en tirer des conclusions interessantes pour les pieces en
beton arme.

Pour les pieces en beton arme de grand elancement, il est prudent de ne pas
descendre au-dessous d'un pourcentage minimal d'armatures longitudinales.

Zusammenfassung

Ausgehend vom einfachen mechanischen Modell der aus einzelnen Blöcken
zusammengesetzten Säule (wie etwa die steinernen Säulen der Antike), werden
Stabilitätskriterien abgeleitet, die von der Euler'schen Theorie beträchtlich
abweichen. Auf Stahlbetondruckglieder angewandt, können hieraus interessante

Folgerungen gezogen werden.
Bei schlanken Stahlbetondruckgliedern soll ein Mindestprozentsatz der

Längsbewehrung nicht unterschritten werden.

Summary

On the basis of a simple mechanical model consisting of prismatic or cylindrical
blocks put each on the top of the other, like the sections of an antique column, there

can be found instability criteria, that differ fondamentally from Euler's Solution.
Interesting conclusions concerning reinforced concrete columns can be gathered.

For long concrete columns it is recommended to use adequate longitudinal
reinforcement ratios.
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