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Théorie des empilages élastiques
Theorie der aus elastischen Blocken aufgebauten Sdule
Theory of the Column made of the Elastic Blocks

M.C. BOURDON
Ingénieur principal a la SOCOTEC, Paris.

Généralités

Considérons un poteau en béton armé en équilibre fléchi sous une charge N
appliquée avec une excentricité a. Il se comporte comme §il était formé de
Passociation de deux poteaux fictifs constitués 'un par le béton seul, et 'autre par la
cage d’armatures supposée entretoisée par les armatures transversales et des
«bielles» de béton obliques.

La charge critique ultime de flambement d’ensemble du poteau a pour borne
inférieure la somme des charges de la piéce en béton et de la cage d’armature,
considérées isolément dans le méme état déformé (le béton pouvant €tre fissuré
si la flexion est assez importante).

On pourra donc aborder la question du flambement des poteaux en béton
armé st 'on est en mesure:

a) derésoudre le probléeme théorique du poteau en béton dépouillé de son armature;

b) de déterminer linfluence des liaisons «béton-acier» sur les charges ultimes de
chacune des deux colonnes, dans leur état limite déformé, ou ce qui revient
au méme, l'erreur commise en imposant 4 chaque poteau une déformée théo-
rique déterminée, différente pour les besoins du calcul de la déformée commune
dont le calcul ne peut étre effectué, dans I’état actuel des connaissances, que
pour des conditions d’extrémité particuliéres.

On admettra que la cage d’armature supposée seule subit une déformation
sinusoidale correspondant & la solution approximative donnée généralement a ce
probléme, dans le domaine élastique. Cette déformée sinusoidale serait sous
charge axiale, un arc complet de sinusoide et, sous charge excentrée, un arc
partiel de sinusoide (voir Fig. 1).

Pour pouvoir raccorder notre étude aux hypothéses de calcul habituelles de la
résistance des matériaux, nous admettrons:

— que le béton ne résiste pas a la traction, ce qui revient a assimiler la colonne
a un empilage d’éléments élastiques de méme hauteur, dont les faces sont
normales a la ligne moyenne;
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— que 'hypothese de BernouLLr (indéformabilité des sections) et la loi de Hooke
(proportionnalité des déformations aux contraintes) sont toutes les deux
vérifiées pour la partie des éléments soumise aux efforts, et que la partie
non sollicitée, correspondant a la zone fissurée, n’intervient pas dans la défor-
mation des éléments.

Examinons pour simplifier le cas d’'un empilage d’¢léments rectangulaires de
largeur b perpendiculairement au plan de flexion, et h parallelement au plan de

flexion.

= T  +

E%ﬁi
N=N1’+ Ny
{a)

a) Colonne d’armatures.
b) Poteau en béton non armé.

Fig. 1

Théorie élémentaire (voir Fig. 2)

zone comprimeée /-

a e

zone

fissurde—| dz

Fig. 2. d

Soit N la charge appliquée,
y lalargeur de repos d’'un élément sur I'élément contigu,
z la cote de Iélément,
E le module d’¢lasticité du béton.
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La contrainte maximale, sur la fibre la plus sollicitée, est:

S (1)
Le raccourcissement unitaire de cette fibre est:
c 2N
ES e ol e 2
= TET ThyE )
La rotation €lémentaire:
dd & 2N
dz  y bYE (3)
I1 résulte de la répartition triangulaire des contraintes que:
1d do| 1d?
0]=-2 @on |Z|=-%2
- 3dz dz| 3dz*
d? 6N
d’ou dz}zi = S'byzE 4 avec e=.i 1
soit x la déformation transversale de la section par rapport a la ligne d’action de N
x=5%—1% (5) (avec y < h)
, . &*x | 2N )
d’ou o .byzE (6) (avece = +1)

Le probleme posé se raméne donc a I'intégration de I'équation différentielle
du 2° ordre:

y2'y”=8‘A (7)

ou A est une constante et e= + 1
En appelant o,* la contrainte maximale dans la section initiale (z=0), pour
laquelle la largeur d’appui est

_ 2N
Yo= boy* (8)
et en prenant la variable auxiliaire:
Yy _opF
== ©)
Yo Oy

on trouve les solutions de (7) sous les formes suivantes:
Premier cas: :
e=+1, f,(u)=Arg ch/u+ Jufu—1) (10)
z E
—=iJ f1 () (11)

Yo 6c,*
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Deuxieme cas:

e=—1, fy(u)= Arc cos \/u+ /ufu— 1) (12)

E

J%= i\/6 o fa(u) (13)

Ces solutions correspondent aux Figs 3a et 3b. La rotation 4 la limite supé-
rieure de l'empilage est:

Mo * — o
>E A
avece
o _N 15
L= bh ( )

Considerons maintenant une pile en béton non armé, axialement chargée, de
hauteur ! (section rectangulaire).

Fig. 3.

(a) (b)

cas=E=+1 cas: £=—1

Soit I; = 2z, 1a longueur de la «zone fissurée» assimilable & un «empilage».
L’égalité des rotations & la limite de la zone fissurée conduit a la relation suivante:

30,0 filw) | 1 |
tgL\/ E ’_l_ul\/uTJ_Z u, — 1 (16}

*

avec
Op

- 20,

(17)

Uy

<

o, = contrainte critique ultime de la piece fissurée = oh (18)
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Si on compare G, a la contrainte critique eulérienne de la piéce
2 2
n° Eh
B, = et 19
R 2 1

on obtient la courbe OA de la Fig. 4, et pour des picces soumises a des charges

excentrées le réseau des courbes telles que OB 1, OB 2..., qui montrent la variation

du rapport de la charge ultime N a la charge critique d’Euler N, en fonction de

I'excentricité relative a/h pour diverses valeurs du parameétre u; défini plus haut.
L’intersection d’une courbe a/h avec la droite de pente

%92 1 E 2
caL . o ¢ (20)
24E 2 E \h

donne la solution du probléme de I'équilibre fléchi de I'empilage d’élancement

h=2./31/h

T2
A
o'u,e _L_I__L—J———L'—l_-l—-l_k
: d, _1
, =/Q/
0.7 LN a 1
~——=d8 F = excentricite
OE — relative
) //'/ 2/30
0.5 e
/ ~
. l/|o \ B2
Fig. 4, 04 /// 2Z
M
0.3 47 ==
// ,-—\% o
02 AP 02N B
. = ——~ 8/
%———m’-\‘\?"\\ A Y
T 1 T T T T T i 1

Portons en abscisse dans un diagramme rectangulaire les valeurs du paramétre

v %" (L) et en ordonne
>—| -] etenordonnée
E \h

celles du coefficient
B 2 N

HT RN

on obtient le réseau des courbes de la Fig. 5 graduées en fonction de I'excentricité

relative a/h.

Ces courbes comprennent, comme on pouvait s’y attendre, un segment de la
droite OA passant par l'origine, de longueur variable, suivi d’un arc tel que EF
ascendant et d’un arc plongeant FG.

Le segment OF correspond a I'équilibre non fissuré, I'arc EF a un équilibre
fissuré stable, et Parc EG a un équilibre instable.
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On constate que pour des valeurs élevées de 'élancement, la théorie des empi-

lages donne une charge ultime nulle.

T2~ [T N N S P SN TN T B
12 0.8 fmm oot e e e TR

\
07 \\°/h=°

0.6+ L S | \ 14
i\ 73pexcelntricite
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On peut aussi représenter I'effet de I'excentricité sur la stabilité d’'un empilage
élastique par le diagramme ci-dessous (Fig. 6).

=N
P e
1

charge [portonte -
E ]

-_—\ nulle
0.5 o(=0.4\-

Fig. 6. Je=03 \

equilibre \"\\ |_~équilibre “tigsuré"
"non fissuré" 1e=02 \)/

Ta=0.1 b‘\ ,

N ; V\\\

o NA ¢
0.l | o2 03
6
) 1oox Ly e
Courbes o= 5 =— { 3 )= cC=

chaque valeur de =, —l I'T nd une ¢ rb —f jecti
h € valeu COTrespo = _
A q o Sp Ourpe Nc projection

N : :
sur le plan (E, —) de l'intersection par un plan paralléle a ces axes de la surface

caractéristique de la charge limite admissible de la colonne.

Application aux poteaux en béton armé (Fig. 7)

Soit I, Pinertie de la section de béton non arme, I, I'inergie de la section des
aciers et (I; + ml,) celle de la section homogénéisée.
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On obtiendra une solution approchée du probléme du poteau en béton armeé de
section rectangulaire, et a armatures symétriques en procédant a la construction
indiquée sur la Fig. 7 qui réalise une interpolation géométrique entre les solutions
correspondantes aux cas ou I, =0 (empilage) et I, = 0 (colonne fictive d’acier).

Nous avons procédé a la vérification du modéle proposé au moyen des résultats
d’essais effectués sur deux séries de poteaux de 9 x 12,7 cm axialement chargés
ayant des pourcentages d’armature de 1,5% et 2,5%.

Les résultats du calcul de la charge ultime par la théorie simplifiée et ceux des
essais concordent de fagon satisfaisante, eu égard a la dispersion assez élevée de ces
derniers.

12
1 T2
i EULER
lpags
%30
ol =9 I
al £ 10
o+ AIu-: .1_ g-*- -1-:
2 : 430 bh 2°b
/. I
S =% % byo
0.2
L
1 W o0 )
A
(A
A1
o 6 o* L\2
S| E A droites de pente | ——-—2- (—)
2 + w2 E h
-]
=
.
i /'-'1* h
1 ] T 1 I | ] 1 I
o] 0.5 1
pe ot 1 (1N
¥ s . Lo 2 . E U1 h
I, = inertie des aciers,
Iy, = inertie du béton Fig. 7.

Prise en compte de la résistance du béton 2 la traction (Fig. 8)

Pour la colonne non armée, tout se passe comme si la charge était accrue du
terme thy et que la contrainte limite dans la section la plus sollicitée était de
op* + 27| (au lieu de o, *) L.

! Voir & ce sujet: C. BourDON, Problemes d’élasticité et de poussée des terres. Le Génie civil,
Ne 7, de juillet-aotit 1967, pp. 541 4 544.
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résistance & 7= cfe
la troction: z

-
Fig. 8. a & M
b %

Poteaux «précontraints»

On vérifie qu'une précontrainte centrée ne modifie pas la loi de déformations
de l'empilage. Mais les conditions aux limites sont évidemment changées. Pour
z=0ona

P+ N

c*=2
byo

d’ou, avec les notations déja utilisées:

dz E P u
= {1+ =] . 22
Yo \/65*( +N) \/u~1d“ 22

Tout se passe comme si la contrainte limite du béton dans la section la plus
sollicitée était réduite dans le rapport N/N + P.

La précontrainte sera favorable pour des charges modérées, notablement infé-
rieures a la charge critique, mais elle deviendra nuisible si la charge de la colonne
se rapproche de la charge ultime, la compression supplementaire due a la pré-
contrainte s’'ajoutant évidemment a la contrainte de compression due a la charge.

(21)

Prise en compte du poids propre dans la théorie de la stabilité élastique des empilages

Pour un empilage élastique soumis seulement a son poids propre, I'équation
différentielle de I'équilibre s’écrit (avec les mémes notations que précédemment):
. 6BhA
y2 oy =822~ 2) 23)
E
ou & est le poids volumique du matériau.
En remplagant les différenticlles dz et dp par des accroissements finis Az et Ap,

on peut déterminer facilement, de proche en proche, la forme de la déformée,
puisgue

X =

l\J|;T-

y
3
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Conclusion

La théorie des empilages élastiques permet d’analyser le comportement sous
charge des poteaux en béton armé et de fournir des solutions approchées aux
problémes de flambement des poteaux, des murs, des plaques chargées dans leur
plan, et des coques.

Conséquences pratiques pour le projet.
Economie et sécurité des piéces comprimées élancées

Dans la pratique, les éléments de structure comprimés réels, et notamment
les poteaux en béton armé, ne sont jamais soumis a une charge rigoureusement
axiale. En outre, leur forme géométrique comporte des défauts d’origine, dont T'effet
est également assimilable 4 une excentricité de chargement. La charge produit
en outre une amplification des effets de ces diverses excentricités, que traduit bien
dans le domaine élastique la formule de Perry, et dont les réglements de béton
armeé tiennent compte en faisant intervenir une fleche additionnelle. Le calcul est
ensuite conduit comme en flexion composée.

Toutes ces méthodes, méme les plus élaborées, tombent en défaut dans la plupart
des cas pratiques, pour lesquels la «longueur de flambement libre» reste le plus
souvent trés mal connue. Nous renvoyons a ce sujet & notre étude parue en juillet
et décembre 1972 dans le Bulletin technique de la Suisse romande.

Il résulte de la théorie des empilages élastiques, exposée ci-dessus, que pour
les piéces comprimées trés élancées, toute fissuration du béton annule pratiquement
la force portante de ce composant et que 'on me peut plus compter pour de telles
picces que sur celle de la cage d’armatures.

Du point de vue de la sécurité, il est préférable de concevoir une piéce comportant
une bonne armature longitudinale plutét qu'une piéce d’équarrissage plus grand,
mais insuffisamment armée. A notre avis, 'économie ne doit pas étre recherchée,
comme elle I'est trop souvent en pratique, du coté des aciers, au prix d’une dépense
de beton supplémentaire. Du point de vue réglementaire, nous pensons que, pour
les pieces tres elancées, il serait Iégitime de fixer un pourcentage minimal d’armatures
longitudinales en fonction de I'élancement.

Une telle mesure ne gréverait en fait que treés peu I'économie des projets. Elle
contribuerait 4 éliminer un nombre croissant de risques d’effondrements dont le
caractére soudain et brutal nous permet de dire qu’au regard de tels risques la
sécurité n’a pas de prix.
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Résumé

En partant d’un modele mécanique simple, constitué d’une colonne réalisée en
empilant des trongons, posés a joints secs, comme les éléments des colonnes antiques,
il est possible de mettre en évidence des critéres d’instabilité tres éloignés de ceux
de la théorie d’Euler, et d’en tirer des conclusions intéressantes pour les piéces en
béton arme.

Pour les piéces en béton armé de grand €lancement, il est prudent de ne pas
descendre au-dessous d’un pourcentage minimal d’armatures longitudinales.

Zusammenfassung

Ausgehend vom einfachen mechanischen Modell der aus einzelnen Blocken
zusammengesetzten Sdule (wie etwa die steinernen Sdulen der Antike), werden
Stabilitdtskriterien abgeleitet, die von der Euler’schen Theorie betrichtlich
abweichen. Auf Stahlbetondruckglieder angewandt, kénnen hieraus interessante
Folgerungen gezogen werden.

Bei schlanken Stahibetondruckgliedern soll ein Mindestprozentsatz der Lings-
bewehrung nicht unterschritten werden.

Summary

On the basis of a simple mechanical model consisting of prismatic or cylindrical
blocks put each on the top of the other, like the sections of an antique column, there
can be found instability criteria, that differ fondamentally from Euler’s solution.
Interesting conclusions concerning reinforced concrete columns can be gathered.

For long concrete columns it is recommended to use adequate longitudinal
reinforcement ratios.
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