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Structures en poutres-caissons reliees par des dalles *

Structures of Box-Girders Joint Together by Slabs

Kastenträger-Brücken mit untereinander verbundenen Platten

S. KLIMINSKI
Docteur-Ingenieur

(Entrepnses SPIE-BATIGNOLLES France)

Preface

La determination des contraintes et des deformations dans les profils minces
fermes que constituent les poutres-caissons ne releve pas de theories elementaires;
ä vouloir simplifier le probleme ä coups d'hypotheses, difficiles ä justifier, on court
le risque d'ignorer dans quelle mesure on ne s'ecarte pas trop de la realite.
A une epoque oü les ponts courbes deviennent de plus en plus nombreux, oü
les parois des poutres-caissons sont de plus en plus minces, il importait que le

comportement de telles poutres soit etudie en prenant essentiellement en compte:

— la flexion transversale des parois,
— la contrainte normale longitudinale engendree par la torsion non uniforme.

C'est le travail qu'a entrepris d'effectuer M. Kliminski, et pour avoir suivi pas
ä pas son elaboration, j'ai pu me rendre compte de l'effort continu et passionne
qu'a du fournir l'auteur pour arriver ä la volumineuse these soutenue recemment.

C'est un resume de ce travail que je suis heureux de presenter ici, convaincu
que tous ceux qui sont interesses par le calcul de telles structures sauront y trouver
ä la fois des renseignements directement utilisables et matiere ä reflexion.

P.M. Gery
Professeur ä l'Ecole nationale Superieure des mines
et au Conservatoire national des arts et metiers.

* Extraits d'une these de doctorat soutenue le 22 septembre 1971, ä la Faculte des sciences de Paris,
devant le jury compose de MM. les professeurs: R. Siestrunck (President), R. Vichnievsky, P. Gery,
D. Ceylon.
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Introduction

Utilisees frequemment comme structures d'ouvrages d'art, en metal ou beton
precontraint, les poutres-caissons sont une source de calculs parfois complexes.

Lorsqu'il s'agit d'ouvrages en beton precontraint, ces poutres-caissons sont'
maintenant tres souvent reliees transversalement par le seul intermediaire de dalles
souples. Actuellement, la resolution de telles structures ainsi definies est conduite,
compte tenu de:

— la rigidite ä la torsion des poutres-caissons, la torsion etant supposee uniforme;
— la rigidite ä la flexion des dalles de liaison.

Pour des systemes composes de deux poutres-caissons, ces hypotheses de calculs
semblent fournir des resultats satisfaisants. Cependant, appliquees ä plusieurs
poutres-caissons, celles-ci deviennent caduques.

Deux sollicitations importantes sont en effet negligees:
1° La flexion transversale des parois de Caissons.
2° La torsion qui engendre une contrainte normale longitudinale.
L'objet de cette recherche est d'analyser le comportement de structures en

plusieurs poutres-caissons, qui peuvent etre classees, de par leurs dimensions, dans
la categorie des pieces longues en voile mince, en considerant les deux sollicitations
precitees comme fondamentales.

Definition du probleme

Les sections transversales des structures comprennent n Caissons (n S= 2). Chaque
caisson est symetrique au moins par rapport ä son axe vertical. Les caissons sont
lies entre eux par des dalles pouvant etre de longueur differente. Ainsi, la section
transversale a la forme ci-dessous:

cjc oje

Fig. 1



STRUCTURES EN POUTRES-CAISSONS RELIEES PAR DES DALLES 117

Les axes longitudinaux des structures d'inertie constante sont rectilignes. Aux
deux extremites de la travee etudiee, les sections transversales sont unies par
des diaphragmes. Ceux-ci sont, le plus souvent, inextensibles dans le plan vertical
et normal ä Taxe longitudinal des structures. Ils sont, par contre, souples ä la
torsion. Ainsi les sections extremes des structures sont parfaitement encastrees
ä la torsion et chaque poutre-caisson est encastree elastiquement ä la flexion.

La charge appliquee est une charge verticale p, uniformement repartie dans le

sens longitudinal, et ponctuelle transversalement (fig. 1).

La position de la charge etant variable transversalement.
Sous une teile charge, la structure est soumise ä la flexion et ä la torsion.
Si la flexion ne pose pas de probleme majeur, la torsion apparait, en revanche,

complexe. En effet, nous avons le phenomene de torsion non uniforme. Les sections
transversales sont encastrees ä leurs extremites (gauchissement empeche), et cet
encastrement engendre des reactions longitudinales qui sont equilibrees par des

contraintes normales.
Nous decomposons la structure, par des coupures effectuees au milieu de

chaque dalle de liaison, parallelement ä Faxe longitudinal.
D'une maniere generale, nous obtenons ainsi des profus dissymetriques d'un

caisson ä deux porte-ä-faux. La dissymetrie est creee par la longueur differente
des porte-ä-faux.

Etat des contraintes et deformations - Convention de signes

Soit une tranche de poutre-caisson ä deux porte-ä-faux, soumise ä la compression,
flexion et torsion non uniformes.

Les axes Ox et Oy se trouvent dans le plan d'une section transversale, et ce

sont ses axes principaux d'inertie (fig. 2).

U"

Fig. 2
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Suivant les hypotheses de Vlassov, nous pouvons exprimer l'allongement
longitudinal relatif e, compte positivement suivant la direction de Taxe Oz:

l-"2v a
e a, s —

E Er

et la deformation de distorsion, comptee positivement, contrairement au sens

trigonometrique, par:

T

Y= G

II faut maintenant determiner les contraintes er et x.

Pour les profils ouverts, cette determination se fait ä l'aide des formules
suivantes developpees par Vlassov :

N Mx
o= —+ —-y ¦

A F
M„ B

X
Ty'Sx Tx-Sy Mm-Sa

Ix-5+ 7/5 /«•5

(1)

(2)

Le sens des symboles est explique en notations.
L'effort normal N est compte positif quand il est dirige le long de Taxe Oz.

Les moments (Mx) et (My) sont positifs quand leurs vecteurs ont les directions
des axes Ox et Oy.

On donne au moment de torsion C le signe positif comme sur la fig. 3.

,rf*<s^a:^°»\e*

Fig. 3

On voit qu'avec la torsion non uniforme une nouvelle force generalisee apparait
dans les formules: c'est le bimoment B. Contrairement ä un moment, le bimoment
represente une force statiquement equivalente ä zero.

Le moment de torsion flechie (Mj est lie avec le bimoment par la relation:
M =P
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Pour les profils fermes, on peut determiner ces contraintes par les formules
semblables, developpees par Oumansky, Ourban [26], [27], [30] et [33]:

N Mx M„ B
— H • y -• x + —• co

I
C T-Sr T-Sv Mz-Si

I -5
-+

//5
- +

7--5

(3)

(4)

La difference entre ces formules et Celles des profils ouverts porte sur les

caracteristiques geometriques. En outre, dans la formule de contraintes tangentielles, on
rencontre un terme supplementaire, qui exprime la torsion uniforme. II apparait
cependant que, dans le cas du profil etudie pour le calcul des contraintes, on ne

peut utiliser aucune de ces formules, parce que:
1° Le profil en question est decoupe dans une section transversale continue.
2° Le profil est compose, car il est constitue en meme temps par un profil

ferme et deux profils ouverts.
Nous determinons les contraintes pour un tel profil, compte tenu de la res-

semblance des formules (1), (2) avec (3) et (4).

II est ä remarquer que, dans les nouvelles formules, certains termes vont dispa-
raitre. Soit une poutre-caisson ä deux porte-ä-faux, dont la section transversale est

decoupee dans une section continue. L'effet des coupures est remplace par (g) et
(m), comme sur la fig. 4. (Nous negligeons les glissements longitudinaux au droit
des coupures.)

|- * .4- *
I. ° ,|P

X I r

'+'

y
Fig. 4

"d

Considerons les axes Oxy comme les axes principaux d'inertie. En effet, nous
pouvons admettre, avec une bonne approximation, que ces axes sont verticaux et
horizontaux. La dissymetrie de la section est provoquee seulement par la longueur
differente des porte-ä-faux. Or, l'application numerique montre que dans ce cas les

axes principaux d'inertie sont quasiment verticaux et longitudinaux. Ceci confirme
l'etude de M. Renard [20], dans laquelle la difference de longueur des porte-ä-
faux atteint 3 m, ce qui est d'ailleurs difficilement realisable en pratique.



120 S. KLIMINSKI

Les formules relatives aux contraintes du profil etudie, avec les nouvelles
notations sectorielles, prennent la forme suivante:

(5)
M B

rj=-Ty" /[co]
Leo]

c T-ST M[0)] •r
T - —____ — —

QS Ix-8 ¦f[co] 5
(6)

Dans ces formules [co], /[M], Sx et T dependent de la section transversale.
B et M[co], par contre, dependent de la longueur, et se determinent de l'equation
de torsion non uniforme.

Avant de definir ces grandeurs, nous analysons l'hyperstaticite des structures.

Inconnues hyperstatiques

Soit un Systeme plan ä (n) caissons relies par des dalles, soumis aux forces
exterieures quelconques.

Un tel Systeme est ä la fois hyperstatique interieur et exterieur. En effet,
chaque caisson represente un portique ferme, trois fois hyperstatique —

l'hyperstaticite interieure.
Pour lever totalement l'hyperstaticite du Systeme, il faut pratiquer des coupures

dans chaque dalle de liaison. On cree, ainsi, trois inconnues hyperstatiques par
coupure — l'hyperstaticite exterieure. Chaque coupure implique l'introduction de
trois inconnues hyperstatiques, qui sont:

— effort tranchant q, — q;
— effort normal N, — N;
— moment flechissant m, — m.

©
¦TITTTTm

® ® VW7

Fig. 5

Le Systeme de la fig. 5 aura les inconnues hyperstatiques representees sur la
fig. 6.
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3z 93

Qm, 1712 ™3

3)G G© ® ®
3)9—' M)oliE qm

NfiqmNi mn rnjj
mt

rnm

Fig. 6

Le degre d'hyperstaticite total du Systeme peut etre exprime par la formule:
3 « + 3 (n — 1), n etant le nombre des caissons.

Pour quatre caissons, par exemple (fig. 5 et fig. 6), le degre d'hyperstaticite
est: 3 x 4 + 3 x (4 — 1) 12 + 9 21, car n 4. II y a 12 inconnues hyperstatiques
interieures et 9 inconnues hyperstatiques exterieures.

Pour un seul caisson (n 1), nous avons:
3 x 1 + 3 x (1 — 1) 3. En effet, le Systeme ne possede que trois inconnues
hyperstatiques interieures.

Dans les cas courants, les structures en question sont soumises aux charges
verticales seules. Ceci reduit le nombre total des inconnues hyperstatiques. A chaque
coupure de la dalle de liaison, l'effort normal N devient nul.

Le degre d'hyperstaticite du Systeme s'exprime par la formule suivante:
3« + 2 (n — 1), oü (n) est egalement le nombre de caissons.

l Hill w© ® ©

Fig. 7

q3
™3

5)6 fDG® • <L ®©
l—icr-J ^gL IlE%

qmNu
Nm mn
I"l

Fig. 8
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Pour le Systeme de la fig. 7, le nombre d'inconnues hyperstatiques est:
3 x 4 + 2 (4 - 1) 18, car n 4. II y a toujours 12 inconnues hyperstatiques
interieures et 6 inconnues hyperstatiques exterieures.

Les structures le plus souvent rencontrees ont les sections transversales syme-
triques, et de cette symetrie decoule une simplification importante:

if 2p

© ® ®

Fig. 9

En effet, nous pouvons decomposer la charge exterieure selon le procede de la
symetrie et de l'antisymetrie. Ceci reduit le nombre d'inconnues hyperstatiques
(fig. 10 et 11).

qi OjC q2=0 q,
P m, : m2 mi

"~v^ ^o ^v?
P

©

qi
Ni
mi

^lAL \ ® / *-A-> \® / ^M^

qi qm

Nn Nm

m! %

®

qi
Ni
™i

Fig. 10. Chargement symetrique.

X
p,l

®©
-ÄG-J

qi

0,2
0 * P

1

y cDcp

qi
Nn

®

qi
Ni

Fig. 11. Chargement antisymetrique.

Jusqu'ä present, nous avons analyse l'hyperstaticite des systemes plans (sections
transversales des structures). II apparait cependant que les structures etudiees forment
des systemes spatiaux. En consequence, toutes les inconnues hyperstatiques ne sont
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pas des nombres mais des fonctions de la longueur (z). Pour simplifier le probleme
nous separons les inconnues interieures et exterieures.

Resumons la marche ä suivre en nous reportant au caisson ® de la fig. 10.

1 m.

Fig. 12

On determine d'abord les inconnues hyperstatiques interieures (qT), (Nj) et (m7),

dues aux charges exterieures; les inconnues (qt) et (wj etant considerees aussi

comme les charges exterieures.
Afin de pouvoir considerer le caisson comme un Systeme plan, il faut deter-

miner les forces axiales qui apparaissent dans les parois. Ces forces proviennent
de la difference des cisaillements sur deux faces d'une tranche elementaire (dz)
(fig. 13), et la tranche unitaire se comporte comme un portique elastique.

7"V
VL

Fig. 13.

Les cisaillements en question sont definis par la formule (6), dans laquelle le
dernier terme exprime les cisaillements provenant de la torsion non uniforme.
Nous negligeons ce terme dans le calcul des inconnues hyperstatiques.

Si l'on voulait tenir compte de ces cisaillements, il faudrait definir le moment
de torsion flechie. Celui-ci ne peut pas etre determine autrement que par la
resolution de l'equation de torsion non uniforme. Comme le moment exterieur de
torsion (c) depend de valeurs (q\ et (m\, il se trouve que l'on aurait pour une
equation trois inconnues:

(©M<?)i et (m)s
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II est donc impossible de determiner par cette equation le moment de torsion
flechie, indispensable ä la definition de telles contraintes.

Ensuite nous rendons le Systeme isostatique. Nous avons donc trois etats unitaires
dus aux charges exterieures (fig. 14).

©

p 1

©

rri| =1

© q, 1

Fig. 14

A chacun de ces trois etats sont associes trois etats unitaires relatifs aux
inconnues qIy Nj et m7 (fig. 15).

®

qi=1

® ©

Nx=1

Fig. 15

ee
mT=1

Les inconnues recherchees (qt), (Nj) et (m7) se determinent ä partir d'un Systeme
de trois equations lineaires, dont la forme matricielle est:

"flu «21 ß31 ai AiP 0

012 «22 «32 X Nj + A2P 0

«13 Ö23 Ö33. mI _ Aip- _0_

La matrice (atj) est independante du Systeme des forces exterieures, et eile est

symetrique (a; j aj t). Les coefficients (a{ j) et (A iP) se calculent habituellement par
les integrales de Mohr.

Les moments flechissants reels dans les parois sont ä multiplier par les valeurs
reelles de (p), (mx) et (q^. Ces deux derniers etant les inconnues hyperstatiques
exterieures ä determiner.

Determinons d'abord les inconnues hyperstatiques exterieures pour une travee
isostatique.

La poutre est soumise ä la charge exterieure (p), d'excentricite constante (d)
(fig. 16).

Puisque la poutre est isolee, il faut retablir la continuite transversale de la
structure en appliquant, le long de la coupure, des inconnues hyperstatiques
%) et m(z).
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Fig. 16

Nous developpons la charge exterieure (p) et les fonctions q{z) et m(z), en series

deFouRlER:

" °° (2n-\)nz 4p 1

P= Z P„'Sin avecp„
n=l ^

(2fl-l)jtZ
q(z)= E««'sin

L

n (2n-l)

avec q„ inconnue
n l
" c0 (2n — 1) rcz

m(z)= £ m„-sin avec m„ inconnue

Pour ecrire que les deplacements sont nuls, au droit de la coupure, il faut
considerer une force et un couple auxiliaire qui correspondent ä q(2) et m(2).

La somme des travaux de la force ou du couple auxiliaire unites, dans les

deplacements dus aux inconnues <j(z) et m{z}, et ä la charge exterieure, doit etre
nulle. Ceci se traduit par un Systeme d'equations lineaires (autant d'equations
que d'inconnues) que nous pouvons exprimer sous forme matricielle:

M-M + M [o]

La matrice [a] se compose de quantites (a; j) qui representent le travail de la
force auxiliaire <;) dans les deplacements dus ä une force unitaire (;>, relative ä

l'inconnue hyperstatique y>. Cette matrice ne depend pas du Systeme des forces
exterieures. Elle est symetrique (ay) (aß).

La matrice [x] est une matrice colonne des inconnues (qx); (mt); (q2); (m2), etc.
La matrice [^] est une matrice colonne des quantites (AiP), qui representent

le travail de la force auxiliaire dans les deplacements dus aux forces
exterieures (/>).
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Les quantites (a^) sont des sommes de trois termes:

aij (ßy)i + (atJ)2 + (a,j)3

(at j\ provient de la flexion longitudinale verticale.

-y
Mi M

diagramme des Mi diagramme des Mj

Fig. 17

(öij)i — J-dz
EI

(7)

(atj)2 represente le travail de torsion uniforme.

diagramme des Gi diagramme des Dj

Fig. 18

atjh
Ct-C,

Gl,
-dz (8)

(at j)3 represente le travail de flexion transversale qui provient de la deformation
des dalles de liaison et des parois des caissons. Nous avons dans ce cas l'integrale
double etendue au contour (s) de la section, et ä la longueur (L) de la travee.
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x?

sin

force auxiliaire force unitaire

Fig 19

K)s ds dz
Eh

(9)
M

dans laquelle I(s) concerne l'inertie des parois.
De meme chaque (AlP) est la somme de trois termes:

Ap (Ap)i + (Ap)2 + (Ap)s

Le calcul de chaque terme se fait de la meme facon que celui des (atJ). Les dia-
grammes de moments relatifs ä la force auxiliaire sont les memes; les diagrammes
de moments dus ä la force unitaire sont remplaces par les diagrammes des

moments dus aux forces exterieures.
Les integrales (7), (8), (9) concernent toute la section de la structure.
Un ou plusieurs (aM)„ ou (AlP)n peuvent etre nuls, en raison de la symetrie de

la section transversale et de la symetrie des charges.
Pour une travee encastree elastiquement ä la flexion ä ses deux extremites,

le probleme consiste ä rechercher les fonctions cjy et m<z) correspondant ä des

moments d'encastrement.
On procede de la meme facon que dans le cas de la travee isostatique. La

charge exterieure etant le moment d'encastrement applique aux abouts de la travee.
On determine enfin les inconnues (q) et (m) comme la somme de deux effets:

celui de la charge (p) et celui des moments d'encastrement.
Un tel calcul permet de determiner les valeurs des inconnues q et m, au milieu

de la travee (les coefficients inconnus q„ et m„ se deduisent du coefficient p„ qui
caracterise la charge exterieure).

Par contre, nous ne connaissons pas l'equation de la courbe suivant laquelle
sont reparties les inconnues q(z) et W(z) le long de la travee. Nous savons que les

courbes sont symetriques par rapport au milieu de la travee (p Ctc), et obtiennent
zero aux extremites (fig. 20).
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q(Z) ou rri(Z) inconnu

q0 ou m0 connu

y
y

Fig. 20

Nous supposons que les fonctions inconnues sont reparties, soit suivant une loi
sinusoi'dale, soit suivant une parabole du deuxieme degre. Seules l'application
numerique et la verification experimentale peuvent demontrer quelle est la fonction
qui repond le mieux ä ce probleme.

Hypotheses de la torsion

Pour la determination des inconnues hyperstatiques, nous avons ete obliges de

simplifier le probleme en considerant la torsion comme uniforme, mais ä partir
de maintenant nous adoptons les hypotheses de Oumansky et Benscoter. Ces

auteurs ont defini une «fonction de gauchissement».
Les hypotheses se definissent ainsi:

1° Le contour de la section transversale est considere comme indeformable. Pour
les constructions en metal, cette indeformabilite est assuree par les raidisseurs
transversaux. On adopte cette hypothese egalement meme pour les pieces sans
raidisseur qui ont des parois plus epaisses: les profiles lamines, par exemple
[16], [26] et [33].
Dans les constructions en beton precontraint, la section est constituee de voiles
relativement epais. Les intersections des ämes et des hourdis sont renforcees

par des goussets dans lesquels on löge des cäbles. Ceci assure l'indeformabilite
du contour meme en cas de constructions peu entretoisees.

2° Les contraintes normales longitudinales dues ä la torsion non uniforme sont
reparties dans la section de la meme facon que le gauchissement dans le cas
de torsion uniforme.

3° Les contraintes de cisaillement sont uniformement distribuees sur toute l'epais-
seur de la paroi. Cette hypothese concerne les pieces longues ä parois minces,
dont les dimensions sont telles que:

:<0,1, £<0,1
8: epaisseur de la paroi
a: hauteur de la paroi
L: longueur de la barre.
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Pour les constructions precontraintes, on neglige l'effet des cäbles sur la rigidite
ä la torsion. Selon Vlassov [32], pour les pieces precontraintes au lieu de GId
relative aux sections non precontraintes, il faudrait prendre:

Gh-R-E
ou:

Id le moment d'inertie relatif ä la torsion uniforme,
R la resultante des forces de precontrainte,
S l'expression qui depend de la geometrie de la section et de la position

du point d'application de R.
Ce probleme, ä notre connaissance, n'a ete traite que par Vlassov pour une

barre de section ouverte dans laquelle le trace du cäble est rectiligne. II faut
cependant remarquer que, lorsque la section est composee d'elements fermes et
ouverts, l'effet de cäbles est moindre.

Rappel des caracteristiques geometriques sectorielles

Comme nous l'avons dejä remarque, les caracteristiques sectorielles definissent
le gauchissement des sections. Nous rappelons la definition de ces caracteristiques.
Elles correspondent, dans leur appellation, ä Celles qui sont donnees par les principaux

auteurs ayant pris part ä l'elaboration de la therie classique des barres ä

parois minces. Parmi ces auteurs, on peut citer particulierement Vlassov et
Wagner.

Profils ouverts

Surface sectorielle [L]2, appelee aussi coordonnee sectorielle.

y

ligne moyenne

< du profil

\^JPo

/

Fig. 21

Soit: P un pole arbitraire,
PF„ rayon initial,
PF rayon mobile.
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Conformement ä la fig. 21, la surface sectorielle est definie par l'integrale:

s

co J rds
o

La surface sectorielle est comptee comme positive, si le rayon mobile PF qui
l'engendre tourne dans le sens trigonometrique vu selon Oz.

— Moment statique sectoriel [L]4; il est donne par: Sm \Ä<üdA.
— Moments lineaires sectoriels [L]5; ils sont donnes par les integrales:

S(ay \Axa>dA, Sax \Ay<üdA.
— Moment d'inertie sectoriel [L]6; il s'exprime par l'integrale: Im \a(ü2 dA

Profils fermes

Les caracteristiques sectorielles des profils fermes ont ete etablies par les auteurs
russes [26], [27], [30] et [33] et ont pour but d'elargir la theorie de Vlassov
concernant les profils ouverts.

— Surface sectorielle des profils fermes: appelee aussi surface de gauchissement.
Elle s'etablit par l'analyse d'un profil ferme soumis ä la torsion uniforme (le
gauchissement est libre) et s'exprime par l'expression:

s

ds

gE
co co — Q -z

ds

Les autres caracteristiques ont la meme forme que Celles des profils ouverts.

Centre deflexion

La surface sectorielle des profils ouverts et fermes que l'on trouve dans les
formules (1) et (3) est calculee par rapport au centre de flexion, egalement appele
centre de cisaillement.

La position du centre de flexion depend uniquement des caracteristiques
geometriques de la section transversale, et sa determination, pour les profils ouverts
ou fermes, se fait aisement ä partir d'un pole arbitraire P (fig. 22).

bx-ax= - — § y®PdA
*x A

1
f

(io)
by — ay= —]x&pdA

*y A
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~»P

Fig. 22

Caracteristiques sectorielles des profils composes d'elements fermes et ouverts

Pour definir les caracteristiques sectorielles des profils composes d'elements
fermes et ouverts, il faut definir la surface sectorielle qui se compose dans ce

cas de trois parametres:
— de la surface sectorielle du profil ferme co, et

— des surfaces sectorielles de profils ouverts co.

Considerons le profil etudie comme independant (les extremites des porte-ä-faux
sont definies par les coupures).

Nous prenons en compte Fegalite de gauchissement suivant les aretes / — /'
et // — //' (fig. 23) pour le caisson et les porte-ä-faux.

Fig. 23

Notons qu'un raisonnement semblable est fait pour l'etude de la torsion d'une
coque de navire ayant une structure composee. La coque est soumise ä la torsion
par une vague biaise rencontree par le navire [22], [27].

La torsion etant non uniforme, conformement aux hypotheses, le gauchissement
doit etre exprime par la fonction de gauchissement:

r r -Idö (11)

On voit que le gauchissement de la section est proportionnel ä la surface
sectorielle. Pour qu'il y ait l'egalite de gauchissement ä la naissance des porte-ä-
faux, il faut que les surfaces sectorielles calculees pour les parties fermees et
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ouvertes soient egales aux points I et II (fig. 23). Cette condition nous conduit
ä exprimer la surface sectorielle des parties ouvertes par:

|co| =\rds + D0
o

Les autres caracteristiques sectorielles qui concernent les profils composes se
calculent ä partir de la surface sectorielle. Celle-ci se compose de co et de la nouvelle
valeur pour la partie ouverte determinee ci-dessus |co|. Nous avons donne leurs
symboles en notations.

Determinons maintenant la position du point sectoriel nul, et celle du centre de
flexion.

Connaissant le gauchissement, on peut ecrire pour la contrainte normale:

a=E1-
dt,

dz

et, compte tenu de (11), nous avons:

CT=-M-^-£i
d2S

d? (12)

La barre est soumise uniquement ä un moment de torsion, la contrainte o doit
donc satisfaire aux equations d'equilibre:

N \odA 0
A

My= )CxdA =0
A

Mx joysA 0
A

En introduisant (12) dans les equations (13), on trouve:

(13)

J[>]^=
A

| [co] x dA

0

0

SMydA
A

0

(14)

Le probleme est ramene ä celui des profils ouverts. Les equations (14) per-
mettent de trouver le point oü le gauchissement est nul, et les coordonnees du
centre de flexion s'expriment par les formules [10].

Cisaillements d'«effort tranchant» et de «torsion»

On determine les caracteristiques Sx et T, indispensables pour la definition
des contraintes tangentielles, par l'analyse des contraintes dues ä l'effort tranchant
et ä la torsion.
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Soit une tranche de poutre-caisson ä deux porte-ä-faux, flechie dans un plan
parallele au plan (0y, 0Z) par un moment (M) (fig. 24). Determinons les cisaillements
d'«effort tranchant» (T) provenant de cette flexion.

q s

Fig. 24

Soit abcd l'element decoupe dans la paroi en deux endroits differents (fig. 25).
1° Le cöte ac est confondu avec le bord de l'un des porte-ä-faux.
2° L'element est situe dans un des plans de la poutre-caisson (ac restant // ä

Faxe Oz).
Partant du point a, nous determinons les flux de cisaillements pour un point

couvrant b.

N t-^dz

Fig. 25

L'equilibre de l'element abcd implique que:

dN 5N

t- <l> - 9o->9=^+<i>o
oz öz

D'autre part, en prenant l'equation due ä Navier, nous obtenons pour le flux
de cisaillement:

L
T'SX

4> -r±+> (15)

Le long des bords libres des porte-ä-faux, les tensions tangentielles sont nulles
(<P„ 0), nous avons:

0):
TSr

(16)
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Le caisson, par contre, est un profil ferme et il faut determiner le flux supple-
mentaire constant cp„. Pour calculer ce flux, on pratique une coupure passant par le
cöte ac de l'element abcd.

Considerons le point (P) de position quelconque comme le centre de flexion
d'un profil ferme (fig. 26).

dft

a b

Fig. 26

Le moment de torsion autour de Taxe parallele ä Oz, et passant par P, est tel que:

C §®rds (17)

Compte tenu de la relation (15), la relation (17) devient:

*T-S
C -rds + §<S>0rds

d'oü:

o„
C F

OS' rds

(18)
<Drds jrds

Puisque le plan de sollicitation passe par P, C 0, et l'expression (18) devient:

et l'equation (15) s'ecrit:

1 T
<P„= • —-$Sxrds

Q F y x

<D= —\SX §Sxrds

Celle-ci peut etre exprimee sous la forme suivante:

<£>:

dans laquelle le moment statique pour les profils fermes est:

SX SX- --§Sxrds

(19)

(20)
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A l'aide des formules (16), (19) et (20), nous pouvons determiner les cisaillements
dus ä l'effort tranchant en tout point de la paroi du profil etudie.

Remarque: Pour la determination des cisaillements d'«effort tranchant», dans

un profil compose, les principes de la resistance des materiaux classiques, sont
encore applicables. En effet, dans la partie fermee du profil, dans laquelle on a

pratique une coupure, les cisaillements sont entierement determines par la statique.
Cela signifie que le Systeme est isostatique du point de vue de ses liaisons
internes, et il est strictement complet.

D'autre part, le profil ainsi compose est hyperstatique, car ä l'aide d'une coupure
nous avons determine le profil d'abord ouvert, et ensuite ferme.

Cette hyperstaticite est du premier degre.

L'examen d'une tranche de poutre-caisson ä deux porte-ä-faux encastree ä une
extremite, et soumise ä un moment de torsion ä l'autre extremite, conduit ä la
definition de cisaillements de «torsion» et de la valeur sectorielle T.

Ecrivant l'equation d'equilibre de l'element abcd decoupe en deux endroits,
comme dans le cas precedent, et compte tenu de l'expression (12), nous avons:

Pour les porte-ä-faux:

Pour le caisson:

ou:

x ^"-El-
1

>[«.]

C
x —+aQ-5

in. £i

r S[m] — ~'§S[ajrds

Remarque: Pour la partie fermee du profil, les contraintes de cisaillement se

composent de Celles de la torsion uniforme et de celles provenant de la torsion
non uniforme. Ces dernieres dependent de la derivee troisieme de la fonction de
gauchissement 9 et sont reparties de la meme facon que la caracteristique
sectorielle r.

La valeur r concerne le contour entier du profil (parties fermees et ouvertes),
bien qu'elle provienne de l'integration des deplacements le long de la partie fermee
seulement. Ceci provient de la valeur [co], dont l'integrale est etendue sur le
contour entier.

Equation differentielle de torsion non uniforme

Pour connaitre l'etat de contraintes et de deformations dans une piece soumise
ä la torsion non uniforme, il est indispensable de definir le bimoment et le moment
de torsion flechie. Ces deux grandeurs liees ä l'angle de torsion et ä la fonction
de gauchissement se determinent ä partir de l'equation differentielle de torsion
non uniforme.
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Pour la premiere fois, le probleme de torsion non uniforme a ete mis en equation
par Timoshenko (1905), dans le cas particulier d'une poutre en «I». Plus tard (1926),

Weber a complete cette equation pour la meme section, mais asymetrique. Ce

sont Wagner (1929) et Vlassov qui ont generalise l'equation. Ils l'ont rendue
valable pour toutes les sections ouvertes, en lui donnant la forme:

avec:
®IV-k2en r[-c i

fc2 ^,n - —EJJ -Ei/o

(21)

Pour les sections fermees, ce sont les problemes d'aviation qui ont principale-
ment developpe la theorie de torsion. Dans une premiere theorie technique de

torsion des profils fermes, on a applique l'equation (21). Les modifications ont
porte seulement sur les caracteristiques sectorielles (voir exemple: l'etude de

Bornscheur [4]).
Les etudes de Oumansky [30], et Benscotter [10] sont plus exactes. Ces

auteurs introduisent dans l'equation une deuxieme fonction — fonction de
gauchissement 9. La nouvelle equation a la forme:

&IV-k2&II v[-c
avec:

fc2
GId

EJi •U, TV
EJ,

-•"¦

(22)

on voit que les termes k2 et r\ sont multiplies par le coefficient de gauchissement u.
En ce qui concerne les profils composes d'elements fermes et ouverts, on

connait l'equation etablie par rapport ä la fonction de gauchissement [10]. II est

sans doute preferable d'etudier ces profils de la meme facon que les profils ouverts
et fermes, c'est-ä-dire ä l'aide d'une equation semblable ä celle (21) ou (22).

Nous etablissons maintenant une teile equation, ou plus precisement nous
transformons les termes k et r\, en analysant la repartition des contraintes dans
toutes les parties du profil compose.

Conformement aux hypotheses, nous introduisons en plus de 0 une nouvelle
fonction: 9.

Pour deux inconnues, deux equations sont indispensables.
— La premiere se deduit de la condition de continuite des deplacements

longitudinaux, le long du contour de la partie fermee:

et eile s'exprime:

du

ds
ds 0

nr.EK 0-ds-&"-a= -c- GQ.
•()¦

ds

5~
(23)
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— La deuxieme equation provient de l'equilibre du moment de torsion C par les

contraintes §x-5-rds:
&1 - li-97

C

GL
(24)

Dans cette equation u (1 etant le coefficient de gauchissement, avec:

Q2
Id -x— qui caracterise la torsion uniforme des profils fermes, et

ds
()-
J 5

I0 j r2 8 ds qui concerne toute la section du profil compose (parties fermees et
A ouvertes).

En derivant trois fois (24), nous avons la relation entre les deux fonctions:
®IV

9/F= — (25)

Introduisons (25) dans (23); nous avons ainsi l'equation differentielle recherchee

par rapport ä l'angle de torsion:

0/F-k20" TTc

dans laquelle:

fc2
u-G Q

E1
or

ds' i\= -
^.ds

^ ds

8

(26)

Pour verifier l'equation etablie, nous l'avons appliquee au profil ferme, en
remarquant que, pour un tel profil r S& - u'§ S& rds. Ainsi nous avons obtenu
l'equation (22). L'equation (26) avec ses termes k et n. est donc correcte.

Resolution de l'equation de torsion non uniforme

Pour la resolution de l'equation (26), nous utilisons la methode des parametres
initiaux, appliquee par Vlassov au calcul des voiles ä profils ouverts [32].

P(z

c=p(z)d

Fig. 27
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La matrice definissant les quatre facteurs fondamentaux pour une charge continue
ä repartition quelconque et d'excentricite constante (fig. 27) s'ecrit:

©o ®i -B. «
GQI[aj

1

~C°GTd
1

~~GIä

®w 1
Shkz

k
Chkz-l

Shkz

k
Z

z

xj c(kz — Shkz)dz
0

®i) 0 Chkz kShkz Chkz — 1

2

j c(l — Chkz)dz
0

©8 0 kShkz k2Chkz kShkz
z

— kj c-Shkz dz
0

®w 0 k2Chkz k3Shkz k2Chkz
z

— k2\ c-Chkzdz
0

Les parametres initiaux 0O, 0„, B0 et C0 s'expriment par les constantes d'inte-
gration de l'equation differentielle, et doivent donc etre determines par les conditions
aux limites, imposees aux extremites de la piece (z 0 et z L).

Les sections extremes sont encastrees ä la torsion (0 0), et elles restent planes
(B ^ 0), donc pour z 0etz L© ©7 0.

Nous obtenons dans une section z Ctc, pour les cas de charge etudies, les

formules suivantes:
a) Moment de torsion uniformement reparti, c — p.d (fig. 27):

©w
pdL

k(L~z\shkz
~kz(L-z) 2Sh 2 2

' M

2kGId L L

pdL

Sh-
kL

®ö

©#<=

2GId

pdkL
2ÖTd

~L-2z _Shk(k-z)
_~T Sh^
Chk(k-z) 2"

ShW kl
pdk2LShk(z-k)
~2Gl7 Sh%

b) Moment de torsion reparti suivant une sinusoide, avec l'origine du Systeme
d'axes \3cx)>z en milieu de la travee c c0-cos(^), c0 q(^)-d, ou c0 m(^) (§5):
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(yfei=— • —•
GId k

1 fkL nz kL nz
-• kz sin -cos —
n V 2 L n L k2L2 + n2

c; kL ci i ¦ nz
Sh Shkz-sm—

kL nz\ /l n
-Chkz-cos — — 2- — -^~- -

kL\ Shk(^r2-)-Shk(^)'
Ch •

pp
2 Sh%

'(z): GL
n

k2L2 + n2
^i .1^ &£„, Jtz\ 1 7T.Z

Cnfcz-sin —I Snfcz-cos — -sin

tc kL l\ Shkz
k2L2 + n2' Y~n)'sh%_

@#=-i-.2*Z,
k2L2+n2\

f^, ¦ KZ kL nz kL
•( Shkz-sm —I Chkz-cos

7C kL \\Chkz
k2L2 + n2 Y~n)' Sh%j

^ ^--2k2L
Gld

K

lk2L2 + n2\
¦\ Chkz-sm —\- —Shkz-cos

7C kL \\Shkz
k2L2 + n2 2~ nJSh%j

c) Moment de torsion reparti suivant une parabole, avec l'origine du Systeme
4z2^

d'axes Dcx.yz en milieu de la travee, c c0-\ 1 T \ co l(k)'d, ou ¦ c0 m(^
(§ 5):

eM=-±
GIdk2

k2z2
L2

+ ¦

k2L2

T6~

8 4z2 \ 8z

+^L2-[k2T2+ij-lrhkz+kL2Shkz-
4 kL\ m kL

-{kL+T)Th4- +
\k2L2-

„, kL kL 4 ^ kL\ Chkz-1
Sh—+ ¦ch — Y tt—2 3 kL 2 Sh%

&!,) ¦

Gld k

4z2 4z:

M^-;]^1-^-7rJ's*fe + iä*c**z +
8z

+
8

oI kL kL 4 „, kL\ Shkz
,^-^rSh 1 Ch —k2L2 2 3 kL 2

0fö -f-2-Gl, k2L2 -1+1
'"TJ

8 4z2

ic2L2 L2

8z fkL 4 feL
Chkz+ --2 Shkz+1 —Ch— +

+ k2Ll
-Sh

kL\ Chkz

Sh%_

&W=~-2l
(jld

kL\ Shkz

i-

3/ Sh%\

1-
8 4z:

k2L2 y- yShkz -\-—=-Chkz — —Ch
kL

kL 8

kL k2L2
shk±-
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Application numeriquc et verification experimentale

Nous appliquons la theorie exposee dans les paragraphes precedents ä un pont
ä quatre caissons, recemment construit: le Pont de Courbevoie, sur la Seine, dont la
coupe transversale est donnee sur la fig. 28*. C'est un portique ouvert ä trois
travees (40 + 60 + 40 m). La travee etudiec est celle de 60 m.

2,28

X
17.50 7,50

^™f ES '-....W!1:

Fig. 28

La section d'un caisson est definie sur la fig. 29. La disymetrie est creee par
la difference de longueur des porte-ä-faux (et # e2).

0,794 ,0,80 0,26 1,24 ,24 0,26 0 .322

0.20
3.465

*$*
1.02 2. 0 130

\
3.16

/,D.54

.06
1,06 xj

0,425 0,251 2,95

1.475

Fig. 29

Les mesures de deformations effectuees au cours des epreuves de cet ouvrage ont
mis en doute les hypotheses habituelles de calcul.

*Pont construit par l'entreprise Campenon Bernard. Au moment de l'etude, l'auteur etait ingenieur
au Service regional de l'Equipement de la Region parisienne.
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Au cours des epreuves, nous avons utilise des camions de 35 t en mesurant les

fleches et rotations au milieu de chaque poutre-caisson, pour les trois cas de charge
suivants:

1° 8 files de 4 camions (toute la largeur de 26 m chargee).
2° 4 files de 4 camions (deux poutres-caissons laterales chargees).
3° 2 files de 4 camions (une seule poutre-caisson laterale chargee).
Ces trois cas de charge sont consideres dans l'application numerique.
Afin de ne pas prolonger l'expose, nous nous bornons ä donner les resultats

essentiels:

— de la repartition des charges entre les poutres-caissons,
— de la torsion consideree comme non uniforme.
Les lignes d'influence pour les inconnues hyperstatiques ä mi-travee isostatique

sont donnees sur les fig. 30, 31, 32 et 33.

ic

e
0,682 0,700 0,707 0,672

w
-0,358

\®

1

/
3

e? \
-0,222 \ 8-

i

-0,159 \ 1
T

2-

Fig. 30

X

e

W\ ei

Fig. 31
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Fig. 32
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Fig. 33

Sur les fig. 34 et 35 sont donnes les diagrammes des bimoment et moment de
torsion flechie pour une poutre-caisson laterale. Ces diagrammes correspondent ä

la surcharge reglementaire A (1) repandue sur toute la longueur (60 m), et toute
la largeur de chaussee (26 m); les inconnues hyperstatiques etant reparties suivant
la loi sinusoidale.

Les contraintes a et x dues au gauchissement empeche sont representees sur les

fig. 36 et 37. Les valeurs entre les parentheses correspondent au troisieme cas de

charge d'epreuves — la charge la plus excentree.
Les contraintes en question sont reparties suivant le contour de la section de la

meme fagon que les valeurs sectorielles [co] et F.
La section consideree est celle du voisinage des appuis (z 1,5 m ou z 58,5 m).
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l,50rr

if:

Fig. 34. Diagramme du bimoment B (en Tm2

X

\»

_ 60.00 m

Fig. 35. Diagramme du moment
de torsion flechie Mw (en Tm).

Dans la section ä mi-portee Mw 0. donc x 0.

La valeur du bimoment B est faible. Les contraintes 8 ne depassent pas en

valeur absolue 2 kg/cm2.

0.984«

7.0

[T.41

'¦13t
w>

6*«

-8,6
(-12,3)

1,57343766

Fig. 36. Contraintes normales er en kg/cm2

0,9848 0,8352

1.71

1-10,9)2.5
VSi 8.1¦

;3J)

mmrnienE TWB -0,8
(-1.2)(-1,9) ,5734SiSS

M-r
Fig. 37. Contraintes de cisaillement t —-—en kg/cm
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Conclusions

D'une facon generale, les resultats de cette recherche sont tres satisfaisants.
La flexion transversale des parois de caissons, prise en compte dans le calcul

des inconnues hyperstatiques, modifie sensiblement le comportement des structures.
En ce qui concerne la repartition des inconnues hyperstatiques, le long de la

travee, on peut admettre, avec une bonne approximation, que ces inconnues sont
reparties suivant une sinusoide.

C'est du point de vue de la torsion que l'etude est la plus interessante.
Les mesures des rotations au milieu de chaque poutre-caisson donnent des

valeurs superieures de 30% environ, comparativement ä Celles trouvees par la
methode classique de calcul, et ces mesures confirment nos resultats de calcul.

La torsion est en effet non uniforme, et les principes de la theorie des barres ä parois
minces sont parfaitement applicables au calcul des structures en beton precontraint
composees de poutres-caissons.

Les contraintes supplementaires dues ä la torsion non uniforme, ignorees dans
la methode de calcul classique, peuvent avoir de graves consequences sur le

comportement de ce genre de structures, et surtout dans les ponts courbes, oü la
sollicitation ä la torsion est plus accentuee.

L'importance de ce probleme devient ä l'heure actuelle plus grande, du fait de
l'evolution de la prefabrication, qui conduit ä la production d'elements de
construction ayant des parois de plus en plus minces.

Notations

A section transversale.
B bimoment.
C moment de torsion.
c moment de torsion par unite de longueur.
D0 constante relative aux caracteristiques sectorielles des profils composes.
E module d'elasticite longitudinale.
v coefficient de Poisson. P
Ei module d'elasticite reduit de la traction longitudinale (Et ~).
G module d'elasticite transversale. v

Ix, Iy moment d'inertie par rapport aux axes Ox et Oy.
Is, Id moment d'inertie ä la torsion uniforme d'un profil: ouvert, ferme.

/„ moment d'inertie polaire.
li coefficient de gauchissement.
co, co, [oo] surface sectorielle d'un profil: ouvert, ferme, compose.
Q double de l'aire comprise ä l'interieur de la ligne moyenne d'un

profil ferme.

Ia, I&, /[„,] moment d'inertie sectoriel d'un profil: ouvert, ferme, compose.
L longueur de la portee etudiee.
M moment flechissant agissant dans le plan parallele au plan Oy, Oz.

Mm moment de torsion flechie.
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N effort normal.
0 centre de gravite.
?c centre de flexion.
r longueur de la perpendiculaire abaissee du centre de flexion sur la

tangente au contour.
Sx, Sy, Sx, Sy moments statiques par rapport aux axes Ox et Oy d'un profil: ouvert,

ferme.
Sa, S& moment statique sectoriel d'un profil: ouvert, ferme.
5 abscisse curviligne d'un point de l'arc.
s0 perimetre suivant la ligne moyenne d'un profil ferme.
T effort tranchant agissant dans le plan parallele au plan Oy, Oz.

u deplacement dans la direction z.

v deplacement dans la direction de la tangente au contour.
8 epaisseur de la paroi.
O flux de cisaillement.
0 angle de torsion.
a contrainte normale.
£ gauchissement.
9 fonction de gauchissement (caracterisant la torsion non uniforme).
x contrainte de cisaillement.

| integrale etendue sur tout le contour d'un profil ferme.

Considerations pratiques

Nous donnons ici quelques remarques pratiques concernant les consequences
de la torsion non uniforme vis-ä-vis du dimensionnement des armatures des ponts
ä poutres-caissons en beton precontraint.

II convient de constater que les contraintes maximales dues ä la torsion non
uniforme se situent au voisinage des appuis.

Dans le cas des ponts droits, les calculs classiques ignorent ces contraintes —
de l'ordre de quelques bars — et il n'est pas prevu d'armatures passives pour les

reprendre.
Le diagramme (fig. 36) des contraintes normales conduit ä renforcer les armatures

longitudinales dans les zones de goussets et de porte-ä-faux et le diagramme
(fig. 37) des contraintes tangentielles ä renforcer les armatures transversales au
milieu des hourdis et des ämes.

Pour les ponts courbes, on ne peut pas separer les termes de flexion et de

torsion qui sont lies par la meme equation; il en resulte que les consequences
de la torsion non uniforme sont plus importantes, puisqu'elle influe sur l'etat general
des contraintes et des deformations. Ainsi les fleches mesurees en travees sont en
realite plus importantes que Celles trouvees par un calcul classique.

D'autre part, dans une poutre-caisson large ä plusieurs cellules, oü l'effet de

gauchissement est important, les contraintes supplementaires normales et tangentielles

peuvent atteindre quelques dizaines de bars. Un calcul automatique tridimen-
sionnel permet de mettre en evidence l'existence de ces contraintes. Un tel tablier
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dimensionne suivant les formules habituelles manquera non seulement d'armatures
passives, mais aussi de precontrainte, d'oü risque de fissures.

II semble que l'effet nuisible de la torsion non uniforme aussi bien dans le cas
des ponts droits que courbes pourrait etre considerablement diminue par une
differente conception des entretoises d'appui.

Une simple diminution de l'epaisseur des entretoises, voire leur suppression
dans certains cas, pourrait ameliorer le comportement des ponts en beton
precontraint et, en plus, apporter de l'economie au projet.

Nous nous proposons de traiter ce probleme prochainement dans une etude
etendue sur plusieurs types de ponts.
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Resume

L'etude concerne les systemes spatiaux elastiques rencontres dans la construction
actuelle des ponts

Le probleme porte pnncipalement sur une section transversale, composee de

caissons lies entre eux par des dalles de differentes longueurs Les structures ne
sont entretoisees que sur appuis
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Pour la definition des inconnues hyperstatiques, on tient compte de la flexion
transversale des parois de caissons et, pour la torsion, de la fonction de
gauchissement.

Zusammenfassung

Die Untersuchung behandelt räumliche elastische Systeme wie sie im heutigen
Brückenbau auftreten. Das Problem bezieht sich hauptsächlich auf einen aus Kasten
zusammengesetzten transversalen Querschnitt, die untereinander durch verschieden
lange Betonplatten verbunden sind. Das Bauwerk ist nur an den Auflagestellen
ausgesteift.

Zwecks Definition der statisch unbestimmten Unbekannten werden die
transversale Biegung der Kastenwände, sowie die Krümmungsfunktion für die Torsion
berücksichtigt.

Summary

The study deals with spatial elastic Systems in actual bridge construction.
The problem relates mainly on a transversal section composed by boxes Joint
together by concrete slabs of different lengths. The structure is only stiffened on
the supports.

With a view of defining the statically undetermined unknowns the transversal
flexion of the box wall and the function of the curvature for the torsion are taken
into consideration.
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