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Reaction dynamique des structures soumises aux charges mobiles

Dynamic Response ofStructures to Moving Loads

Dynamisches Verhalten durch bewegliche Lasten beanspruchter Bauwerke

A KHOUDAY J PROULX

Ing, M Sc candidat au grade de docteur es Ingemeur-conseil, Ph D, Bureau d'etudes Beau-

sciences, Universite Lawal, Quebec Bureau heu, Pouhn et Robitaille, ex-professeur agrege,
d'etudes Lalonde, Girouard, Letendre et Associes, Universite Laval, Quebec

Montreal

Introduction

Generahtes

Le probleme du comportement dynamique des structures soumises ä des charges
mobiles a toujours incite un mteret special tant dans le domame du gerne civil [1]
et mecanique que dans le domame du gerne naval et aeronautique Dans tous
ces domames, les etudes theonques, en laboratoire, et sur chantier se sont intensifiees
ce dermer quart de siede Ces etudes visaient une meilleure connaissance des

parametres et du comportement de ces systemes et une elaboration de methodes
de calcul pour estimer la valeur de leurs reponses dynamiques Les sujets pnncipaux
de ces etudes etaient le pourcentage d'amphfication dynamique, les effets de fatigue
et la hmitation des frequences nuisibles tant aux structures qu'aux humams qui les
utihsent

La methode proposee dans cette pubhcation presente un outil maleable et
efficace pour traiter les problemes parfois complexes des reponses dynamiques des

structures soumises ä des charges mobiles Une reponse determimste dynamique
peut etre calculee en premier heu en reduisant le Systeme ä une force mobile
constante. L'ecart type de cette reponse peut etre aussi estime si l'excitation
mobile est due ä plusieurs facteurs ou si le Systeme mobile est complexe

Dans la pratique courante du gerne civil, ll n'est pas d'usage de completer
l'analyse statique des structures par une analyse dynamique. Les differents codes
fourmssent plusieurs cnteres et facteurs pour temr compte de l'effet dynamique
Les ponts sont peut-etre l'exemple le plus important de ces genres de structures
Mais l'evolution et la diversite des modes et matenaux de construction des ponts
et la tendance vers une utihsation de vehicules plus rapides et plus lourds mcitent
ä une revision des differents codes et methodes de calcul et ä une selection de

nouveaux cnteres hmitant les effets nocifs pouvant etre causes ä ces structures et

aux voyageurs qui les utihsent Les codes et methodes de calcul utihses actuellement
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sont bases sur une conception statique de Fapplication de la Charge et du comportement

du pont. Or ni la Charge ni le pont ne representent l'aspect d'un Systeme
statique. Le vehicule se rapproche plutot d'une force perturbatrice mobile et le pont
possede des caracteristiques vibratoires propres. Les specifications d'impact actuelles,

quoique encore valables puisqu'elles representent un pourcentage tolerable d'aug-
mentation de la charge statique, n'ont aucune justification theorique ou experi-
mentale acceptable pour etre appliquees ä la grande diversite des ponts, presents
et futurs.

II est inutile pour des specifications futures et generales de proposer une
methode de calcul dynamique. Une equivalence statique de l'effet dynamique et
certains criteres appropries peuvent etre elabores dans le but de conserver l'aspect
statique du probleme et la simplification des calculs. Mais pour que de telles
Solutions s'averent justifiables, une connaissance du comportement vibratoire du
Systeme pont-vehicule, une evaluation de la grandeur des reponses dynamiques
et une estimation des effets de la charge vive sur la vie de Service de la structure,
doivent etre ä la base de cette equivalence statique. La methode proposee, ä part
sa contribution au domaine de la recherche se rapportant ä l'etude des ponts
soumis ä la circulation, peut s'appliquer facilement dans le bureau d'ingenieurs
pour l'etude des cas speciaux de structures soumises ä des charges mobiles.

Apercu de la methode

La formulation du probleme dynamique des structures soumises ä des charges
mobiles differe en complexite suivant que la structure est supposee de dimension
finie ou infinie, ou qu'elle est representee par un espace ou un semi-espace
elastique traverse par une force ä vitesses subsonique, transonique ou supersonique.
L'attribution ä la charge mobile des forces d'inertie et des caracteristiques
dynamiques propres rend le probleme plus complexe.

La methode developpee dans cette publication s'applique ä une structure de
forme quelconque et de dimension finie. L'amplitude, la repartition, la fonction
du mouvement et le trajet de la charge sont arbitraires. La methode est basee

sur la technique des elements finis pour calculer les valeurs et modes propres et sur
Fanalyse modale pour calculer la reponse. L'originalite et le fond de la methode
consistent ä ne pas discretiser les forces aux nceuds comme l'exige la technique
de l'element fini. La discretisation des forces aux nceuds n'est necessaire que dans
le cas d'une charge mobile possedant une force d'inertie [2] ou des caracteristiques
dynamiques propres et dans le cas d'un changement des caracteristiques elastiques [3]
de la structure en fonction du temps. Dans ces cas, les coefficients des matrices
formant Fequation dynamique du Systeme ne sont plus constants, Fanalyse modale
n'est plus applicable que par etapes de petits intervalles et une Solution par les

methodes de resolution numerique pas ä pas est souhaitable.

Methode classique

L'equation dynamique du Systeme utilisant la technique des dements finis
s'ecrit [4] sous la forme matricielle suivante:

MÜ + CÜ + KU P (1)
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La matrice colonne U represente les deplacements nodaux. Les matrices M, C et K
sont les matrices de masses, d'amortissement et de rigidite de la structure assemblee.
La matrice colonne P represente les charges nodales equivalentes. En appliquant
Fanalyse modale et en supposant que la matrice d'amortissement est proportionnelle
soit ä la matrice des masses, soit ä'la matrice de rigidite, ou soit ä l'amortissement
critique, Fequation (1) du Systeme devient non couplee et prend la forme suivante:

MQ + CQ + KQ P (2)

Les matrices M, C et K sont diagonales et egales respectivement ä FTMF, FTCF
et FTKF. La matrice colonne Q represente les amplitudes modales (coordonnees
generalisees) et est egale ä F~'U. P est la matrice colonne des forces en coordonnees
generalisees et est egale ä FTP. F est la matrice des modes propres et FT sa trans-
posee. Le retour aux coordonnees de la structure s'effectue par une premultipli-
cation des coordonnees generalisees par la matrice des modes propres F.

La Solution de Fequation (2), quoiqu'elle differe peu, suivant Fhypothese faite
au sujet de l'amortissement, s'exprime toujours sous la forme d'une integrale
de Duhamel [4]. Dans le cas d'une charge mobile concentree ou d'une charge
mobile repartie sur une surface limitee, la reponse de la structure est souvent
calculee par Fune des deux procedures suivantes. Dans la premiere procedure, la
matrice colonne P est formee en premier lieu par assemblage, combinaison et
superposition des forces nodales dues au deplacement de la charge sur la structure,
puis Fequation (2) est resolue. Dans la seconde procedure, la reponse de la structure
en coordonnees generalisees est une superposition des reponses dues au parcours
de la charge sur chaque element ä part. Dans cette derniere procedure, les conditions
finales de deplacement et de velocite sont ä noter au moment du depart de la
charge de chaque element traverse pour etre prises en consideration dans la
superposition.

Methode proposee

La modification proposee ä la methode de calcul basee sur la technique des
elements finis se situe au niveau du calcul des forces en coordonnees generalisees,
soit la matrice colonne P. Cette matrice est calculee ä Faide de la notion de
«modes-trajet» et d'une maniere equivalente ä edle utilisee pour une structure
ä milieu continu. L'equation (2) prend ä ce moment la forme suivante:

MQ + CQ+KQ=F (3)

La matrice colonne P represente les forces en coordonnees generalisees et est
calculee par une Integration s'etendant sur la structure:

P (t) \\\A p (x, y, z, t) #" (x, y, z) dx dy dz (4)

p (x, y, z, t) est une fonction representant le chargement. #" (x, y, z) est une matrice
colonne dont chaque element represente la forme d'un mode propre.
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Charge concentree

Considerons le cas d'une charge concentree se deplacant suivant une fonction
de mouvement s g(t) sur un trajet determine s. Soit p(t) la fonction representant
Famplitude de cette charge. La fonction representant le chargement peut s'ecrire
sous la forme suivante:

p (x, y, z, t) 8 [x - gx(t)] 8[y- gy(t)~\ 8 [z - gz(t)~] [px{t\
py (t), pz (t), pxx (t), p„ (t), pzz (t)] (5)

oü 5 est la fonction Dyrac et gx, gy et gz sont des fonctions representant les

composantes du mouvement par rapport aux coordonnees de la structure. Les
fonctions pz et pzz, par exemple, representent respectivement Famplitude d'une
force et d'un moment par rapport ä z. Les fonctions px, py pzz peuvent etre
distinctes et ne resultent pas necessairement d'une simple projection d'une force
maitresse sur ces composantes.

En remplacant dans Fequation (4) p (x, y, z, t) par sa valeur en (5) et en effectuant
Fintegrale, on obtient:

P(t) Fx(t)Px{t) + Fy(t)Py(t) + + Fzz{t)pzz(t) (6)

L'equation (6) peut se mettre sous la forme condensee suivante:

PW I« *¦<(') Mf) (7)

i x, y, z, xx, yy, zz.

Ft(t) Ft[_g(t)-] (8)

oü Fi(t) sont des matrices colonnes qui s'obtiennent de F^s) par une transformation
d'echelle decrite plus loin; les matrices colonnes Fx{s) Fy(s) et Fz(s) representent
respectivement les composantes x, y et z de la deformation modale de la structure
le long du trajet de la charge; Fxx(s), Fyy(s) et Fzz(s) sont les derives de Fx(s),
Fy(s) et Fz(s) par rapport ä x, y et z respectivement.

L'equation (7) est facile ä calculer. Les composantes Pt(s) des modes propres
le long du trajet sont determinees ä Faide des coordonnees du trajet, des deplacements
nodaux en chaque mode des elements traverses, de la matrice des polynömes
d'interpolation definissant les deplacements ä Finterieur des elements et des matrices
de transformation des coordonnees locales en coordonnees globales. Les valeurs de
ces composantes sont generalement calculees ä des intervalles egaux ds du trajet.
Chaque dement des matrices colonnes F(s) est au fond un vecteur representant
la discretisation d'un mode le long du trajet. Les matrices colonnes Ft(t) sont
obtenues de Fi(s) par une transformation de l'echelle des abscisses s g(t). Les
elements de F^t) sont aussi des vecteurs. Leurs valeurs correspondent generalement
ä des intervalles de temps egaux dt. II est tres probable que les points de
discretisation des modes le long du trajet ä des intervalles egaux de distance ds ne
correspondent pas avec les memes points de discretisation ä des intervalles egaux
de temps dt. Dans ces cas, une simple interpolation entre les points discretises

peut bien se faire sans apporter une difference significative au niveau des reponses.
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Charge repartie

Dans le cas d'une charge ayant une dimension neghgeable dans le sens du
mouvement et une dimension definie dans le sens perpendiculaire (fig. 1), une Solution

par discretisation de cette charge sur un faible nombre de trajets est ä suggerer.
Le cas d'une charge d'une dimension non negligeable dans la direction du mouvement

(fig. 2) peut aussi etre traite sans difficulte et s'effectue de la maniere suivante:
soit hL(q) la fonction definissant la repartition de la charge suivant la composante i
oü q appartient ä un Systeme d'axe mobile propre ä la charge.

• s- g(t) (9)

Soit ht(q) Fimage de hv(q) par rapport ä Faxe des ordonnees du Systeme d'axe
mobile, et soit7z,(g)la translation de cette image dans la partie positive des abscisses.

L'equation (8) prendra la forme generale suivante:

oü pour une charge concentree:

et pour une charge repartie:

Fl(t) Fl[g(t)-}

Fl(s) Fl(s)

(10)

(10a)

Ft(s) $ MQFAs-QdZ, (10b)

L'equation (10b) se calcule facilement par une convolution numerique entre vecteurs.
Le premier vecteur represente la discretisation de Fimage de la charge apres
translation. Le deuxieme vecteur est ä tour de röle un des elements de la matrice
colonne F,(s).

A / /'.Z/ys~

-14- /
/

/
s

Fig 1 Charge discretisee sur trois trajets Fig 2 Charge repartie dans la direction du
mouvement

Charge d'amplitude aleatoire

Le cas d'une charge mobile d'amplitude aleatoire peut se traiter en utilisant les

memes notions. Supposant que la charge possede une seule composante dans la
direction z et que la covariance de Famplitude de cette composante soit Cpp(ti, t2).
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L'element j, k de la matrice Cff des covariances des forces en coordonnees
generalisees s'ecrira sous la forme suivante:

j, kCfpih, t2)^jFz{h)kFz(t2)Cpp{t1, t2) (11)

ou jFz represente l'element j de la matrice colonne Fz.

Conclusion

L'avantage de la methode exposee reside dans la notion des «modes-trajet»
jF;(s). Une fois ces «modes-trajet» determines et bien discretises, des cas de charges
de fonctions differentes de repartition et de mouvement parcourant le meme trajet
peuvent etre traites sans revenir ä toutes les caracteristiques de la structure
(elements traverses, calcul des forces nodales equivalentes, assemblage...). L'analyse
des cas de charges mobiles reparties sur une surface limitee ne presente aucune
difficulte. Tandis que dans la technique des elements finis le calcul des forces

equivalentes aux nceuds pour des cas pareils demande une Integration speciale
s'etendant sur la partie chargee de chaque element traverse. Ce genre de calcul
demande differentes Operations et est parfois complique, vu que la partie chargee
de chaque element varie en fonction du temps et la repartition de la charge
mobile se fait sur plusieurs elements. Dans le cas de l'analyse aleatoire, aucune
notion supplementaire n'est requise. Tandis que la methode de charges equivalentes

aux nceuds presente un handicap pour l'analyse aleatoire des charges mobiles.

Exemples numeriques

Des cas tres simples mais representatifs ont ete fournis comme exemples. Le
choix de ces cas a ete restreint par la penurie des Solutions exactes. Des elements

tres simples comme l'element poutre ä quatre degres de liberte [4] (un deplacement
et une rotation ä chaque nceud) et l'element plaque ä seize degres de liberte de

Bogner [5] ont ete utilises. Le «mode-trajet» de chaque exemple a ete discretise

en cinquante points. La formulation des Solutions exactes des cas traites se trouve
dans Fexcellent ouvrage de Fryba [6]. Des exemples supplementaires sont traites
ailleurs [7]. L'exactitude des reponses est vraiment satisfaisante malgre la simplicite
des elements et le tres faible nombre de decoupages.

Notations pour les exemples numeriques

a acceleration.
B al/v2.
D rigidite en flexion de la plaque.
EI rigidite en flexion de la poutre.
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EXEMPLE I
Poutre simplemenl appuiee aux

Force mobile concentree
g{t) vi + at2/ 2

30rds

ni ull

«,=05, B -2/3 ,Z0=P<,/48EI

025 0 5 0 75

1 2 3

Lv-Mr-Mr»!

"S. 1
1

IA ,A' \
\

/
/

/
/

\
\

\ /y
\ ¦

\

exacte
elements finis

Fig 3 Deflexion du pomt A (x 0 45 1) (contnbution des pi emiers quatre modes)

ct, 0 5 Z0 0 015 pv U-l-J-4—l*-S

^
A-^.' N /. ^H. 0

exacte
— — elements finis

0 5 20 25 30 35 10

EXEMPLE H
Poutre simplemenf appuiee contmue
sur deux travees

Force mobile concentree

g(0=vt

Fig 4 Deflexion du Point A (x 0 48 1) (contnbution des premiers cinq modes)
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EXEMPLE Et y 1 (a) (b)
Plaque rectangulaire appuiee sim-
plement sur les quatre cotes

Force mobile concentree,trajet en t

g(t) vt

a2 0 5 b-2 75,tgyS- '/6,

V- '/6 Z0 -0 01324 Pl/D

05

r
lais | ^

A 1> rj r- -i jrr -i -t —
%l 2 4 |&l 2 4 6

I ' ' I '

\\ ¦ 1 3 ifl' 3 5t

%
10 15

1- r
b*/3 bf/3 v«/5-

20

^N

/A t \
/ A
JA

JA
\\\

a/AyAJf
^— exacte
—— decoupage (o)

däcoupage (b)

1

0 5 075 10 „ I 25
VT cos/8,

175 2 0

Fig 5 Deflexion du point A (x 1 25 1, y 0 60 1) (contnbution des Premiers cinq modes)

EXEMPLE W
Poutre simplement appuiee aux bords
(amortissement y compns)

Force mobile uniformement repartie
(etendue 21)

g(t) vt 4

Oi =05, 8 09, Z0 5q^/,„.

nmmfiM

1-^Ju-lJ^,,
3 - ¦- '3 '3

-10 /
— exacte
— Clements fmis

15 20

Fig 6 Deflexion du point A (x 0 45 1) (contnbution des premiers quatre modes)
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EXEMPLE %
Poutre simplement appuiee aux bords

Force mobile uniformement repatie(etenduec

g(f) vi + Qt %

Arret de la force juste apres avoir de*passe
completement la poutre

a =05 B

/q
IIIIIWlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII A

« c x\t " o »1
1 2 3

W z -5qV
I I

384 EI U-^s-J*-#3-J*//3

/ \ / \ /'\/ \/ N 1. ^' V

exacte
elements finis

Fig 7 Deflexion du point A (x 0 45 1) (contnbution des premiers quatre modes)

g{t)
p
q
Mt

«2
V

Z

Zo

5

fonction du mouvement de la force.
valeur de la force concentree.
valeur de la force uniformement repartie par unite de longueur.
masse par unite de longueur.
masse par unite de surface.
vitesse.
deflexion due au passage de la force.
deflexion de reference.
decrement logarithmique de l'amortissement.

Vi /«!
k\IeT

b cos ß vi lu2

l+b2n\]D
l, x, b, ß, r\ parametres designes sur les figures.



112 A. KHOUDAY - J. PROULX

References

1 Khouday, A Introduction au probleme dynamique des ponts routiers soumis ä la circulation
These de maitrise, Departement de gerne civil, Universite Laval, Quebec, Canada, aoüt 1971

2 Yoshida, D M and Weaver, W Jr Finite Element Analysis of Beams and Plates with Movmg
Loads Pubhcations, International Association for Bridge and Structural Engineering, v 31-1, 1971

3 Ghajari, H N Dynamic Response of Elastic-Perfectly Plastic Rectangular Plates, Ph D thesis,

Department of Civil Engineering, New York University, April 1971

4 Przemieniecki, J S Theory of Matrix Structural Analysis McGraw-Hill Ine New York, 1968
5 Bogner, F K Fox, R L and Schmit, L A The Generation of Inter-Element-Compatible Stiffness

and Mass Matrices by the Use of Interpolation Formulas AFFDL-TR-66-80, Conference on Matrix
Methods in Structural Mechanics, Wnght-Patterson Air Force Base, Ohio, October 1965

6 Fryba, L Vibration of Sohds and Structures under Moving Loads Noordhoff International
Publishing, Groningen, The Netherlands, 1972

7 Khouday, A Reponse dynamique et probabiliste des structures soumises ä des charges mobiles
These de doctorat, Departement de gerne civil, Universite Laval, Quebec, Canada (en redaction)

Resume

Une methode de calcul est exposee en vue de la determination des reactions
dynamiques et probabilistes d'une structure d'une forme quelconque soumise ä des

charges mobiles arbitraires. La methode est basee sur la technique des elements
finis et de l'analyse modale. Les forces apphquees sur la structure ne sont pas
remplacees par des forces equivalentes aux nceuds. Des exemples numeriques
sont fournis. Ces exemples comprennent les cas de poutres, de plaques, de forces
concentrees ou reparties, de mouvements avec acceleration et de materiau ayant de
l'amortissement.

Zusammenfassung

Ziel des behandelten Verfahrens ist die Untersuchung des dynamischen und
probabilistischen Verhaltens eines Bauwerks unter beliebiger beweglicher Belastung.
Die Lösung des Problems erfolgt mittels der Methode finiter Elemente und der
Modalanalyse. Die Untersuchung des Bauwerkes wird durchgeführt, ohne die
gegebenen Lasten auf Knotenlasten zu reduzieren. Es werden Zahlenbeispiele mit
Anwendung auf Balken und Platten unter verteilter und Punktbelastung angeführt,
sowie die Dämpfung des Materials und die Lastbeschleunigung berücksichtigt.

Summary

This paper describes a method to evaluate the dynamic and probabilistic
response of a structure to an arbitrary moving load. To solve the problem, finite
element techniques combined with nodal analysis are used. In the analysis of the
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structure, the applied loads are not transformed into equivalent nodal loads.
Numerical examples such as beams and plates subjected to uniform and concentrated

loads, damping of the structure and acceleration of the load are included
in the study.
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