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Dreiseitig gelagerte isotrope Rechteckplatten mit linear veränderlicher
Dicke

Isotropic Bectangular Plates of Linearly Variable Thickness Supported on Three
Sides

Dalles rectangulaires isotropes ä epaisseur lineairement variable appuyees sur
trois cötes

GÜNTER EISENBIEGLER ZEID MOUHTASSEB
Dr.-Ing., Wiss. Rat und Professor, Dipl.-Ing., Wiss. Mitarbeiter, Universität

Universitäten Karlsruhe und Stuttgart Karlsruhe

1. Einleitung

Die Platten zählen heute im konstruktiven Ingenieurbau zu den wichtigsten
Tragelementen. Aus der Fülle geometrischer Formen und Lagerungsfälle
stellen die zwei-, drei- und vierseitig randgelagerten Rechteckplatten die
Gruppe mit der grössten Verwendungshäufigkeit dar. Soweit diese Plattentypen

konstante Dicke aufweisen, stehen zu ihrer Berechnung und Bemessung
bereits umfangreiche Tafelwerke zur Verfügung, so z.B. von Bares [1],
Bittner [2], Czerny [3], Ertürk [4], Stiglat/Wippel [5] u.a.

Dreiseitig gelagerte Rechteckplatten werden nun oft aus konstruktiven,
funktionellen oder gestalterischen Gründen mit einer vom freien Rand aus
linear ansteigenden Dicke ausgebildet. Dies ist beispielsweise bei Balkonplatten,

bei Dachdecken, bei Stützmauern, bei Behälterwänden usw. der Fall.
Für diese Platten mit einachsig veränderlicher Dicke fehlen bislang genaue
Berechnungsunterlagen. Dabei interessiert vor allem, inwieweit die Momenten -

grössen in der Aussenzone längs des freien Randes durch die abliegenden
steiferen Bereiche beeinflusst bzw. vermindert werden; denn hier sind zur
Momentenaufnahme die kleinsten Querschnittsdicken vorhanden.

Allgemein sind über Platten mit veränderlicher Dicke bisher nur wenige
systematische Untersuchungen bekannt geworden. Ausser den Einflussflächen -

Zusammenstellungen von Homberg/Ropers [6], Homberg [7] und
Bergfelder [8], findet man in der Literatur wie z.B. in den Arbeiten von Gran
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Olsson [9], Naruoka [10], Favre/Gilg [11], Favre/Schumann [12], Buchholz

[13] u.a. nur Berechnungsansätze und Ergebnisse einzelner Plattenbeispiele.

Für den praktisch tätigen Ingenieur sind die letzteren Angaben noch
zu speziell, um damit alle anfallenden Aufgaben lückenlos bearbeiten zu können.

In dem vorliegenden Aufsatz werden daher neben einer allgemeinen und
systematischen Berechnungsmethode vornehmlich Momententabellen für
dreiseitig gelagerte Rechteckplatten mit einachsig linear veränderlicher Dicke
unter Gleichlast und Dreieckslast angegeben, die mit verschiedenen
Parametern einen weiten Anwendungsbereich erfassen.

2. Berechnungsmethode

2.1. Isotrope Rechteckplatte mit konstanter Dicke

Für gleichbleibend dicke Rechteckplatten mit Navierschen Randbedingungen

an zwei gegenüberliegenden Rändern lässt sich mit Hilfe der Operatorenrechnung

[14] bei beliebiger Belastung eine allgemeine und vollständige Lösung
der Kirchhoffschen Bipotentialgleichung

AAw K (1)

entwickeln [15], [16]. In fertiger Form lautet diese für die in Fig. 1 dargestellte
Platte unter gleichförmiger und hydrostatischer Belastung:
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Fig. 1. Rechteckplatte mit konstanter Dicke.
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Aus der Durchbiegung w (Gl. (2)) ergeben sich die weiteren Verformungen
(Biegewinkel) und die inneren Schnittgrössen (Biegemomente, Drillmomente,
Querkräfte, Stützkräfte) durch partielles Differenzieren. Mit den vereinbarten
^-Funktionen geht hier der Differentiationsvorgang für die ^/-Richtung besonders

einfach vor sich. Soll die Funktion wy(oc,y) in Gl. (3), und damit w(x,y)
selbst, n-mal nach y abgeleitet werden, so sind lediglich die Indizes der
enthaltenen ^-Funktionen um die Zahl n zu erhöhen. Bei Ableitungen nach der
^-Richtung müssen nur einfache Kreisfunktionen differenziert werden.

Die vier Koeffizienten wy(oc, 0), wy(oc, 0), wy (a, 0) und w'y" (oc, 0) in Gl. (2)
sind zunächst noch freie Grössen, solange die Randbedingungen am Plattenanfang

(d.h. y 0) und am Plattenende (d. h. y ly) nicht festgelegt sind. An
jedem natürlichen Plattenrand sind nun zwei der vier Koeffizienten stets Null.
Die beiden restlichen können explizit aus den Nullbedingungen für das Plattenende

bestimmt werden, womit in jedem Einzelfalle die vollständige Lösung
gefunden ist.

2.2. Isotrope Rechteckplatte mit einachsig beliebig veränderlicher Dicke

Bei der Berechnung von Platten mit einachsig veränderlicher Dicke wird
zunächst der Dickenverlauf d — d(y) durch eine inhaltsgleiche Treppenkurve
approximiert. Die Gesamtplatte setzt sich danach aus mehreren Plattenstreifen

mit jeweils konstanter, aber unterschiedlich grosser Dicke zusammen
(Fig. 2). Für jeden dieser Streifen stellt die Gl. (2) wiederum die allgemeine
Lösung dar. Da der Lösungsanteil wx(oc,x) bei allen Streifen gleich ist, und

y*
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Fig. 2. Rechteckplatte mit veränderlicher Dicke.
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daher der Anteil wy(oc,y) unabhängig davon betrachtet werden kann, bietet
es sich an, die Koppelung der Einzelabschnitte mit Hilfe von Übertragungsmatrizen

zu formulieren [17], [18], [19].
Über die Differentialbeziehungen für die Komponenten des Zustands-

vektors z

w w

Z
<Pv

my

-«*_

w'

-K(w" +pw")
_-K[w-'+(2-ii)w'"]_

'

wy(*,y)

z
00

2
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Wy (*»y)

- K [wy (oc, y)-fxoc2 wy (oc, y)]

-K [w'y ' (ct, y)-(2- /x) cc2wy (oc, y)]_

wx (oc, x)

m=

00

2 *v(
1,3,5...

x,y)wx(a,x).

(5.1)

(5.2)

erhält man aus Gl. (2) unmittelbar die charakteristische Feldmatrix Fy(oc) und
die Belastungsvektoren By(a) zufolge einer gleich- bzw. dreiecksförmigen
Belastung.

Die Feldmatrix Fy(oc) lautet:

Fy(0c)

03,2/-(2-M)«2 01,1/

04,i/-(2~^)a2 02,i/

-(l-^)(+h,y-2«?^y)K
^-[^,y-2(2-fJL)oc2^y + (2-^a^2JK

02,i/-A*«2 0o,i/

03,i/-Ma20i,i/

~(04,i/-2/xa202j2/ + /x2a40o>2/)ir

~(l-M2)(05,i,-2a2^j2/)^

¦01,1/ K

-02,1/^

03,1/-f*«2 01,1/

04,1/~(2-^)a2 02,1/

¦0o,i/ K
1

(6)

~KvK
02, i/-/^«2 00,1/

03,i/-(2-^)a20i,i/_

Analog den Feldmatrizen für andere Tragsysteme ist auch die Matrix (6)
spiegelbildlich zur steigenden Diagonale aufgebaut. Dieser spezielle Aufbau
resultiert generell aus der inneren Symmetrie der Verschiebungsfunktionen
ideal elastischer Systeme.
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Die Belastungsvektoren By(oc) lauten:

für Gleichlast

B« («)

<A-i,vK
1

für Dreieckslast

-(<Al,1/-^a2iA-l,j/)

1

P, (7.1)

Bf(«)

$-*.v K
1

(<l'0,v-P<x'i>l>-2,y

¦[0i.»-(2-/*)«V-i,v]_

PA
(7.2)

Betrachtet man jetzt von der in Fig. 2 dargestellten Rechteckplatte einen
beliebigen Streifen n, so erhält man den Zustandsvektor

*l/7l(a)

w„

SLyy

aus dem Zustandsvektor zyn_1 (oc)

Wy

<Pyy

myy

n-l
(am rechten Rand
des Streifens n)

aus der Bedingung

(am linken Rand
des Streifens n)

z =F z ,+BG +BD (8)

Da die vier Komponenten w,cpy,my,q* des Zustandsvektors z links und
rechts einer Dickensprungsteile jeweils gleich sind (aus Gründen der
Verformungskontinuität und des Kräftegleichgewichts) kann die Koppelung
sämtlicher Streifen vom Plattenanfang (y 0) bis zum Plattenende (y ly) über
einen fortlaufenden Matrizenmultiplikationszyklus gemäss Gl. (8) vollzogen
werden.

Die Berechnung der Platten mit sprunghaft veränderlicher Dicke geht nun
derart vor sich, dass die jeweils zwei unbekannten, von Null verschiedenen
Anfangsgrössen vermöge der Feldmatrizen und Belastungsvektoren zum Rand

y — ly übertragen werden. Dort muss die allgemeine Lösung wiederum den
vorhandenen Randbedingungen genügen, was zu den zwei Bestimmungsgleichungen

für die beiden Freigrössen des Anfangsvektors zy0 führt. Nach
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dem Einsetzen der explizit ermittelten Anfangsgrössen in Gl. (2) bzw. (8)
ist die vollständige Lösung des Plattenproblems gefunden.

3. Numerische Ergebnisse

3.1. Aufstellung von Momententabellen

Für die beiden in Fig. 3 dargestellten Typen dreiseitig gelagerter Rechteckplatten

mit linear veränderlicher Dicke unter Gleichlast und Dreieckslast

y*

U/2

_J_5_

U/2

Plattentyp 1

di: ds= 1:1

1:1,25
1.1,5
1:2
1:3

+ 2

W/z U/2

Plattentyp 2

dT:dTT= 1:1

1,25
1,5
2
3

Fig. 3. Dreiseitig gelagerte Rechteckplatten mit linear veränderlicher Dicke (Querdehnung fx 0).

wurde die in Abschnitt 2.2 beschriebene Methode benutzt, um die für eine
Bemessung massgebenden Biege- und Drillmomente zu berechnen. Der stetige
Verlauf der Plattendicke d d(y) wurde dabei durch eine flächengleiche
Treppenkurve mit zehn gleich breiten Intervallen ersetzt. Die Dichte dieser
Intervallaufteilung gewährleistete eine ausreichend genaue Wiedergabe des
tatsächlichen SteifigkeitsVerhaltens, und die Konstanz der Streifenbreiten führte
zu einem kurzen übersichtlichen Komputerprogramm und zu kurzen Rechenzeiten.

Die gesamte numerische Auswertung wurde auf der Rechenanlage
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Fig. 4. Biegemomente und Drillmomente.

mit konstanter Dicke, wo an der Stelle des grössten Momentes auch gleichzeitig

die grösste Beanspruchung auftritt, müssen hier die ungünstigsten
Plattenbeanspruchungen über die Relationen zwischen Moment und
Querschnittsdicke erst noch eingegrenzt werden. Somit ist auf die Bestimmung der
maximalen bzw. minimalen Feldmomente längs x lxj2 von vornherein zugunsten

vermehrter Zwischenwerte verzichtet worden. Die Angabe der Momente
an mehreren festen Punkten bringt ausserdem den Vorteil mit sich, dass
verschiedene Lastfälle stets einwandfrei überlagert werden können. Bei der
Angabe von Maximal- bzw. Minimalwerten, deren Stelle von Lastfall zu Lastfall

sich ändert, ist dies nicht mehr der Fall. Die für eine Plattenbemessung
ebenso wichtigen Drillmomente sind in den Eckpunkten und in Randmitte
bekannt.
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3.2. Diskussion der Ergebnisse

Um zu verdeutlichen, welchen Einfluss die veränderliche Plattendicke auf
Grösse und Verteilung der Momente hat, sind in den Fig. 4 a und 4b am
Beispiel der quadratischen gleichmässig belasteten Platte der Verlauf der
Biegemomente mx und my längs x lx\2 und der Verlauf der Drillmomente mxy
längs x lx für die verschiedenen Dickenverhältnisse graphisch dargestellt.
Man sieht sofort, dass sich die Momente stets zu den steiferen Plattenbereichen
hin verlagern. Bemerkenswert ist, dass bereits geringe Unterschiede zwischen
den Dicken dz und dn eine deutliche Veränderung des Momentenbildes
verursachen. So ist z.B. beim Plattentyp 1 das Randmoment mXjrm(\ : 1,25) schon

um 20,8% und mXjrm(\ : 1,5) schon um 34,5% kleiner als mXfrm(l: 1). In gewissem
Ausgleich dazu erhöht sich das Drillmoment mxye(l :l,25) um 20,5% und
mXye(\ : 1,5) um 37,7% gegenüber mXVe(\ : 1). Diese Prozentsätze zeigen, dass

falls solche Platten nach der Elastizitätstheorie zu berechnen sind - und das

ist im Stahlbetonbau auch nach DIN 1045 (neu) vorgeschrieben - die
veränderliche Biegesteifigkeit berücksichtigt werden muss.

4. Zahlenbeispiele

Beispiel 1

Stahlbeton-Balkonplatte nach Fig. 5

dr 14cm

_6_

+2

7_ +3

8

+4

I5

lx 5.00m o> o>

I
dn 18cm

Fig. 5. Systemskizze zu Beispiel 1: Balkonplatte.

Geometrie: Plattentyp 1

lx 5,00 m; e ljlx 3,00/5,00 0,6
ly 3,00 m

dx 0,14 m; djidjj 0,14 : 0,18 1:1,29
dn 0,18 m
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Belastung:

Gleichlast

g 0,470 Mp/m2 (Eigengew. + Belag)
p 0,350 Mp/m2 (Verkehr)
q 0,820 Mp/m2

Dreieckslast

gA =0,100 Mp/m2 (Eigengew.)
pA 0,000 Mp/m2 (Verkehr)
qA 0,100 Mp/m2

Biegemomente (nach Tabelle 1.2, 1.3, 1.7, 1.8):

mXfri

m^

m„

m^ (0,0471-0,820+ 0,0152-0,100).5,02 1,00 Mpm/m
mx2 (0,0446-0,820+ 0,0151-0,100)-5,02 0,95 Mpm/m

m*3 (0,0384-0,820+ 0,0137-0,100)-5,02 0,82 Mpm/m
m^4 (0,0240-0,820 + 0,0089-0,100)-5,02 0,51 Mpm/m
^2 (0,0115-0,820 + 0,0052-0,100)-5,02 0,25 Mpm/m

m2/3 (0,0146-0,820 + 0,0100-0,100)-5,02 0,32 Mpm/m
my4 (0,0116-0,820 + 0,0104-0,100)-5,02 0,26 Mpm/m

Drillmomente (nach Tabelle 1.2, 1.3, 1.7, 1.8):

±m^/rc= ±^2/6 (0,0195-0,820+ 0,0041-0,100)-5,02 0,41 Mpm/m
±™>xyi (0,04140,820 + 0,01200,100).5,02 0,88 Mpm/m

±mxye ±m^8 (0,0693-0,820+ 0,0288-0,100)-5,02 1,49 Mpm/m

Beispiel 2

Stahlbeton-Stützwand nach Fig. 6

_U6__

+ 3

-,-8

f

Lx =IO.OOm

dI=30cm
Verkehrslast:
l,0Mp/m2

Erdreich:

Xa 0,333

y =1,8 Mp/m3

dji= 45cm

Ti
Erddruck-
beiastuna

Fig. 6. Systemskizze zu Beispiel 2: Stützwand.

5,00/10,00 0,5

Geometrie: Plattentyp 2

lx 10,00 m; € lyßx
ly 5,00 m

dj 0,30 m; dz:dn 0,30:0,45 1:1,5
dn 0,45 m
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Belastung:

Erddruckordinaten

e 0,333-1,00/1,8 0,185 Mp/m2
eA 0,333-1,8-5,00 3,000 Mp/m2

Biegemomente (nach Tabelle IL 3, IL 8)

(0,0132-0,185 + 0,0035
(0,0118-0,185 + 0,0032

(0,0084-0,185+ 0,0024
(0,0032-0,185 + 0,0009
(0,0018-0,185 + 0,0017

(-0,0091-0,185 + 0,0003

m^4 (-0,0356-0,185-0,0087

myem my5 (-0,0852-0,185-0,0315

Drillmomente (nach Tabelle II.3, II.8):

mXt ™xl
%2

mXm ^3
%4
™3/2

myUm ™UZ

3,000)-10,02 1,29 Mpm/m
3,000)-10,02 1,18 Mpm/m

3,000) • 10,02 0,88 Mpm/m
3,000)-10,02 0,33 Mpm/m
3,000). 10,02 0,54 Mpm/m

3,000)-10,02 - 0,08 Mpm/m
3,000)-10,02 - 3,27 Mpm/m

3,000)-10,02 -11,03 Mpm/m

±mxyffe ±mxy6 (0,01250,185 + 0,0024.3,000). 10,02 0,95 Mpm/m
±mxy7 (0,02550,185 + 0,0066-3,000)-10,02 2,45 Mpm/m
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Zusammenfassung

Der vorliegende Aufsatz untersucht dreiseitig gelagerte isotrope Rechteck -

platten, deren Dicke vom freien Rand aus linear zunimmt. Für die Berechnung
wird der stetige Dickenverlauf durch eine inhaltsgleiche Treppenkurve approximiert.

Das Aneinanderkoppeln der einzelnen Plattenstreifen mit jeweils
konstanter, aber unterschiedlich grosser Dicke, erfolgt mit Hilfe des Verfahrens
der Übertragungsmatrizen. Ferner werden die mittels der Operatorenrechnung
bzw. der formal identischen Laplace-Transformation schnell und bequem
abzuleitende Feldmatrix sowie die zugehörigen Belastungsvektoren mitgeteilt. Für
die Lastfälle Gleichlast und Dreieckslast werden bei verschiedenen Dickenverhältnissen

Momententabellen aufgestellt, die eine sichere Bemessung solcher
Platten ermöglichen.

Summary

The present contribution deals with rectangular isotropic plates, supported
on three sides, the thickness of which increases linearly from the free side. For
calculating the continuity of the thickness is substituted by a ladder shaped
curve of the same surface. The joining of the individual plate strips of momen-
tary constant but variable thickness is realized by means of the transfer
matrices method. Moreover, thanks to the Operator calculation or to the
identical Laplace transformation one obtains rapidly and properly the total
matrices and their charge vectors. For constant or linear charges - and for
different thickness ratios - moment diagrams are drawn up which allow the
reliable dimensioning of the plates.
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Resume

Le texte ci-dessus traite des dalles rectangulaires isotropes appuyees sur
trois cötes et dont l'epaisseur augmente lineairement ä partir du cöte libre.
Pour le calcul, on remplace le trace continu du changement d'epaisseur par
une courbe en escalier de meme surface. L'action reciproque des elements

d'epaisseur constante mais chaque fois differente est obtenue a l'aide du pro-
cede des matrices de transfert. De plus, gräce aux Operateurs ou aux trans-
formations de Laplace qui leur sont identiques, on obtient rapidement et
aisement les matrices totales et leurs vecteurs de charge. Pour des charges
constantes ou lineaires, on etablit - pour differents rapports d'epaisseur - des

diagrammes de moment qui permettent un dimensionnement sur de ces dalles.
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