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Allgemeine Theorie der Bildung von Schrigrissen infolge
Querkraftheanspruchung

General Theory on the Outset and Development of Inclined Shear Cracks

Théorie générale sur Uapparition et le développement des fissures inclinées dues a
Ueffort tranchant

IOSIF DEUTSCH
Dozent Dr. Ing., Technische Hochschule Timigoara

1. Einfithrung

Fir Stahlbetonbauteile die von Biegemomenten und grossen Querkraften
beansprucht werden, hat die Theorie der Rissbildung noch kein zufrieden-
stellendes Stadium erreicht. Die Schwierigkeit des Problems beruht auf der
Tatsache, dass der Effekt des Biegemomentes schwer von dem der Querkraft
zu trennen ist. Dazu kommt noch oft die Bildung von Rissen infolge des
Gleitens der Bewehrungsstabe im Beton, d. h. infolge der teilweisen oder ginz-
lichen Zerstorung des Verbundes.

Prinzipiell wire zu erwarten, dass das Rissbild den Trajektorien der Haupt-
druckspannungen entspricht. Dies setzt jedoch ein gutes Zusammenwirken
der Bewehrung mit dem Beton voraus. Beginnt die Bewehrung zu gleiten, so
andert sich das Rissbild.

Die Berechnung der Weite von Schrégrissen im Gebrauchszustand stiitzt
sich auf die Voraussetzung, dass der zu erwartende Schubbruch folgender-
massen eintritt. Die Offnung eines schrigen Hauptrisses fithrt zum Fliessen
der Querbewehrung, so dass sich die entstandenen zwei Teile des Balkens
gegenseitig um eine in der Niahe der dussersten Druckfaser gelegenen Achse
drehen. Durch das Versagen der Druckzone ist der Bruch abgeschlossen.

Nach dem Erscheinen der Risse werden die Biigel mit dem Anwachsen der
Balkenbelastung immer mehr auf Zug beansprucht [4]. Die Versuche zeigen,
dass die Zugspannungen in den Bigeln viel kleiner sind als die klassische
Fachwerktheorie angibt. Die Biigel werden wirksam wenn Schrigrisse auf-
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treten. Ein betontes Gleiten der Bewehrungsstibe verhindert die Bildung
schriager Risse und folglich den Einsatz der Biigel. Damit die Biigel auf Zug
beansprucht werden, muss der Beton durch Zusammenarbeit mit der Beweh-
rung gerissen sein.

2. Der Vorgang der Rissbildung infolge Beanspruchung durch die Querkraft

Die Bildung der Schrégrisse hingt nicht allein von den Schubspannungen 7,
sondern von den Hauptspannungen o,, die vom Biegemoment und der Quer-
kraft verursacht werden, ab. Nur in der Hohe der neutralen Faser ist die
Schubspannung gleich der Hauptzugspannung, stellt aber im allgemeinen kein
Maximum dar.

Die Schragrisse beginnen meistens in der Zugzone, also am unteren Trager-
rand. Nur in Sonderfillen wie Trager mit Stegen geringer Dicke, Trager mit
grossen Querkriften und kleinen Biegemomenten konnen eventuell die o-
Spannungen in der Nahe der neutralen Achse die Bildung der Schrigrisse
verursachen.

Zur Erlauterung des Vorgangs der Rissbildung wird ein mit Léngsstiben
und aufgebogenen Stdben bewehrter Balken betrachtet. In Fig. la ist der
Verlauf der Hauptzugspannung o, entlang der aufgebogenen Stdbe dargestellt.
Er wurde vom Verfasser auch mit spannungsoptisch untersuchten bewehrten
Modellen erhalten [4].

Vor der Rissbildung im Stadium Ia wird die Hauptzugspannung von dem
gezogenen Beton des schriigen Schnittes «f, und von der aufgebogenen Beweh-
rung aufgenommen (Fig. 1b). In Fig. 1a sind auch die durch den Beton und
die Bewehrung aufnehmbaren Risskrifte dargestellt. Thre Summe ist konstant
und hat den Wert

afi at ~ait

Im Stadium Ia kann infolge eines unendlich kleinen Lastanstiegs ein
Schrigriss auftreten der die Querbewehrung schneidet. Die Lage des Schrig-
" risses hiangt von der Grosse der Beanspruchung der unteren gezogenen Beton-
faser und der Unhomogenitit des Betons der Zugzone ab. Ein aufgebogener
Stab kann einen, zwei oder sogar drei Schrégrisse schneiden.

Fig. 1 ¢ zeigt den Verlauf der von der Betonzugzone und der Querbewehrung
aufgenommenen Krifte nach der Bildung eines Schrigrisses. Im Rissquer-
schnitt wird die gesamte Zugkraft von der Querbewehrung iibernommen, es
gilt also das Stadium II. Entfernt man sich vom Riss, so vermindert sich die
Stahlspannung, wahrend die Betonspannung infolge des Verbundes zunimmt.

Wird der Abfall der Stahlbeanspruchung 4 N, gleich N, so tritt in dem
entsprechenden Schnitt der zweite Riss auf (Fig. 2a). Er befindet sich im
Abstand A;; vom ersten Riss (Fig. 2b).
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Wichst die Balkenbelastung bis zu der des Gebrauchszustandes, so wichst
auch die Stahlbeanspruchung, so dass der Schrigriss sich 6ffnet. Die vom
Verfasser durchgefiihrten Versuche [4] zeigten, dass bei niedrigen Laststufen
die Rissoffnung proportional mit der Laststufe wichst.

Ist die Beanspruchung durch Querkrifte gross, so tritt neben der durch
die Riss6ffnung verursachten Drehung auch eine Gleitverformung auf. Dies
zeigt sich aus der Tatsache, dass die Offnung des Schrigrisses in Héhe der
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Querbewehrung grosser ist als bei der Langsbewehrung. Dieses Gleiten fiihrt
zur Verkiirzung der gedriickten Betonfasern und letzten Endes zur Verlin-

gerung des Schragrisses (Fig. 3).

Die zusitzliche Gleitverformung wird durch die Biegung der Druckdiagonale
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verursacht. Diese tritt infolge der Rissbildung und des Ubergangs des Balkens
in einen Bogen oder Rahmen mit Zugglied auf (Fig. 4).

Die Druckresultante N, hat in der Nahe des Auflagers die Richtung 4 B
(Fig. 4). Der mittlere Teil des schraffierten gedriickten Elements hat die Ten-
denz sich zu heben, was teilweise von der Querbewehrung verhindert wird.
Dies erkliart weshalb die Offnung des Schriigrisses am grossten in halber Hohe
desselben ist.

Besteht die Querbewehrung aus vertikalen Biigeln so ist bei grossen 7,-
Werten eine fiihlbare Langsverschiebung in der neutralen Achse festzustellen,
die die Biigel auf Biegung beansprucht. Dementsprechend wichst die Riss-
weite. )

Um diese Erscheinungen zu beriicksichtigen, muss die nach der allgemeinen
Theorie in Hohe der Querbewehrung berechnete Rissweite durch Einfithrung
eines Koeffizienten vergrossert werden. Dieser Koeffizient stiitzt sich auf ent-
sprechende Verformungsannahmen, die dem zus#tzlichen Gleiten bei vorherr-
schender Querkraft Rechnung tragen.

Die Grosstwerte der Rissweiten erhdlt man meistens in halber Hohe des
Schrigrisses, selten in Hohe der Langsbewehrung, auch dann wenn ein Gleiten
dieser Bewehrung beriicksichtigt wird. Weiter wird die Berechnung der maxi-
malen Weite der Schréigrisse unter Gebrauchslast gezeigt.

3. Berechnung der Weite von Schriigrissen unter Gebrauchslast

Die von, der Querkraft verursachten Schrigrisse schneiden sowohl die auf-
gebogenen Stibe wie auch die vertikalen Biigel. Es kann angenommen werden,
dass die grosste Rissweite sich in Hohe der Resultierenden der von der Quer-
bewehrung aufgenommenen Zugkrifte befindet. Dies entspricht mit gentigen-
der Genauigkeit der halben Hohe des Schrigrisses.

Die Berechnung der Rissweite geschleht gesondert fiir die folgenden beiden
Félle:

— Die Querbewehrung wird von einem einzigen Schrigriss geschnitten.
— Die Querbewehrung wird von zwei Schrigrissen geschnitten.

3.1. Die Querbewehrung wird von einem einzigen Schrdgriss geschnitten

Die Rissweite in halber Hohe des Schrigrisses kann aus einer dhnlichen
Bedingung wie im Falle der Normalrisse erhalten werden: ‘

Xy = (eatm - Gtm) )‘m Sln o +Bt ‘ (2)

die zu folgender Beziehung fiihrt:

GIT
= bar g s i S (o + ) (3)
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Agi = Agi1+ A0 stellt die aktive Haftlinge der Querbewehrung dar (Fig. 5).
Fiir die Bestimmung von A,; ; wird ein Stahlbetonelement betrachtet bei dem
ein von der Querkraft verursachter Schragriss aufgetreten ist (Fig. 5).

Fig. 5.
Der Wert A,; ; folgt aus der Bedingung:
ANatzNI;i=Aai,1uTam’ (4)
wobei N, folgende Form hat:
, _ 2Ny,sinf, 1 % § |
Nbi—' ho__ar 2Sin/3t (k0—2a + )"’Aaz’,l (5)

Wird (6) in (5) eingesetzt und die Beziehungen (4) und (5) gleichgesetzt,
so erhilt man:
ho—2a’ + 21
3 ue , .
diBre (hg—a’)+2sin B,
Aat /
M= pasinB,’ (8)

A

(7)

ai,1 =
mit

Der Wert von A4, wird im allgemeinen Fall (Querbewehrung bestehend aus
Biigeln und aufgebogenen Stdben) aus folgender Beziehung gewonnen:

Aat = AaeCOS ()Be”ﬁt)'*'Am‘ cos (Bt_Bi)’ (9)

wobei B, der Winkel zwischen der resultierenden Schnittkraft der Querbeweh-
rung (Biigel und aufgebogene Stdbe) und der Balkenachse ist. Er kann aus
der Beziehung

N, cospB;

cosf; = v

(10)

at

bestimmt werden. 8, und B; sind die Winkel zwischen der resultierenden Zug-
kraft der Biigel bzw. der aufgebogenen Stibe und der Balkenachse.
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Besteht die Querbewehrung nur aus vertikalen Biigeln, so gilt 8;=8,=90°,
woraus A,=A4,, folgt. Sind nur aufgebogene Stibe vorhanden, so ist §;=p,;
und A,=4,.

Fiir B, gilt:

(11)
Die B,-Werte wurden experimentell bestimmt. Es konnen folgende Werte
angenommen werden:

— fiir glatte Stdbe aus Betonstahl (OB 38)
30 py

Bn=05+——7-, (12)
t
— fiir Stdbe aus profiliertem Betonstahl (PC)
30
B = 0,35+ dm. (13)
t

Der Wert von A,; , wird auf dhnliche Weise bestimmt (Fig. 2a und b):

Aai,2 o Af@' = 3p,t §max)\m~,2 (14)
d Bre
11
mit max A iy (15)

@2 = "95inp,

Ist Ay; 5 = max A, 5, so wird die Querbewehrung von einem einzigen Schrég-
riss geschnitten und fiir die Berechnung von o,;; wird gesetzt: A,; , = max A, 5.

Ist A,; 2 < maxA,; ,, dann wird die Querbewehrung von zwei Schrégrissen
geschnitten und fiir die Berechnung von oy; ; wird 2,; , aus (14) eingesetzt.

Der Faktor ¢, =kIly,, beriicksichtigt die Zusammenarbeit zwischen der
Querbewehrung und dem gezogenen Beton und die zusitzlichen Verformun-
gen infolge der Querkraft im Stadium II.

Der Ausdruck fiir die Berechnung von i,; hat folgende Form:

fog = 1 —p G ut) (16)
Fiir B konnen folgende Werte angenommen werden:
— fiir glatten Betonstahl (OB 38)
B =02(1-v), (17)
— fiir profilierten Betonstahl (PC 52 und 60):
B =03(1-v), (18)

wobei v das Verhaltnis zwischen der Dauerlast und der Gesamtlast darstellt.
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Der Wert von kI wurde durch Auswertung von Versuchsergebnissen be-
stimmt, wobei die Gausssche Methode der Bestimmung der wahrscheinlich-
sten Werte verwendet wurde. So konnten folgende Ausdriicke abgeleitet
werden:

— fiir glatten Betonstahl (OB 38)
El=05y+0u, (19)

— fiir profilierten Betonstahl (PC 52 und 60)

kIl = 0,35y +0 , (20)
70 \2 70\2 Ry
- ) O,G(E) — 0,33+ [0,15(1—5) —0,33]10—O ‘
mlt) ot 0 2 0 2 47 (21)
LN ) R
[1,05 (R;) 1,4H] [0,9(Rt) 1,08]
To To Rb ¢
= 250 —132-2} ¢ 22
5 = 4(725 o)+ (195 - 13272} 0. (22)
T
und o= i (23)

Die Spannung in der Querbewehrung im Stadium II wird aus folgendem
Ausdruck bestimmt:

i —To— B (24)
M

Der Faktor sin (ol +f,) dient zur Projektion der mittleren Dehnung der
Querbewehrung auf die Normale des Schrigrisses.

Die Neigung des Schragrisses kann mit der Formel I1I-2 aus [6] oder aus
der Gleichung
ho — a1

8

tgall = (25)

bestimmt werden, wo s die Horizontalprojektion derjenigen Geraden ist, die
den wahrscheinlichen Bruchschnitt angibt:

-~ (26)

. ]/0,15bh3 R,

Der Wert g=gq,+¢;sin B, stellt die Vertikalprojektion der Zugkrifte, bezo-
gen auf die Léngeneinheit in Balkenachse, dar.
3.2. Die Querbewehrung wird von zwei Schrdgrissen geschnitten

In diesem Fall miissen die Weiten beider Risse bestimmt werden. Dafiir
gilt das Rechenschema aus Fig. 2. Man erhilt:
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— fiir den ersten Riss:

Gil ) ,
Xpg1 = ¢(LTELAai sm (a7I1},1+Bt) (27)
a
- Afi ¢
mit , Aai = Ayi1 + B (28)

wobei A,; ; aus Gleichung (7) und A;; aus Gleichung (14) zu bestimmen sind;

— fir den zweiten Riss:
=TT

G )
Ags 0 = Eba-r*Eat‘ )‘fi SN (a}r{,2+3t)' (29)
a

Der Koeffizient ,, wird genau so wie im ersten Fall bestimmt.

4. Vergleich der Versuchsergebnisse mit den theoretischen Werten

Um eine Vergleichsbasis zu haben wurden fir die vier untersuchten Balken
die Rissweiten nach Formel (3) berechnet.

Tabelle 1. Vergleich der gemessenen Rissweiten mit den berechneten Werten

Beton.- Rissweiten «f; (1/100 mm)
festig- ‘
Ele- keiton Quer- 4:% | Gemes- | Rechenwerte
ment |, fon® bewehrung sene
Formel t ° SNiPIIC-1.62 o
Ryl Ry Werte | o | 4% |4 RGW.Norm| 4%
I | 1 |
A-01 315 Bugel @ 6/10,5 cm| 0,47 | 24,0 % 23,5 +2,13 23,7 +1,20
21 Aufgebogene ‘
Stibe 1 @ 12 |
Agi=1,13 em? * ;
A-03 310 Biigel @ 6/9 em 0,57 19,0 18,8 | +1,06 19,4 J —2,00
20,9 Aufgebogene } ‘
Stabe 1 o 14 |
Ag; = 1,54 cm? | |
A-04 290 Bugel o 6/10,5 cm| 0,57 | 19,5 22,2 . —12,00 24,0 — 18,00
20,4 Aufgebogene |
| Stdbe 2 & 12 1
| Agi=2,26 cm? |
A-06 310 Biigel @ 6/7cm 0,75 ] 20,5 21,6 —5,10 16,3 +25,00
20,6 | Aufgebogene \
Stiibe 1 & 16 {
Aqi = 2,01 cm? |

Tabelle 1 enthilt die unter Gebrauchslast gemessenen Weiten der Schrigrisse,
die mit (3) erhaltenen Werte wie auch diejenigen, die aus den sowjetischen
Normen SNiPIIC-1.62 bzw. den RGW-Normen (Normen des Rates fiir ge-
genseitige Wirtschaftshilfe) folgen.

Es ist ersichtlich, dass Formel (3) geniigend genaue Werte gibt.
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5. Schlussfolgerungen V

Die theoretischen und experimentellen Untersuchungen des Verfassers fiih-
ren zu folgenden Schlissen was die von der Querkraft verursachten Schrig-
risse anbelangt:

a) Fiir die Balkenabschnitte mit vorherrschender Querkraft geniigt es nicht,
die Querbewehrung auf Grund der Festigkeitsberechnung zu bestimmen. Man
muss die Weite der Schrigrisse rechnerisch priifen. In den meisten Féllen ist
diese Berechnung fiir die Wahl der Querbewehrung ausschlaggebend.

b) Die Berechnung der Rissweiten ist in folgenden Fiéllen fiir die Bemessung
ausschlaggebend:

— wenn p, einen gewissen Grenzwert unterschreitet;

— wenn Querbewehrung hoher Giite verwendet wird;

— wenn die Betongiite klein ist;

— wenn fiir die Querbewehrung dicke Stdbe vorgesehen sind.

Grenzwert von u

Grenzwert von St 0,009
]

0,009 Al
| N Ry 20
SEY 0,008 XN
0,008 0838 -Q'I' TO'P / g 0B 38 //'9;130/_4
0607 STARLY\ / 0,007 STAHL 7/ //B |
‘ / i P/
0,005 /] 0005 // BC
/47 .3 4/ |STAHL
0004 1 0004 y,
/Y
0,003 / —— 0003
/ UL ot sjx
0002 KULo; = 0,1 mm. 0002 z Lé“” q2mm_1
&_s5 =15
0,001 Re 6,001 ¢
[ T ] g 0 L 1 | |
07770005 0010 qor5 0020 Q025 G030 Po 0005 Q010 QO’S Q020 025 0030 Mo
Fig. 6. Fig. 7.
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Die Fig. 6, 7 und 8 geben die Werte puy,,, fir die Wahl der Querbewehrung,
wenn fiir zule; 0,1 mm, 0,2 mm bzw. 0,3 mm vorgesehen ist.

c) Die Auswertung der Versuche ergab, dass kI keine konstante Grosse ist,
wie dies in einigen Normen [10], [12] angenommen wird. Er hingt von folgen-
den Parametern ab:

— Grosse der Querkraft (1;—(;) ;

— Prozentsatz der Querbewehrung (u, %) ;
— Betongiite (R,).

6. Bezeichnungen

A, Querschnitt der Léngszugbewehrung

Ay Querschnitt der Schubbewehrung, die vom schriigen Riss ge-
schnitten wird

A,,=n4, Querschnitt der Biigel, die vom schrigen Riss geschnitten
werden ,,

A, Querschnitt der aufgebogenen Stibe, die vom schrigen Riss
geschnitten sind

a Abstand vom Schwerpunkt der Zugbewehrung zum Zugrand
des Balkens

a,; a,; a; Horizontaler Abstand der Querbewehrung, beziehungsweise
der Biigel und der aufgebogenen Stédbe

b Breite des Querschnitts

d;, d,,d; Durchmesser der Querbewehrung, der Biigel und der aufge-
bogenen Stabe

E, Elastizitdtsmodul des Stahls

E, Elastizitdtsmodul des Betons

h Balkenhohe

ho=(h—a') Nutzhéhe

M, Biegemoment

M, Aufnehmbares Rissmoment im Schrigschnitt

M, MI Momentenanteil der Zugbewehrung im allgemeinen bzw. im
Rissschnitt, Stadium I1

M, Momentenanteil der Querbewehrung nach der Rissbildung

Ny Normalkraft im Schrigschnitt beim Auftreten der Risse

Noysis Nog Normalkraft im gezogenen Beton, beziehungsweise in den

aufgebogenen Stiben beim Auftreten der geneigten Risse
Ny Ny Nyis N, Zugkraft in der Langsbewehrung, in der Querbewehrung, in
den aufgebogenen Stéaben, in den lotrechten Biigeln

" = E% Verhéltnis der B-Moduln von Stahl und Beton
R,=3,5 % Zugfestigkeit des Betons



IOSIF DEUTSCH

T, Querkraft

U Umfang des Querschnitts der Zugstabe

x; xl; a1 Hohe der Betondruckzone im allgemeinen, im Stadium Ia
und im Stadium IT ‘

211 Hebelarm der inneren Krifte im Stadium IT

Zat Hebelarm zwischen der Querbewehrung und der Resultante

R PR §
%> Fmo X

der Druckkraft im Beton

Abszisse eines laufenden Querschnitts

Mittlere Neigung der Risse im allgemeinen, bei ihrem Auf-
treten (im Stadium Ia) beziehungsweise im Stadium II
Rissweite in der Hohe der Zugbewehrung und in halber Hohe

o5 oy
der Schrigrisse

B ] Neigung der Querbewehrungsstibe

Bs; B Unterschiedliche Koeffizienten fiir die Berechnung von A,
und o

A Rissabstand bei Biegung mit Querkraft

Aui Aktive Liange der Bewehrung beim Auftreten der geneigten
Risse bei Biegung mit Querkraft

w; Vollheitsgrad des 7-Diagramms

bui Koeffizient, der das Zusammenwirken des Zugbetons und der
Zugbewehrung zwischen den Rissen kennzeichnet

A, Ag

Cats Tais Tqe

Bewehrungsgrade der Lingsbewehrung

Aai . _ A Bewehrungsgrade der Querbewehrung

Betonzugspannung
Zugspannung in der Querbewehrung, in den aufgebogenen
Stében, in den Biigeln

To Tof Schubspannung in Hohe der Nullinie im Stadium II; beim
Auftreten der Risse im Stadium Ia

Tas’ Tam Haftspannung im Schnitt mit der Abszisse s; Mittelwert der
Haftspannung

riL ;7L Mittlere Haftspannung im Stadium II, beziehungsweise im

Gebrauchszustand
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Zusammenfassung

Fiir Stahlbetonbauteile, die von Biegemomenten und grossen Querkraften
beansprucht werden, hat die Theorie der Rissbildung noch kein zufrieden-
stellendes Stadium erreicht. Die Schwierigkeit des Problems beruht auf der
Tatsache, dass der Effekt des Biegemomentes schwer von dem der Querkraft
zu trennen ist.

In der vorliegenden Arbeit wird eine allgemeine Theorie der Bildung von

Rissen infolge Querkraftbeanspruchung, in der Nahe der Auflager von Balken
T ho
M
die Bestimmung der Rissweiten abgeleitet. Der abschliessende Teil der Arbeit
enthilt Empfehlungen beziiglich der Projektierung und Wahl der Querbeweh-
rung, so dass die Rissweiten die zulidssigen Normenwerte [7], [8], [9], [10]
nicht iiberschreiten.

mit grossem ( )—Verhéiltnis, entwickelt. Es werden auch Beziehungen fir

Summary

The theory of the outset and development of cracks in reinforced concrete
members subjected to bending and large shear forces, is far from having
attained a satisfactory stage. This problem is generally an intricate one, since
it is difficult to separe the effect of the bending moment from that of the
shear force.

A general theory on the outset and development of shear cracks in the
proximity of the beam supports is presented for the case of great ‘“‘shear

1

. o (Th
slenderness ratios ( MO

). Design relationships, as well as practical recommen-
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dations for a suitable choice of the transversal reinforcement — in order that
the crack width under service loads cannot exceed the values stipulated by the
specifications [7], [8], [9], [10] — are given in the final part of the paper.

Résumé

La théorie de la formation et du développement des fissures dans les élé-
ments en béton armé soumis a la flexion avec des efforts tranchants importants,
est encore loin d’avoir atteint un niveau satisfaisant. En général, ce probléme
est complexe, parce qu’il est difficile de séparer 1’effet du moment fléchissant
de celui de I’effort tranchant. Dans cet article on présente une théorie géné-
rale pour le procés d’apparition et de développement des fissures dues a 1’effort

tranchant dans la proximité des appuis de la poutre, sous ’hypothese de grands

«élancements de cisaillement» (%k—o) Dans la partie finale de 1’article, on donne

des relations de calcul, aussi bien que des recommandations pratiques pour
le choix de 'armature transversale, de sorte que la largeur des fissures sous
les charges de service reste inférieure a celles admises par les normes [7], [8],

[9], [10].
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