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Die Methode der finiten Elemente fiir die Lésung von Torsionsproblemen
The Finite Element Method vn Torsion Analysis

La méthode des éléments finis pour la solution de problémes de torsion

W. A. M. BREKELMANS J. D. JANSSEN
Ing. Prof. Dr. Ing.
Laboratorium fiur Technische Mechanik, Technische Hochschule Eindhoven NL

1. Einleitung

Die Methode der finiten Elemente [2] hat sich fiir die numerische Analyse
von Festigkeits- und Steifigkeitsproblemen als sehr verwendungsfiahiges Hilfs-
mittel erwiesen. Ausserdem ist das nach dieser Methode angewandte Verfahren
geeignet, bestimmte Arten partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung
einer numerischen Losung zuzufiihren. KEs ist somit eine mathematische
Arbeitsweise, die unter bestimmten Umstinden mit der Differenzmethode
identisch ist, aber — zumindest einstweilen — grissere Anwendungsméglich-
keiten bietet [1, 2].

Nachstehend wird das Verfahren anhand der St.-Venantschen Torsions-
theorie fiir prismatische Stibe erlautert.

Dabei werden drei verschiedene Formulierungen dieser Theorie, die sich
zum Entwurf von Ndherungsmethoden eignen, betrachtet und die spezifischen
Einzelheiten jeder einzelnen Methodik angegeben. Diese Naherungsmethoden
bieten die Moglichkeit, die Torsionssteifigkeit zwischen zwei Grenzwerten ein-
zuschliessen. Sie werden durch einige Beispiele erldutert und mit anderen
Methoden verglichen.

2. Cie Differentialgleichungen und die Randbedingungen

Wir betrachten einen prismatischen Stab, dessen Querschnitt in Fig. 2.1
gezeichnet ist. Das Koordinatensystem wurde so gewihlt, dass die z-Achse
parallel zur Stabachse verlduft.

Der Stab wird in den Endquerschnitten mit einem Torsionsmoment M
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belastet, derart, dass die Torsionstheorie nach de St.-Venant anzuwenden ist.
Dies bedeutet, dass alle Spannungen, mit Ausnahme von 7, und ,, (Fig. 2.1),
gleich Null sind.

DasTorsionsproblem kann in mehrfacher Weise formuliert werden [4, 7]. Setzt
man voraus, dass das Material homogen und isotrop ist mit Schubmodul ¢

17

ﬂ(nx 1 ny)

Fig. 2.1. Querschnitt eines Stabes.

und die Drillung B konstant ist und beschrankt man sich vorldufig auf Quer-
schnitte ohne Locher, so sind die mit a, b und ¢ angegebenen Formulierungen
moglich:

a) Aey =0, (2.1)
Randbedingung: % = (gradgy) = yn,—2xn,. (2.2)
b) 44 =0, (2.3)
Randbedingung: ¢ = 1 (2% +»?). (2.4)
c) do = -2, (2.5)
Randbedingung: ¢ = 0. (2.6)

Fiir die Schubspannungen 7,, und 7,, und das Torsionsmoment M gilt in

den einzelnen Fillen:

zY

a) 7, = Gﬁ(a""’ ) (2.7)
= G,B( 3y +x) (2.8)
el e
b) zx=GB( Z ) (2.10)
Toy = —GB(%—%—x), (2.11)

M =GB[2][fdxdy—1,]. (2.12)
F
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o@
e) T, =GB, 2.13
) 7 = OB, (2.13)
2
Ty = —G,B—a%’, (2.14)
M =2GB([pdzdy. (2.15)
F

Darin bedeutet F die Querschnittsfliche und 7, das polare Flichentrig-
heitsmoment:
I, =([(x*+y%)dxdy. : (2.16)
F

Statt der gegebenen partiellen Differentialgleichungen mit Randbedingun-
gen kann man fiir die Beschreibung des Problems auch von der Behauptung
ausgehen, dass die Integralformeln (2.17), (2.18) und (2.19) stationdr sind fiir
bestimmte Variationen der gesuchten Funktionen ¢,, y und ¢.

1 (®o) fJ‘ {(8%) (%Zo)z}dxdy—l—g(xny—ynx)cpods. (2.17)

R =ff allex) =) Jree 215
”{ [(fm)z (—(;)2]_2(P}dxdy‘ (2.19)

Auf Grund bekannter Sitze der Variationsrechnung folgt alsdann eine

alternative Formulierung fiir die Gleichungen (2.1) ... (2.6):
a) 6 I,=0 fur alle 3 ¢,. (2.20)
b) 8 I,=0 fiir alle 8¢ mit der Beschrinkung

J = 1 (22 +4?) auf dem Rand des Gebietes F. (2.21)
¢) 8 I;=0 fiir alle 6 ¢ mit ¢ =0 auf dem Rand. (2.22)

Interessant ist, dass die Bedingungen (2.20) und (2.22) unmittelbar abge-
leitet werden konnen, wenn man von der potentiellen Energie V bzw. der
komplementéiren Energie V* fiir einen durch Torsion beanspruchten Stab mit
Linge 1 ausgeht und Minimalprinzipien fiir diese Formeln verwendet [3,4].

Fir V und V* gilt:

r-son (] iz e (e facen e

V*:laﬁzﬂ{( ) ( )}dxdy 26 2] pdudy. (2.24)
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Hieraus kann einfach abgeleitet werden:
V =G, +3Gp*1,-B M, (2.25)
V*=Gp21,. (2.26)
Mit dem Prinzip der minimalen potentiellen Energie ergibt sich:
0l,=0 (2.27)
unter der dynamischen Randbedingung:
GB(2I,+1,)=M. (2.28)

Es ist nachweisbar, dass diese Formel fiir M mit (2.9) ibereinstimmt. Aus dem
Variationsprinzip der komplementéren Energie folgt:

§1;=0. (2.29)

Das Vorangehende impliziert, dass fiir ein gegebenes Torsionsmoment der mit
einer Niherung fiir ¢, aus (2.20) berechnete Wert von B nicht grdsser sein
kann als der exakte Wert. Der Wert von B, der mit (2.22) berechnet werden
kann, wenn fiir ¢ eine Naherungsfunktion genommen wird, ist immer grosser als
oder ebenso gross wie der exakte Wert. Auf diese Weise lasst sich der wirkliche
Torsionswiderstand zwischen einer oberen und einer unteren Schranke ein-
grenzen, die entsprechend den Niherungsansitzen beliebig nahe aneinander-
ricken konnen.

3. Niherungslosungen

3.1. Einleitung

Nur fiir verhéltnisméssig wenige Querschnittsformen lidsst sich die exakte
Losung des Torsionsproblems bestimmen [4,7]. Manchmal ist es fiir die
Losung notwendig, unendliche Reihen zu verwenden, wobei die Erzielung
numerischer Resultate umfassende Rechenarbeit erfordert.

Fiir diinnwandige Stabe sind Naherungsmethoden bekannt, die sich, wenn
es sich um Stédbe mit offenem Profil handelt, auf die Losung fiir schmale
Rechteckquerschnitte stiitzen, und die fiir Stibe mit geschlossenem Profil von
der Hypothese ausgehen, dass die Schubspannungen iiber die Wandstarke
hinweg konstant sind. Bisher ist es nicht gelungen, das Anwendungsgebiet
dieser Naherungslosungen genau zu begrenzen.

Manchmal kénnen mit Losungen der Differentialgleichung und einer Um-
kehrmethode Naherungslosungen konstruiert werden. Fiir jede lineare Kombina-
tion derartiger Losungen ist die Randkurve bestimmbar, wobei die Rand-
bedingungen erfillt sind. Gerade diese Kombination ist anzustreben, wobei
die wirkliche Randkurve bestens genéhert wird.

Wir werden diese Methodik anhand eines Stabes erliutern, dessen Quer-
schnitt von einem regelmissigen Polygon begrenzt wird. Fiir das angegebene
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Verfahren eignet sich am besten die dritte Formulierung des Torsionsproblems
(Formel (2.5) und (2.6)).

Ausserdem koénnen mit den Variationsprinzipien Néherungslosungen kon-
struiert werden. Dieses Verfahren, im allgemeinen als Methode Ritz bekannt,
werden wir, ebenfalls in der Formulierung (2.5) und (2.6), fiir das gleiche
Beispiel anwenden.

Die Differenzmethode erméglicht eine numerische Losung der Differential-
gleichung.

Das nichste Kapitel behandelt die Methode der finiten Elemente, eine
Methode, die als Spezialfall der Methode Ritz betrachtet werden kann.

3.2. Umkehrmethode mit Beisprel

Wird der Querschnitt eines durch Torsion beanspruchten prismatischen
Stabes von einem regelméssigen Polygon mit n-Eckpunkten (Fig. 3.1) begrenzt,
so ergibt sich fiir die Losung ¢ der Differentialgleichung (2.5) mit der Rand-
bedingung (2.6):

(P=“%7"2+00+§ C,r"? cos(np?). (3.1)
p=1

Dabei sind » und ¢ die in Fig. 3.1 angegebenen Polarkoordinaten.

yA
1 Rand des
- 2/ Polygones
J
r 3
B 7 _
K 3 X
Fig. 3.1. Regelmaissiges Po- /
lygon mit n-Eckpunkten.
Q
Das Torsionsproblem ist gelost, wenn die Konstanten C,,C,,... derartig

bestimmt werden konnen, dass fir 0<d==/n die Randbedingung ¢=0
erfiillt ist.

Ein Verfahren, das auch in der Praxis anwendbar ist, erhdlt man, wenn
‘man nur die ersten j-Glieder der Reihe in (3.1) betrachtet und fiir die Berech-
nung der Konstanten (Cy,C,,...C;), j+ 1 Bedingungen formuliert.

Fiir den Fall j=2 wird das Problem weiter ausgearbeitet. Zur Ableitung
der Gleichungen fiir ), C; und C, kénnen viele Kriterien angewandt werden.
Nachstehend folgen zwei Beispiele, nimlich:
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a) (r =a, =0,
a ™
r = g’ 19:@7’1,’
¢ =0 fir 4 COS 0 (3.2)
a ™
r = , O =—.
COs — "
b)e =0
e _,
dy =~} fir x=a, y=0 (siche Abb. 3.1). (3.3)
d? e
=" |

In jedem Kriterium sind selbstverstdndlich drei Forderungen zur Bestim-
mung von C,, C; und C, gestellt worden.

Wenn daraus ¢ bestimmt worden ist, kann nachtréiglich die Randkurve
angegeben werden, fiir welche diese Losung exakt ist. Im allgemeinen wird
diese Kurve dargestellt durch (siehe Fig. 3.1):

o a
cos

r (%)

[1+5(3)] (0<d<n/n). (3.4)

Dabei ist £38(ﬂ) die Abweichung der erwiinschten Kurve. Vergleicht man

|8] mit 1, so ldsst sich ein qualitativer Eindruck vom Wert der Naherungs-
16sung gewinnen.

Fiir die maximale Schubspannung und die Torsionssteifigkeit kann man
dann schreiben:

M
Tmaxr = mﬁ’ (35)
G—ﬂfﬁ = kyat. (3.6)

Die dimensionslosen Grossen k, und k, werden als Vergleichsmassstab ange-
wendet.

Wird das genannte Verfahren auf einen Stab mit einem Querschnitt von
der Form eines gleichseitigen Dreiecks angewandt und werden dabei die Kri-
terien (3.2) oder (3.3) gebraucht, so erhdlt man fiir ¢ das exakte Resultat:

1, 2 3
p = —5r+5a2——cos(39). (3.7)
Fiir einen Stab von regelméssigem viereckigem Querschnitt kann anhand von
(3.2) berechnet werden:

1 4 -8
¢ = —572+0,5903 0% 0,0928;‘2 cos4 9+ 0,00246% cos 8. (3.8)
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Dieses Resultat ist nicht exakt, jedoch ldsst sich beweisen, dass [8] < 0,008,

wéhrend 7,,, um etwa 19, zu niedrig und é‘% um etwa 1%, zu hoch berechnet

werden.

Fiir einen Stab mit einem Querschnitt in Form eines regelmissigen sechs-
eckigen Polygons sind die mit (3.2) und (3.3) berechneten Resultate in der
Tabelle 3.1 gegeben.

Die Resultate, die man mit den Kriterien (3.2) erhilt, entsprechen den
Resultaten in [6].

Tabelle 3.1. Sechseckiges Polygon

OO 01 02 lalmax ’ kl k2
|
Kriterien (3.2) 0,5412 —0,0447 0,0035 0,01 1,511 1,853
Kriterien (3.3) 0,5373 ~0,0385 0,0012 0,05 1,497 1,821

3.3. Methode Ritz mit Beispiel

Die Energie I, nach (2.19), die in direktem Zusammenhang mit der komple-
mentidren Energie V* nach (2.24) steht, eignet sich fiir das Entwerfen von
Naherungsmethoden. Die in (2.19) einzusetzende Funktion ¢ wird aus einer
Sammlung von Funktionen gewihlt, die alle einige unbestimmte Konstanten
enthalten. Die Auswahl der Konstanten ist am giinstigsten, wenn die Energie
I, fiir alle zuldssigen Variationen dieser Konstanten stationir ist.

Da im Prinzip der minimalen komplementéren Energie im Variationspro-
zess die Gleichgewichtsforderungen erfiillt sein miissen, muss ¢ Wwenigstens
zweimal differenzierbar sein. Ferner muss infolge der Bedingung (2.6) an
der Randkurve des Querschnitts ¢ =0 gelten. In [4] wird diese Methode u. a.
auf einen vierkantigen Stab angewandt. Nimmt man an, dass

@ = by (¥*—a?) (y*—a?) (3.9)

so resultiert (2.22) in einer linearen Gleichung fiir b,. Hierbei stellt sich heraus,
dass die Torsionssteifigkeit um 1,39, zu niedrig ist. Nimmt man zwei Kon-
stanten und beriicksichtigt dabei die Symmetrie des Querschnitts, so kann
man sich dadurch der richtigen Torsionssteifigkeit bis auf 0,159, nihern. Die
berechnete maximale Schubspannung weicht dann aber noch um etwa 49
vom korrekten Wert ab.

Fiir einen Querschnitt mit einem regelméssigen Sechseck als Randkurve
kann man nach einem analogen Verfahren vorgehen. Setzt man z. B.

@ = (22—a?) (22 +3y2—22y V3 —40a?) (2 + 392+ 22y V3—40a2) f(z,y) (3.10)

so entspricht ¢ der Randbedingung. Die Funktion f (z, ) in dieser Formel soll
zweimal differenzierbar sein, ist aber im ibrigen willkiirlich. Da es empfehlens-
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wert ist, die Symmetrie des Querschnitts zu beriicksichtigen, wéhlt man
f(@,y) =bo+by (@ +y?). (3.11)

Mit der Substitution von (3.10) und (3.11) in (2.19) folgt I;=1(b,,b,), worauf
die unbekannten Konstanten b, und b, bestimmt werden konnen mit Hilfe

der Gleichungen:

050,01 _ (i =0, (3.12)

Fir by, b,, k, und k, wurde in [5] abgeleitet:
by = —0,03264 G BJat,
b, = —0,02621 G B/ab,
k; = 1,678 (siehe (3.5)),
ky, = 1,777 (siehe (3.6)).

Zu bemerken ist, dass die in dieser Weise fiir k; und k, berechneten Werte in
bezug auf die exakten Werte um etwa 119, zu hoch, bzw. um etwa 49, zu
niedrig sind. Die Tatsache, dass die Torsionssteifigkeit unterschéitzt wird, ist,
wie schon frither bemerkt, ein allgemein bekanntes Kennzeichen von Nahe-
rungslosungen, die sich auf das Prinzip der komplementidren Energie stiitzen.

Es ist klar, dass die genannte Methode sehr arbeitsintensiv und fiir elek-
tronische Rechenmaschinen nicht einfach und zweckméssig programmierbar
ist. Im néachsten Kapitel wird ein Verfahren beschrieben, das sich fiir elek-
tronische Verarbeitung eignet.

4. Die Methode der finiten Elemente fiir Torsionsprobleme mit einfach zusammen-
hingendem Gebiet

Ebenso wie bei den im letzten Kapitel angegebenen Methoden, beruht die
Methode der finiten Elemente [1] auf Integralformeln, aus denen mittels
Variationsprinzipien die beschreibenden Differentialgleichungen folgen wiir-
den, wenn die zu variierenden Funktionen nicht weiter eingeschréankt werden.

In 3.3 wurde fiir den ganzen Querschnitt eine Funktion ¢ mit zwei Para-
metern genommen. In der Methode der finiten Elemente (kurz: Elementen-
methode) wird der Querschnitt eingeteilt in eine Anzahl von Teilen (Elemente
genannt) mit meist sehr einfacher Begrenzung, wie z. B. Dreiecke, Rechtecke
und Trapeze. Beschrinkt man sich zunichst auf die Beschreibung des Pro-
blems mit Hilfe der Funktion ¢, so wird fir jedes Element der Verlauf von ¢
im Inneren des Elementes als gegeben angenommen. Fiir das Element in
Fig. 4.1 kann fiir ¢ z. B. die Bedingung gestellt werden:

p=C;+Cr+cCc3Yy, (4.1)

wobei ¢;, ¢, und ¢; noch unbekannte Konstanten sind.



DIE METHODE DER FINITEN ELEMENTE VON TORSIONSPROBLEMEN 9

3 (x3,y3)
/4 G

Element k

2(x2,y2)

1 {x,,y)

Fig. 4.1. Beispiel eines Elementes.

xv

Werden auf diese Weise Voraussetzungen fiir jedes Element im beobachteten
Querschnitt getroffen, so ldsst sich /; einfach in einer Anzahl von Konstanten
ausdriicken. Der Satz: § I3=0 ist nicht ohne weiteres anwendbar, da ¢ beim
Variieren dieser Konstanten jedenfalls kontinuierlich sein soll. Durch Ansatz
(4.1) ist ¢ kontinuierlich im Innern des Elementes, wihrend die Kontinuitéit
von ¢ auf den Grenzen zwischen den Elementen garantiert ist, wenn man,
statt ¢, ¢, und ¢, fiir jedes Element, den Wert von ¢ in jedem Knotenpunkt
des Querschnitts als zu variierende Grosse betrachtet. Deshalb sollen fiir jedes
Element die Unbekannten c,, ¢, und ¢; im Wert von ¢ in den Knotenpunkten
des Elementes ausgedriickt werden.

Den Wert von ¢ in den Knotenpunkten 1, 2 und 3 des k-ten Elementes

(siehe Fig. 4.1) geben wir mit bzw. ¢, ¢, und ¢, an und definieren den Spalten-
vektor ¢* mit:

P1
P* = | @
P3|
Statt (4.1) ergibt sich fiir ¢ im Inneren des Elementes k:
P(@,Y) = 1 Py (2,9) + 9. B (%, Y) + @3 B3 (2, 9) - (4.3)
P, ist gegeben durch:
1
P = ~2~Z[(x2y3——x3y2)+(y2—y3)x+(x3—x2)y]. (4.4)

Dabei ist 4 die Oberfliche des betrachteten Elementes. P, und P; folgen aus
(4.4), indem man die Indizes zyklisch vertauscht.

Ist die Anzahl von Elementen gleich K, so kann man fiir I; nach (2.19)
schreiben:

K
I,= > Ik, (4.5)
k=1
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wobei fir I¥ gilt:

C(1[(0p\2 op\?
k— el 'S i I
e R ] oo
4
Mit ¢ nach (4.3) kann mittels (4.4) und (4.6) fir 7% abgeleitet werden:
If =4 " He g — @'k fx.

(Bemerkung: Transponierung einer Matrix oder eines Spaltenvektors A wird
mit A’ angegeben.)

Fur H* gilt:
1 ( 2+ (xz _x3)2
H¥ = (3/2 Ys

44 (Ys — Y1) + (xg — X3) (X3 — 24
(

Ys)

Ys) ) (

(Y2 —Y3) (Y1 —Ya) + (X2 — 25) (2, — 2,
(Ys— 1) (Y2 —¥Y3) + (5 — 1) (X2 —x3) (Y1~ Y2
(?/3—?/1)2+(x3_x1) (
(Y3 — Y1) (Y1 —Y2) + (@3 — 1) (3, —T5)  (

wahrend f* definiert ist durch:
fe=%24[11 1]. (4.9)

Mit 7% nach (4.7) kann I; aus (4.5) fir den ganzen Querschnitt bestimmt wer-
den. Wegen der Randbedingungen des Variationsproblems soll am Rande
gelten: ¢ (x,y) =0. Das bedeutet, dass fiir Knotenpunkte am Rande des Gebietes
@ gleich Null sein muss.

Betrachtet man die Werte von ¢ fiir alle Knotenpunkte im beobachteten
Gebiet als Komponenten eines Spaltenvektors @, so kann man fiir /; schreiben:

I, =10 H,®—'f, (4.10)

wobei die Matrix H; symmetrisch ist, also H;=H,. Auf ganz einfache Weise
konnen Hj; und f aus den Matrizen H* bzw. den Vektoren f* fiir alle Elemente
zusammengestellt werden.

Aus 8 I;=0 folgt fiir alle Variationen der Komponenten des Vektors @ ein
System linearer Gleichungen fiir diese Komponenten:

H,®={, (4.11)

woraus sich ableiten lasst:
® = Hilf. (4.12)

Der Ansatz (4.3) fiir ¢ im Inneren des Elementes ist linear in x und y. Die
Schubspannungen 7,, und 7,, in jedem Element sind deshalb konstant voraus-
gesetzt worden.

Aus (2.13) und (2.14) ergibt sich:

gt £ R e i |

2y
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Ausser den Schubspannungen ist meist auch die Torsionssteifigkeit interessant.
Mit (2.15) ergibt sich:
Ji= =2 YA 1 1)gH). (4.14)
G B =1
Die mit (4.14) berechnete Torsionssteifigkeit ist immer kleiner als oder ebenso
gross wie die exakte Torsionssteifigkeit des Querschnitts, da die angewandte
Niherungslosung auf dem Prinzip der minimalen komplementiren Energie
beruht. Man kann die gleiche Folgerung in bezug auf J; ziehen, wenn man
das Prinzip der minimalen potentiellen Energie fiir die Bestimmung von
Néherungslosungen der Seifenhautanalogie anwendet.
Haufig wird der Querschnitt ein- oder mehrfach symmetrisch sein. In Punk-
ten der Symmetrieachse wird die Komponente der Schubspannung dieser

Achse entlang gleich Null sein. Das heisst, auf dieser Achse gllt =0,
Wobel 5, die Differenzierung senkrecht zur Achse bedeutet. Im Kapltel 2 ist
dargelegt worden (siehe (2.17)), dass Bedingungen vom Typ d = f(x,y) a

Rande R beriicksichtigt werden konnen, wenn an (2.19) das leenmtegral
—§f (2, y) pds hinzugefiigt wird. Da auf einer Symmetrieachse f(x,y)=0 ist,
R

braucht man kein besonderes Glied an I; hinzuzufiigen, wenn man einen
geeigneten Teil des Querschnitts betrachtet. Fir Randpunkte, die auf einer
Symmetrieachse liegen, soll ¢ selbstverstindlich — im Gegensatz zur Situation
bei einer materiellen Randkurve — frei gelassen werden.

Im vorhergehenden wurde die Arbeitsweise der Elementenmethode mit
der Formel (2.19) fiir /;(¢) als Ausgangspunkt erklidrt. In vollig analoger
Weise kann man ausgehen von (2.17) fir 1, (¢,) oder (2.18) fiir I, (). Definiert
man, analog (4.2), die Spaltenvektoren ¢} und * und setzt man fiir ¢, bzw.
einen linearen Verlauf in jedem Element voraus, so ergibt sich fiir die mit
(4.7) tibereinstimmenden Formeln:

1 = Yoo H* of — " [§, (4.15)
I% = L' * Hk ok (4.16)
Die in (4.15) und (4.16) auftretende Matrix H¥ ist identisch mit (4.8).

Wenn die Werte von ¢, in allen Knotenpunkten des Querschnitts, ein-
schliesslich der Randpunkte, im Spaltenvektor @, geordnet werden, so gilt:

I, = 3O H Py — D fo. (4.17)
Das Glied @4 f, stammt von § (xn, —yn,)p,ds (siche (2.17)). Der Beitrag vom
R
Teil A B des Randes (siehe Fig. 4.2) zu @, f, ist gleich:

__l_x2+lvx2.+ X;%; y y2+lyy
[%@%J[_ixéﬁx’g_ R 1ol (4.18)
R ! 3 7 ,1 6?/1 3?/9 Gyiyg

Mit (4.18) kann f, berechnet werden.
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ya

(=]

$o,

A (xj,y;)

Fig. 4.2. Teil A B des Randes.

=y

Bilden die Werte von ¢ in allen Knotenpunkten im Inneren des Gebietes
den Spaltenvektor ¥, und werden die Werte von # in den Knotenpunkten
am Rande des Gebietes in den Spaltenvektor ¥, geordnet, so kann man fiir

I, schreiben:
H, H b4
I,=1i[¥'V¥, [ 2 2"” ] 4.19
2 2[ 0] H20 HOO 1}/0 ( )

Der Spaltenvektor ¥ in (4.19) kann variieren. Dadurch ergibt sich:
H,¥+H,, ¥, =0. (4.20)

Die Komponenten von ¥, werden von den Randbedingungen (2.4) bestimmt
und die Losung des Gleichungssystemes (4.20) folgt aus:

Y= _H;'H,¥,. (4.21)

Auch wenn das Problem mit ¢, oder ¢ formuliert wird, lassen sich die
Schubspannungen und die Torsionssteifigkeit in einfacher Weise bestimmen
und kann eine eventuelle Symmetrie des Querschnitts vorteilhaft berticksich-
tigt werden.

5. Einige Beispiele

5.1. Rechteckquerschnitt

Fiir St.-Venantsche Torsion von Stdben mit Rechteckquerschnitt sind in
[4] einige charakteristische Griossen gegeben worden als Funktion des Verhilt-
nisses b/a (siehe Fig. 5.1).

Durch das im vierten Kapitel dargestellte Verfahren fiir die Berechnung
von ¢ werden hier dieselbe Charakteristiken bestimmt. Infolge der Sym-
metrie des Querschnitts braucht man nur den in Fig. 5.1 schraffierten Teil in
Elemente einzuteilen. Das Muster der Einteilung in Elemente ist in Fig. 5.2
gezeichnet.
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Die Randbedingungen sind:
0 fur {x =a, 0=ysb,
qj —

y=b, 0=x=a. (5.1)

Als wohl am meisten interessante Charakteristiken wiahlen wir die zwei Fak-
toren k und k,, die entsprechend [4] definiert sind durch:

M =kGBat, (5.2)
Tomaz = K1 G Ba. . (5.3)
Ya |
A
] /
X b
X
2a a
Fig. 5.1. Rechteckquerschnitt. Fig. 5.2. Muster der Einteilung in Elemente.

In der Tabelle 5.1 sind fiir einige Verhdltnisse b/a die Werte von k¢ und £k,
nach [4] und die mit einer Einteilung in 450 Elemente berechneten Werte
gegeben worden. Dabei ist zu bemerken, dass k, mittels Extrapolation aus den
berechneten Resultaten bestimmt werden soll.

Tabelle 5.1. Rechteckquerschnitt

bla 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 3,0 4,0 5,0 10,0

k (El.meth.) 2,238 | 3,173 | 4,674 | 7,278 | 9,917 | 12,560 | 17,850 | 23,130 | 49,410
k (nach [4]) 2,248 | 3,187 | 4,704 | 7,328 | 9,960 | 12,624 | 17,984 | 23,280 | 49,920

k, (ElL.meth.) | 1,345 | 1,512 | 1,690 | 1,856 | 1,933 | 1,967 | 1,991 | 1,996 | 1,993
k, (nach [4]) | 1,350 | 1,518 | 1,696 | 1,860 | 1,936 | 1,970 | 1,994 | 1,998 | 2,000

Wie schon im dritten Kapitel vorhergesagt, ergibt sich aus dieser Tabelle,
dass die Werte von k£ nach der Elementenmethode kleiner sind als die exakten
Werte. Die Unterschitzung der Torsionssteifigkeit variiert von 0,49, fiir bja=1
bis 19, fiir b/a=10. Die Abweichung in der maximalen Schubspannung ist
weniger als 0,5%,. Durch Verfeinerung der Elementeneinteilung néhert man
sich besser der Realitdt. Wird z. B. fiir b/a =5 der in Fig. 5.1 schraffierte Teil
in 900 Elemente eingeteilt, so ergibt sich: k=23,230 und %, =1,996.
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Mit b/a =10 und ebenfalls 900 Elementen folgt: k=49,770 und k,=1,997,
wihrend mit 1800 Elementen k=49,870 und %, =1,999 berechnet wird.

9.2. Kreissektor als Querschnatt

Fiir einen Querschnitt wie in Fig. 5.3 gezeichnet, ist — fiir den schraffierten
Teil — die Elementenmethode fiir die Berechnung von ¢ angewandt.
Das Muster der Einteilung in Elemente ist in Fig. 5.4 gezeichnet.

Fig. 5.3. Kreissektor als Querschnitt. Fig. 5.4. Muster der Einteilung in Elemente.

Entsprechend [4] definieren wir:
M =kGBa*, (5.4)

{kl G Ba auf dem Kreisbogen,
Tma;t =

ky, G Ba auf dem geraden Rand. (5-5)

Besonders fiir grosse Werte von o (z. B. «> 7) lasst sich die maximale Schub-
spannung am geraden Rand mit dem gewéhlten Elementenmuster nicht ganz
genau berechnen, weil diese Spannungen mittels Extrapolation bestimmt
werden sollen.

In der Tabelle 5.2 sind die Resultate, berechnet mit einer Einteilung in 450
Elemente; mit den Resultaten nach [4] verglichen. Daraus ergibt sich eine
zufriedenstellende Ubereinstimmung.

Tabelle 5.2. Kreissektor als Querschnitt

a® m/4 73 |2 273 T 372 573 2
k (El.meth.) 0,0179 | 0,0345 | 0,0816 | 0,143 | 0,295 | 0,565 | 0,660 | 0,852
k (nach [4]) 0,0181 | 0,0349 | 0,0825 | 0,148 | 0,296 | 0,572 | 0,672 | 0,878
%, (El.meth.) 0,38 0,45 0,56 0,63 0,73 0,80 0,82 0,84
%, (nach [4]) — 0,452 — 0,622 | 0,719 | — — el
k, (El.meth.) 0,41 0,49 0,60 0,68 | 0,86 — — | =
k, (nach [4]) — 0,490 — 0652 | 0,849 | — | — | —
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5.3. Regelmdssiges Vieleck als Querschnitt

Im dritten Kapitel wurde untersucht, wie mehrere Néaherungsmethoden
angewandt werden konnen, falls der Querschnitt ein regelmissiges Vieleck ist
(siehe Fig. 3.1). Auch die Elementenmethode kann dabei sehr niitzlich sein.
Wird die Symmetrie optimal benutzt, so kann das Elementenmuster die in
Fig. 5.5 gezeichnete Form haben.

Yy

{a,atan Z-)

Fig. 5.5. Muster der Ein-
teilung in Elemente.

(a,0) X

Am Ende des zweiten Kapitels wurde bewiesen, dass die exakte Torsions-
steifigkeit begrenzt werden kann, wenn sowohl eine Berechnung zur Bestim-
mung von ¢, wie von ¢ ausgefithrt wird.

a) Die untere Grenze wird bestimmt mittels der Methode zur Berechnung
von ¢. Die Randbedingung lautet:

p=0 firx=a, Ogygatan%, (5.6)

wobei n die Anzahl der Eckpunkte ist.

b) Die obere Grenze wird bestimmt mittels der Methode zur Berechnung
von @,. Nur wenn der Ursprung des Koordinatensystemes mit dem Schnitt-
punkt der Symmetrieachsen zusammenfallt, gilt als Randbedingung ¢, =0 fiir
die Symmetrieachsen. Mit der Wahl des Koordinatensystemes nach Fig. 5.5
soll gefordert werden:

y=0,

po =0 fir 0<x=<a (5.7)

mw
= t ——
Yy xr ann

Das Vorhergehende soll anhand des regelmissigen Sechseckes demonstriert
werden. Dabei werden die Unter- und Obergrenze fiir k, (siehe (3.6)) ange-
geben mit k,, und k,, .

Wird der Teil in Fig. 5.5 in 324 Elemente aufgeteilt, so findet man:

ky, = 1,838,
k2b = 1,84:2.
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Fiir die exakte Torsionssteifigkeit &, gilt somit:

1,838 <k, <1,848.

Fiir eine Reihe von regelméssigen Polygonen mit variabler Anzahl von Eck-
punkten wurden die am meisten interessanten Charakteristiken berechnet. Es
ist vorteilhaft, dimensionslose Kenngrossen f* und 7%, zu definieren, die fiir
die Flexibilitdt bzw. die maximale Schubspannung massgebend sind:

f* = %ﬂa4_G_:8’ (5.8)
+% = 1.8 Tmax (5.9)
max 2 M

Aus den graphischen Darstellungen 5.1 und 5.2 sind die Resultate fiir /* und
T ae €rsichtlich. Zum Vergleich sind in diesen Darstellungen auch die ent-
sprechenden Werte fiir zwei Stdbe mit kreisformigem Querschnitt gegeben,

*

f 1
) Ink.
x

09 L—""] Umk.
x
08 /

0,7 r /
08 % Resultate mittels der |

Elementenmethode
0.5 x
0,4 S

ol |
0,2
o [

3456 8 w0 12 16 20 25 30

———-
n

Graphik 5.1. Vergleich der Flexibilitat.

max , !
x

0,9

0.8 —

014 ¥ i 1

0,6 x Resultate mittels der — —
Elementenmethode

0,5

0,4

0,3

0,1

3456 8 0 12 16 20 25 30
n

Graphik 5.2. Vergleich der maximalen Schubspannung.
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dessen Radius ebenso gross ist wie der Radius des Innenkreises R; bzw. des
Umbkreises R, des betrachteten Querschnitts. Es gilt:

R, = 2. (5.11)

Y cos”
n
6. Mehrfach zusammenhiingende Querschnitte
Ist der Querschnitt nicht einfach zusammenhéngend (siehe Fig. 6.1), so

konnen die in (2.1) bis einschliesslich (2.6) gegebenen Formulierungen nicht
beniitzt werden.

Fig. 6.1. Mehrfach zusammen-
hingender Querschnitt.

Mit den Buchstaben a, b und ¢ werden die Anderungen angegeben, die fiir
Querschnitte mit nur einem Loch in den Formulierungen a, b und ¢ des zweiten
Kapitels angebracht werden miissen. Die Erweiterung nach Querschnitten mit
mehreren Lochern bietet keine besonderen Probleme. .

a) 4, = 0 im Gebiet F, (6.1)
%?nﬁ = (grad ¢y) = yn,—2xn, auf R, und R;. (6.2)
b) 4y =0in F, (6.3)
Y =} (@®+y?) auf B, (6.4)
J =4 (@®+y?) + 0 auf R;. (6.5)

Dabei ist C; eine noch unbekannte Konstante, die bestimmt werden kann
nach der Bedingung:

fﬁj—jd& = 0. (6.6)

R;
O)A<p=—2inF, (6.7)
p=0 auf R, (6.8)

p =0, auf R;.
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Wenn die Oberfliche des Loches 4, ist, kann die unbekannte Konstante C,
bestimmt werden mittels der Bedingung:

dep 4
§%ds = —24,. (6.10)

Die Arbeitsweise mit Hilfe der Elementenmethode &ndert sich nicht fiir die
Formulierung a.

Die Anderungen in der Arbeitsweise fiir die Formulierungen b und ¢ werden
wir noch naher betrachten.

b) Mit der Elementenmethode kann i (z,y) bestimmt werden, wenn die
Randbedingungen explizit gegeben sind. Es berechnet sich:
Ay, = in F,
by (x,y) aus | Py = (@ +y?) auf R,,
hy = 5 (@2 +y?) auf R,
Ay =0 in F,
by (x,y) aus P = 3 (2*+y?) auf R,,
Py = % (x?+y?)+4,; auf R;.

jen)

Die gewiinschte Losung i ist eine lineare Kombination von ; und ,:

b =pi+qid, (6.11)

mit Unbekannten p und ¢, die bestimmt werden aus:
p+qg=1, ' (6.12)
3€ diy ds+qf£ iy ds =0. (6.13)

R;

¢) Die Arbeitsweise gestaltet sich analog zur Arbeitsweise fiir Formulierung
b und beruht gleichfalls auf Superposition.

Nachdem die verlangten Funktionen ¢ und ¢ berechnet worden sind, lassen
sich die Schubspannungen und die Torsionssteifigkeit bestimmen. Die Torsions-
steifigkeit fiir die Formulierung b bzw. ¢ berechnet sich aus den Formeln:

M= G/B[ J‘f(y?-}—x—)dxdy] (6.14)

M = GB(2fpdudy+2pn 41, (6.15)

wobei ¢ und die Konstante C, aus Gleichung (6.9) identisch sind.

Das grosste Bedenken gegen die vorgeschlagene Arbeitsweise besteht darin,
dass die Berechnungsgenauigkeit der Kreisintegrale entlang E; beschrinkt ist.
Die in dieser Weise fiir einen Querschnitt in der Form eines Kreisringes berech-
neten Resultate stimmen jedoch mit den exakten Werten sehr gut iiberein.
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Eine vollig andere Moglichkeit zur Berechnung der Torsionsgrossen fiir
mehrfach zusammenhédngende Querschnitte ergibt sich, wenn in der Methode
fiir einfach zusammenhéingende Querschnitte mit einem variablen Schubmodul
gerechnet wird. Ein Loch kann dann simuliert werden, wenn an der Stelle des
Loches der Schubmodul viel kleiner gesetzt wird als im iibrigen Querschnitt.

Mit den Buchstaben @, b und ¢ werden wir die Anderungen in den Gleichun-
gen fiir die Formulierung der Theorie mit bzw. ¢,, ¢ und ¢ angeben. Dabei
sind namentlich die Gleichungen fiir 7,, I, und I; von Bedeutung, weil die Ar-
beitsweise mittels der Methode der finiten Elemente sich darauf stiitzt.

a) Die Formeln fiir =, und r,, wihlen wir identisch mit (2.7) und (2.8),

damit die Schubspannungen den Kompatibilitétsanforderungen geniigen:
= Gﬁ(a% ) (6.16)
Ty = Gﬁ(—i’i’+x). (6.17)
oy

Aus der Gleichgewichtsbedingung folgen die Differentialgleichung und die
Randbedingung, die das Torsionsproblem voéllig beschreiben:

0 0@, 0 a%) ¢l o .
2 g% %o 1
E)x(G8x)+8y(G8y +x ] Yo =0 in F, (6.18)
d
% = (grad g,) = yn,—xn, auf R,, (6.19)

wobei F, die von R, umschlossene Oberfliche ist.
Wir definieren 7, (¢,) mit:

o[ (] iz o

und man kann einfach beweisen, dass fiir alle Variationen 6 ¢, gilt 6 [; =0, wenn
po die exakte Losung ist, also den Gleichungen (6.18) und (6.19) geniigt.
Die Torsionssteifigkeit kann bestimmt werden aus:

M = B”G[ y—a—+xaa(2°+x2+y2] dxdy. (6.21)

b) Man wihlt derartige Formeln fiir die Schubspannungen, dass im Inneren
der Randkurve R, das Gleichgewicht garantiert ist:

o= B0 -6), (6.22)
B(aw o ) (6.23)

G'* ist eine beliebige Konstante von gleicher Dimension wie G.
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Mit der Kompatibilitdtsbedingung ergibt sich die beschreibende Differen-
tialgleichung:

3x{G (aacy e )} ay{a (aif @* )}+2=0in F, (6.24)

wahrend die Randbedingung in ¢ durch das Gleichgewicht am Rande R,
bestimmt wird:

Gy =1G*(22+y?) auf R,. (6.25)
Wir definieren I, () mit:

= el (72 + (7)) [ eoleala )+ 2yllas) -2l awas o0

Wenn 3 I,=0 fiir alle zuléssigen Variationen 6y einer Funktion ¢ mit G =
$ G* (2% +y?) auf R, — also differenzierbare Variationen sind und die Bedingung
3¢=0 auf R, geniigen —, so ist diese Funktion ¢ die exakte Losung des Pro-
blems. Fiir die Berechnung der Torsionssteifigkeit soll die néchste Formel

benutzt werden:
. M:Q,BHGz/:dxdy—G*ﬁIp. (6.27)
F,

Zwar ist hinzuzufiigen, dass fiir diese Arbeitsweise Differenzierbarkeit von &
erforderlich ist.

¢) In Abweichung von (2.13) und (2.14) wird eine andere Spannungsfunk-
tion ¢ definiert, woraus die Schubspannungen 7, und 7,, folgendermassen
abgeleitet werden konnen:

0@ :
Tox = @, (6-28)
8
Toy —559—";’-. (6.29)

Die weitere Berechnung vollzieht sich analog mit der unter b).

Differentialgleichung:

0o (1o o (lo .
%(559)+6——(534’3)+23=0 in F,. (6.30)
Randbedingung: =0 auf R,. (6.31)

Definiert man 7 (¢) mit:

H {2 G [( ) (%)2] “2'8"’}‘“ ay. (6.32)

so gilt, dass 6 I;=0 fiir alle zulissigen Variationen 5¢ (mit 8¢ =0 auf R,) der
Funktion ¢, die die exakte Losung des Problems ist.
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Die Torsionssteifigkeit kann bestimmt werden durch:

M =28[fpdxdy. (6.33)
Fy

Sowohl die Formulierung a wie c¢ ist fiir mehrfach zusammenhéngende Quer-
schnitte sehr anwendungsfahig, da eine Diskontinuitét in G keine besondern
Probleme mit sich bringt.

Schliesslich geben wir einige Resultate fiir einen Kastentriger mit Quer-
schnitt nach Fig. 6.2.

Auf Grund der Symmetrie des Querschnitts braucht man nur den in Fig. 6.2
schraffierten Teil zu betrachten. Das gewéhlte Elementenmuster ist in Fig. 6.3
gezeichnet; die Anzahl der Elemente war insgesamt 700.

N NN\

yA

9992 —- . . . NS ._L_

{ 4.86

99.92
Abmessungen in mm

xv

Fig. 6.2. Beispiel eines Querschnitts. Fig. 6.3. Muster der Einteilung in Elemente.

-—=5

o 2 3 4 5 6 y
Fig. 6.4. Geraden durch die Wand. =150 10 = 0 ®

$olmm?]
Graphik 6.1. Verwolbung des Querschnitts.

Fiir dieses Problem wurde zunidchst die Arbeitsweise zur Berechnung von
@0 gewihlt. In einem physischen Modell charakterisiert ¢, die Verwolbung des
Querschnitts. In der Graphik 6.1 ist die Verwolbung fiir die in Fig. 6.4 ge-
zeichneten Geraden durch die Wand des Triigers entlang dieser Geraden ange-
geben. Der Verlauf der Schubspannung r,, iiber der Wand, ein wenig von der
Ecke entfernt, ist linear, wie deutlich aus der Darstellung 6.2 hervorgeht.
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Graphik 6.2. Verlauf der

-55 -50 -4 Schubspannungen.

g;g—z [mm]

Mit der Torsionstheorie nach Bredt, die sich auf die Hypothese stiitzt,
wonach die Schubspannung iiber die Wandstéidrke hinweg konstant ist, findet
man fiir die Torsionssteifigkeit:

M
B

wihrend mit der Methode der finiten Elemente (Formulierung mit ¢,)

= 4,175-10% [mm*],

AM
GB

= 4,284 -10% [mm?]

berechnet wird.
Eine weitere Berechnung der Torsionssteifigkeit mittels der Elementen-

methode mit bestimmender Grosse ¢ ermoglicht eine Einschrinkung von EMTB:

4,268-10% [mm?] §—é£ﬁ <4,284-10% [mm?].

Fiir den Querschnitt nach Fig. 6.2 ist die Torsionssteifigkeit nach Bredt also
um etwa 2,5%, zu niedrig.

7. Schlusshemerkungen

In dieser Arbeit wurde versucht zu zeigen, dass die Methode der finiten
Elemente fiir eine bestimmte Art von Problemen, nimlich Potentialprobleme,
bestens geeignet ist. Als Beispiel wurde die Torsionstheorie nach de St.-Venant
gewihlt, doch eignet sich die Methode auch z.B. zur Berechnung von Tem-
peraturverteilungen oder zur Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils in
Stromungsproblemen.

Es sei darauf hingewiesen, dass nicht alle Aspekte der Methode untersucht
wurden. Die Genauigkeit der Resultate in Abhéngigkeit vom Elementenmuster
und von der Anzahl ist kaum erwihnt. Es wire interessant, noch zu priifen,
ob iiber die Genauigkeit qualitative Entscheidungen gefillt werden kénnen.

Das Vorhergehende behandelt nur ein dreieckiges Element mit linearer
Verteilung der interessanten Funktion (¢, ¢ oder ¢) im Inneren des Elementes.
Bemerkt sei auch, dass es ohne Schwierigkeiten moglich ist, statt des linearen



DIE METHODE DER FINITEN ELEMENTE VON TORSIONSPROBLEMEN 23

Verlaufes fiir ¢,, ¢ oder ¢ einen quadratischen Verlauf anzunehmen. Mit dem
gleichen Elementenmuster und der gleichen Anzahl von Elementen sind beim
Element mit quadratischem Verlauf viel bessere Resultate zu erwarten als
mit dem verwendeten Element.

Bezeichnungen

Verdrehung des Querschnitts pro Léngeneinheit.

®o Verwolbungsfunktion.
P Spannungsfunktion.
P nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen an ¢, hinzu-
gefiigte Funktion.
T.>Tsy  Schubspannungen.
r, 9 Polarkoordinaten.
X, Y, 2 Kartesische Koordinaten.
¥ Querschnittsfliche.
G Schubmodul.
1,,1,, I, Integralformel in bzw. ¢,, ) und ¢.
e polares Flachentriagheitsmoment.
M Torsionsmoment.
R Rand des Gebietes F.
V potentielle Energie.
V= komplementidre Energie.
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Zusammenfassung

Die Methode der finiten Elemente ist fiir die numerische Losung von Poten-
tialgleichungen vorziiglich geeignet. Das Verfahren wird anhand verschiedener
Formulierungen der St.-Venantschen Torsionstheorie fiir prismatische Stibe
mit einfach und mehrfach zusammenhéngenden Querschnitten erlidutert. Die
Methode bietet die Moglichkeit, die Torsionssteifigkeit zwischen zwei Grenz-
werten einzuschliessen. Fiir einige klassische Beispiele werden die Resultate
mit den bei anderen Methoden berechneten Ergebnissen verglichen.

Summary

The finite element method is very suitable for the analytical solution of
potential equations. It is explained by several different formulations of the
St-Venant torsion theory of prismatic bars with simple or multiple connected
sections. The method offers the possibility to find two treshold values for the
torsional stiffness. For some classical examples the results are compared with
the solutions of other methods.

Résumé

La méthode des éléments finis convient trés bien & la solution numérique
des équations potentielles. Elle est illustrée au moyen de différentes formula-
tions de la théorie de torsion de St-Venant pour des barres prismatiques &
sections tubulaires simples ou multiples. La méthode offre la possibilité de
trouver deux valeurs limites pour la rigidité torsionnelle. Les résultats sont
comparés pour quelques exemples classiques avec ceux trouvés par d’autres
méthodes.
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