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Préface

A plusieurs reprises, nous nous sommes posés la question d’éditer nos
«Mémoires» sous la forme d’une série de volumes traitant chacun un théme
général déterminé. Nous y avons renoncé parce qu’il est nécessaire que les
nouvelles connaissances soient diffusées le plus rapidement possible. Comme
la créativité peut difficilement étre commandée, nous facilitons la qualité des
contributions en leur offrant une possibilité réguliére de publicité sans autres
contingences limitatives. Les dix contributions de ce volume 32/I1 confirment
la justesse de notre philosophie. Les thémes traités sont fort divers et cette
richesse contribue précisément a la qualité du volume. Que tous les auteurs
soient ici chaleureusement remerciés.

Une fois de plus, je me permets de faire appel & nos membres de langue
francaise pour qu’ils nous fassent parvenir des contributions. Nous souhai-
terions aussi que soient abordés les problémes d’exécution et de montage, tant
il est vrai qu’il y a interaction entre théorie et pratique.

Zurich, octobre 1972

Le Président de I’AIPC:

Prof. MAuRrIiCcE COSANDEY
Président de I’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne



Vorwort

Bereits mehrere Male haben wir uns mit der Frage befasst, die Abhand-
lungen in Form einer Serie herauszugeben, wovon jede ein allgemeines, be-
stimmtes Thema behandeln soll. Davon haben wir uns abgewandt, und zwar
weil es notwendig ist, die neuesten Erkenntnisse jeweils so rasch als mdglich
zu verbreiten. Da die schopferische Leistung nur schwer bestimmbar ist, er-
leichtern wir die Abfassung der Beitrdge insofern, als wir die Mdglichkeit einer
regelméssigen Verdffentlichung ohne irgendwelche Einschrankungen anbieten.
Die zehn Beitrige dieses Bandes bestédtigen die Richtigkeit unserer Denkungs-
art. Die behandelten Themen sind sehr unterschiedlich, und gerade diese Viel-
falt ist es, die zum Wert des Bandes beitrdgt. An dieser Stelle méchten wir
allen Autoren herzlich danken.

Ich gestatte mir noch einmal, an alle Mitglieder franzosischer Sprache den
Aufruf zur Einreichung von Beitrdgen zu richten. Wir wiirden es sehr be-
gritssen, wenn auch die Probleme der Ausfithrung und Montage erdrtert wiir-
den, um so mehr als Theorie und Praxis in Wechselwirkung stehen.

Ziirich, Oktober 1972

Der Prasident der IVBH :

Prof. MAURICE COSANDEY

Priasident der Eidgenossischen Technischen Hochschule Lausanne



Preface

Several times, we have considered to issue our ‘‘Publications’ in form of a
serie of volumes, each of them treating a general determined theme. However,
we have thrown it up, because it is necessary that new experiences and
knowledge are diffused as quickly as possible. As creativeness can hardly be
dictated, we are facilitating the quality of the contributions by offering a
regular possibility of publicity, without any other limiting contingencies. The
ten reports of this volume 32/11 confirm the justness of our philosophy. The
themes treated are very different and this richness precisely contributes to the
quality of the volume. On this occasion, we should like to thank all authors
vividly for their collaboration.

Once more, may I ask all French speaking members to provide some contri-
butions. We would very much appreciate if themes on execution and assembly
would be taken up all, the more as there is an interaction between theory
and practice.

Zurich, October 1972

The President of TABSE:

Prof. MauricE COSANDEY

President of the Swiss Federal Institute of Technology, Lausanne
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Die Methode der finiten Elemente fiir die Lésung von Torsionsproblemen
The Finite Element Method vn Torsion Analysis

La méthode des éléments finis pour la solution de problémes de torsion

W. A. M. BREKELMANS J. D. JANSSEN
Ing. Prof. Dr. Ing.
Laboratorium fiur Technische Mechanik, Technische Hochschule Eindhoven NL

1. Einleitung

Die Methode der finiten Elemente [2] hat sich fiir die numerische Analyse
von Festigkeits- und Steifigkeitsproblemen als sehr verwendungsfiahiges Hilfs-
mittel erwiesen. Ausserdem ist das nach dieser Methode angewandte Verfahren
geeignet, bestimmte Arten partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung
einer numerischen Losung zuzufiihren. KEs ist somit eine mathematische
Arbeitsweise, die unter bestimmten Umstinden mit der Differenzmethode
identisch ist, aber — zumindest einstweilen — grissere Anwendungsméglich-
keiten bietet [1, 2].

Nachstehend wird das Verfahren anhand der St.-Venantschen Torsions-
theorie fiir prismatische Stibe erlautert.

Dabei werden drei verschiedene Formulierungen dieser Theorie, die sich
zum Entwurf von Ndherungsmethoden eignen, betrachtet und die spezifischen
Einzelheiten jeder einzelnen Methodik angegeben. Diese Naherungsmethoden
bieten die Moglichkeit, die Torsionssteifigkeit zwischen zwei Grenzwerten ein-
zuschliessen. Sie werden durch einige Beispiele erldutert und mit anderen
Methoden verglichen.

2. Cie Differentialgleichungen und die Randbedingungen

Wir betrachten einen prismatischen Stab, dessen Querschnitt in Fig. 2.1
gezeichnet ist. Das Koordinatensystem wurde so gewihlt, dass die z-Achse
parallel zur Stabachse verlduft.

Der Stab wird in den Endquerschnitten mit einem Torsionsmoment M
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belastet, derart, dass die Torsionstheorie nach de St.-Venant anzuwenden ist.
Dies bedeutet, dass alle Spannungen, mit Ausnahme von 7, und ,, (Fig. 2.1),
gleich Null sind.

DasTorsionsproblem kann in mehrfacher Weise formuliert werden [4, 7]. Setzt
man voraus, dass das Material homogen und isotrop ist mit Schubmodul ¢

17

ﬂ(nx 1 ny)

Fig. 2.1. Querschnitt eines Stabes.

und die Drillung B konstant ist und beschrankt man sich vorldufig auf Quer-
schnitte ohne Locher, so sind die mit a, b und ¢ angegebenen Formulierungen
moglich:

a) Aey =0, (2.1)
Randbedingung: % = (gradgy) = yn,—2xn,. (2.2)
b) 44 =0, (2.3)
Randbedingung: ¢ = 1 (2% +»?). (2.4)
c) do = -2, (2.5)
Randbedingung: ¢ = 0. (2.6)

Fiir die Schubspannungen 7,, und 7,, und das Torsionsmoment M gilt in

den einzelnen Fillen:

zY

a) 7, = Gﬁ(a""’ ) (2.7)
= G,B( 3y +x) (2.8)
el e
b) zx=GB( Z ) (2.10)
Toy = —GB(%—%—x), (2.11)

M =GB[2][fdxdy—1,]. (2.12)
F
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o@
e) T, =GB, 2.13
) 7 = OB, (2.13)
2
Ty = —G,B—a%’, (2.14)
M =2GB([pdzdy. (2.15)
F

Darin bedeutet F die Querschnittsfliche und 7, das polare Flichentrig-
heitsmoment:
I, =([(x*+y%)dxdy. : (2.16)
F

Statt der gegebenen partiellen Differentialgleichungen mit Randbedingun-
gen kann man fiir die Beschreibung des Problems auch von der Behauptung
ausgehen, dass die Integralformeln (2.17), (2.18) und (2.19) stationdr sind fiir
bestimmte Variationen der gesuchten Funktionen ¢,, y und ¢.

1 (®o) fJ‘ {(8%) (%Zo)z}dxdy—l—g(xny—ynx)cpods. (2.17)

R =ff allex) =) Jree 215
”{ [(fm)z (—(;)2]_2(P}dxdy‘ (2.19)

Auf Grund bekannter Sitze der Variationsrechnung folgt alsdann eine

alternative Formulierung fiir die Gleichungen (2.1) ... (2.6):
a) 6 I,=0 fur alle 3 ¢,. (2.20)
b) 8 I,=0 fiir alle 8¢ mit der Beschrinkung

J = 1 (22 +4?) auf dem Rand des Gebietes F. (2.21)
¢) 8 I;=0 fiir alle 6 ¢ mit ¢ =0 auf dem Rand. (2.22)

Interessant ist, dass die Bedingungen (2.20) und (2.22) unmittelbar abge-
leitet werden konnen, wenn man von der potentiellen Energie V bzw. der
komplementéiren Energie V* fiir einen durch Torsion beanspruchten Stab mit
Linge 1 ausgeht und Minimalprinzipien fiir diese Formeln verwendet [3,4].

Fir V und V* gilt:

r-son (] iz e (e facen e

V*:laﬁzﬂ{( ) ( )}dxdy 26 2] pdudy. (2.24)
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Hieraus kann einfach abgeleitet werden:
V =G, +3Gp*1,-B M, (2.25)
V*=Gp21,. (2.26)
Mit dem Prinzip der minimalen potentiellen Energie ergibt sich:
0l,=0 (2.27)
unter der dynamischen Randbedingung:
GB(2I,+1,)=M. (2.28)

Es ist nachweisbar, dass diese Formel fiir M mit (2.9) ibereinstimmt. Aus dem
Variationsprinzip der komplementéren Energie folgt:

§1;=0. (2.29)

Das Vorangehende impliziert, dass fiir ein gegebenes Torsionsmoment der mit
einer Niherung fiir ¢, aus (2.20) berechnete Wert von B nicht grdsser sein
kann als der exakte Wert. Der Wert von B, der mit (2.22) berechnet werden
kann, wenn fiir ¢ eine Naherungsfunktion genommen wird, ist immer grosser als
oder ebenso gross wie der exakte Wert. Auf diese Weise lasst sich der wirkliche
Torsionswiderstand zwischen einer oberen und einer unteren Schranke ein-
grenzen, die entsprechend den Niherungsansitzen beliebig nahe aneinander-
ricken konnen.

3. Niherungslosungen

3.1. Einleitung

Nur fiir verhéltnisméssig wenige Querschnittsformen lidsst sich die exakte
Losung des Torsionsproblems bestimmen [4,7]. Manchmal ist es fiir die
Losung notwendig, unendliche Reihen zu verwenden, wobei die Erzielung
numerischer Resultate umfassende Rechenarbeit erfordert.

Fiir diinnwandige Stabe sind Naherungsmethoden bekannt, die sich, wenn
es sich um Stédbe mit offenem Profil handelt, auf die Losung fiir schmale
Rechteckquerschnitte stiitzen, und die fiir Stibe mit geschlossenem Profil von
der Hypothese ausgehen, dass die Schubspannungen iiber die Wandstarke
hinweg konstant sind. Bisher ist es nicht gelungen, das Anwendungsgebiet
dieser Naherungslosungen genau zu begrenzen.

Manchmal kénnen mit Losungen der Differentialgleichung und einer Um-
kehrmethode Naherungslosungen konstruiert werden. Fiir jede lineare Kombina-
tion derartiger Losungen ist die Randkurve bestimmbar, wobei die Rand-
bedingungen erfillt sind. Gerade diese Kombination ist anzustreben, wobei
die wirkliche Randkurve bestens genéhert wird.

Wir werden diese Methodik anhand eines Stabes erliutern, dessen Quer-
schnitt von einem regelmissigen Polygon begrenzt wird. Fiir das angegebene
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Verfahren eignet sich am besten die dritte Formulierung des Torsionsproblems
(Formel (2.5) und (2.6)).

Ausserdem koénnen mit den Variationsprinzipien Néherungslosungen kon-
struiert werden. Dieses Verfahren, im allgemeinen als Methode Ritz bekannt,
werden wir, ebenfalls in der Formulierung (2.5) und (2.6), fiir das gleiche
Beispiel anwenden.

Die Differenzmethode erméglicht eine numerische Losung der Differential-
gleichung.

Das nichste Kapitel behandelt die Methode der finiten Elemente, eine
Methode, die als Spezialfall der Methode Ritz betrachtet werden kann.

3.2. Umkehrmethode mit Beisprel

Wird der Querschnitt eines durch Torsion beanspruchten prismatischen
Stabes von einem regelméssigen Polygon mit n-Eckpunkten (Fig. 3.1) begrenzt,
so ergibt sich fiir die Losung ¢ der Differentialgleichung (2.5) mit der Rand-
bedingung (2.6):

(P=“%7"2+00+§ C,r"? cos(np?). (3.1)
p=1

Dabei sind » und ¢ die in Fig. 3.1 angegebenen Polarkoordinaten.

yA
1 Rand des
- 2/ Polygones
J
r 3
B 7 _
K 3 X
Fig. 3.1. Regelmaissiges Po- /
lygon mit n-Eckpunkten.
Q
Das Torsionsproblem ist gelost, wenn die Konstanten C,,C,,... derartig

bestimmt werden konnen, dass fir 0<d==/n die Randbedingung ¢=0
erfiillt ist.

Ein Verfahren, das auch in der Praxis anwendbar ist, erhdlt man, wenn
‘man nur die ersten j-Glieder der Reihe in (3.1) betrachtet und fiir die Berech-
nung der Konstanten (Cy,C,,...C;), j+ 1 Bedingungen formuliert.

Fiir den Fall j=2 wird das Problem weiter ausgearbeitet. Zur Ableitung
der Gleichungen fiir ), C; und C, kénnen viele Kriterien angewandt werden.
Nachstehend folgen zwei Beispiele, nimlich:
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a) (r =a, =0,
a ™
r = g’ 19:@7’1,’
¢ =0 fir 4 COS 0 (3.2)
a ™
r = , O =—.
COs — "
b)e =0
e _,
dy =~} fir x=a, y=0 (siche Abb. 3.1). (3.3)
d? e
=" |

In jedem Kriterium sind selbstverstdndlich drei Forderungen zur Bestim-
mung von C,, C; und C, gestellt worden.

Wenn daraus ¢ bestimmt worden ist, kann nachtréiglich die Randkurve
angegeben werden, fiir welche diese Losung exakt ist. Im allgemeinen wird
diese Kurve dargestellt durch (siehe Fig. 3.1):

o a
cos

r (%)

[1+5(3)] (0<d<n/n). (3.4)

Dabei ist £38(ﬂ) die Abweichung der erwiinschten Kurve. Vergleicht man

|8] mit 1, so ldsst sich ein qualitativer Eindruck vom Wert der Naherungs-
16sung gewinnen.

Fiir die maximale Schubspannung und die Torsionssteifigkeit kann man
dann schreiben:

M
Tmaxr = mﬁ’ (35)
G—ﬂfﬁ = kyat. (3.6)

Die dimensionslosen Grossen k, und k, werden als Vergleichsmassstab ange-
wendet.

Wird das genannte Verfahren auf einen Stab mit einem Querschnitt von
der Form eines gleichseitigen Dreiecks angewandt und werden dabei die Kri-
terien (3.2) oder (3.3) gebraucht, so erhdlt man fiir ¢ das exakte Resultat:

1, 2 3
p = —5r+5a2——cos(39). (3.7)
Fiir einen Stab von regelméssigem viereckigem Querschnitt kann anhand von
(3.2) berechnet werden:

1 4 -8
¢ = —572+0,5903 0% 0,0928;‘2 cos4 9+ 0,00246% cos 8. (3.8)
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Dieses Resultat ist nicht exakt, jedoch ldsst sich beweisen, dass [8] < 0,008,

wéhrend 7,,, um etwa 19, zu niedrig und é‘% um etwa 1%, zu hoch berechnet

werden.

Fiir einen Stab mit einem Querschnitt in Form eines regelmissigen sechs-
eckigen Polygons sind die mit (3.2) und (3.3) berechneten Resultate in der
Tabelle 3.1 gegeben.

Die Resultate, die man mit den Kriterien (3.2) erhilt, entsprechen den
Resultaten in [6].

Tabelle 3.1. Sechseckiges Polygon

OO 01 02 lalmax ’ kl k2
|
Kriterien (3.2) 0,5412 —0,0447 0,0035 0,01 1,511 1,853
Kriterien (3.3) 0,5373 ~0,0385 0,0012 0,05 1,497 1,821

3.3. Methode Ritz mit Beispiel

Die Energie I, nach (2.19), die in direktem Zusammenhang mit der komple-
mentidren Energie V* nach (2.24) steht, eignet sich fiir das Entwerfen von
Naherungsmethoden. Die in (2.19) einzusetzende Funktion ¢ wird aus einer
Sammlung von Funktionen gewihlt, die alle einige unbestimmte Konstanten
enthalten. Die Auswahl der Konstanten ist am giinstigsten, wenn die Energie
I, fiir alle zuldssigen Variationen dieser Konstanten stationir ist.

Da im Prinzip der minimalen komplementéren Energie im Variationspro-
zess die Gleichgewichtsforderungen erfiillt sein miissen, muss ¢ Wwenigstens
zweimal differenzierbar sein. Ferner muss infolge der Bedingung (2.6) an
der Randkurve des Querschnitts ¢ =0 gelten. In [4] wird diese Methode u. a.
auf einen vierkantigen Stab angewandt. Nimmt man an, dass

@ = by (¥*—a?) (y*—a?) (3.9)

so resultiert (2.22) in einer linearen Gleichung fiir b,. Hierbei stellt sich heraus,
dass die Torsionssteifigkeit um 1,39, zu niedrig ist. Nimmt man zwei Kon-
stanten und beriicksichtigt dabei die Symmetrie des Querschnitts, so kann
man sich dadurch der richtigen Torsionssteifigkeit bis auf 0,159, nihern. Die
berechnete maximale Schubspannung weicht dann aber noch um etwa 49
vom korrekten Wert ab.

Fiir einen Querschnitt mit einem regelméssigen Sechseck als Randkurve
kann man nach einem analogen Verfahren vorgehen. Setzt man z. B.

@ = (22—a?) (22 +3y2—22y V3 —40a?) (2 + 392+ 22y V3—40a2) f(z,y) (3.10)

so entspricht ¢ der Randbedingung. Die Funktion f (z, ) in dieser Formel soll
zweimal differenzierbar sein, ist aber im ibrigen willkiirlich. Da es empfehlens-
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wert ist, die Symmetrie des Querschnitts zu beriicksichtigen, wéhlt man
f(@,y) =bo+by (@ +y?). (3.11)

Mit der Substitution von (3.10) und (3.11) in (2.19) folgt I;=1(b,,b,), worauf
die unbekannten Konstanten b, und b, bestimmt werden konnen mit Hilfe

der Gleichungen:

050,01 _ (i =0, (3.12)

Fir by, b,, k, und k, wurde in [5] abgeleitet:
by = —0,03264 G BJat,
b, = —0,02621 G B/ab,
k; = 1,678 (siehe (3.5)),
ky, = 1,777 (siehe (3.6)).

Zu bemerken ist, dass die in dieser Weise fiir k; und k, berechneten Werte in
bezug auf die exakten Werte um etwa 119, zu hoch, bzw. um etwa 49, zu
niedrig sind. Die Tatsache, dass die Torsionssteifigkeit unterschéitzt wird, ist,
wie schon frither bemerkt, ein allgemein bekanntes Kennzeichen von Nahe-
rungslosungen, die sich auf das Prinzip der komplementidren Energie stiitzen.

Es ist klar, dass die genannte Methode sehr arbeitsintensiv und fiir elek-
tronische Rechenmaschinen nicht einfach und zweckméssig programmierbar
ist. Im néachsten Kapitel wird ein Verfahren beschrieben, das sich fiir elek-
tronische Verarbeitung eignet.

4. Die Methode der finiten Elemente fiir Torsionsprobleme mit einfach zusammen-
hingendem Gebiet

Ebenso wie bei den im letzten Kapitel angegebenen Methoden, beruht die
Methode der finiten Elemente [1] auf Integralformeln, aus denen mittels
Variationsprinzipien die beschreibenden Differentialgleichungen folgen wiir-
den, wenn die zu variierenden Funktionen nicht weiter eingeschréankt werden.

In 3.3 wurde fiir den ganzen Querschnitt eine Funktion ¢ mit zwei Para-
metern genommen. In der Methode der finiten Elemente (kurz: Elementen-
methode) wird der Querschnitt eingeteilt in eine Anzahl von Teilen (Elemente
genannt) mit meist sehr einfacher Begrenzung, wie z. B. Dreiecke, Rechtecke
und Trapeze. Beschrinkt man sich zunichst auf die Beschreibung des Pro-
blems mit Hilfe der Funktion ¢, so wird fir jedes Element der Verlauf von ¢
im Inneren des Elementes als gegeben angenommen. Fiir das Element in
Fig. 4.1 kann fiir ¢ z. B. die Bedingung gestellt werden:

p=C;+Cr+cCc3Yy, (4.1)

wobei ¢;, ¢, und ¢; noch unbekannte Konstanten sind.
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3 (x3,y3)
/4 G

Element k

2(x2,y2)

1 {x,,y)

Fig. 4.1. Beispiel eines Elementes.

xv

Werden auf diese Weise Voraussetzungen fiir jedes Element im beobachteten
Querschnitt getroffen, so ldsst sich /; einfach in einer Anzahl von Konstanten
ausdriicken. Der Satz: § I3=0 ist nicht ohne weiteres anwendbar, da ¢ beim
Variieren dieser Konstanten jedenfalls kontinuierlich sein soll. Durch Ansatz
(4.1) ist ¢ kontinuierlich im Innern des Elementes, wihrend die Kontinuitéit
von ¢ auf den Grenzen zwischen den Elementen garantiert ist, wenn man,
statt ¢, ¢, und ¢, fiir jedes Element, den Wert von ¢ in jedem Knotenpunkt
des Querschnitts als zu variierende Grosse betrachtet. Deshalb sollen fiir jedes
Element die Unbekannten c,, ¢, und ¢; im Wert von ¢ in den Knotenpunkten
des Elementes ausgedriickt werden.

Den Wert von ¢ in den Knotenpunkten 1, 2 und 3 des k-ten Elementes

(siehe Fig. 4.1) geben wir mit bzw. ¢, ¢, und ¢, an und definieren den Spalten-
vektor ¢* mit:

P1
P* = | @
P3|
Statt (4.1) ergibt sich fiir ¢ im Inneren des Elementes k:
P(@,Y) = 1 Py (2,9) + 9. B (%, Y) + @3 B3 (2, 9) - (4.3)
P, ist gegeben durch:
1
P = ~2~Z[(x2y3——x3y2)+(y2—y3)x+(x3—x2)y]. (4.4)

Dabei ist 4 die Oberfliche des betrachteten Elementes. P, und P; folgen aus
(4.4), indem man die Indizes zyklisch vertauscht.

Ist die Anzahl von Elementen gleich K, so kann man fiir I; nach (2.19)
schreiben:

K
I,= > Ik, (4.5)
k=1
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wobei fir I¥ gilt:

C(1[(0p\2 op\?
k— el 'S i I
e R ] oo
4
Mit ¢ nach (4.3) kann mittels (4.4) und (4.6) fir 7% abgeleitet werden:
If =4 " He g — @'k fx.

(Bemerkung: Transponierung einer Matrix oder eines Spaltenvektors A wird
mit A’ angegeben.)

Fur H* gilt:
1 ( 2+ (xz _x3)2
H¥ = (3/2 Ys

44 (Ys — Y1) + (xg — X3) (X3 — 24
(

Ys)

Ys) ) (

(Y2 —Y3) (Y1 —Ya) + (X2 — 25) (2, — 2,
(Ys— 1) (Y2 —¥Y3) + (5 — 1) (X2 —x3) (Y1~ Y2
(?/3—?/1)2+(x3_x1) (
(Y3 — Y1) (Y1 —Y2) + (@3 — 1) (3, —T5)  (

wahrend f* definiert ist durch:
fe=%24[11 1]. (4.9)

Mit 7% nach (4.7) kann I; aus (4.5) fir den ganzen Querschnitt bestimmt wer-
den. Wegen der Randbedingungen des Variationsproblems soll am Rande
gelten: ¢ (x,y) =0. Das bedeutet, dass fiir Knotenpunkte am Rande des Gebietes
@ gleich Null sein muss.

Betrachtet man die Werte von ¢ fiir alle Knotenpunkte im beobachteten
Gebiet als Komponenten eines Spaltenvektors @, so kann man fiir /; schreiben:

I, =10 H,®—'f, (4.10)

wobei die Matrix H; symmetrisch ist, also H;=H,. Auf ganz einfache Weise
konnen Hj; und f aus den Matrizen H* bzw. den Vektoren f* fiir alle Elemente
zusammengestellt werden.

Aus 8 I;=0 folgt fiir alle Variationen der Komponenten des Vektors @ ein
System linearer Gleichungen fiir diese Komponenten:

H,®={, (4.11)

woraus sich ableiten lasst:
® = Hilf. (4.12)

Der Ansatz (4.3) fiir ¢ im Inneren des Elementes ist linear in x und y. Die
Schubspannungen 7,, und 7,, in jedem Element sind deshalb konstant voraus-
gesetzt worden.

Aus (2.13) und (2.14) ergibt sich:

gt £ R e i |

2y
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Ausser den Schubspannungen ist meist auch die Torsionssteifigkeit interessant.
Mit (2.15) ergibt sich:
Ji= =2 YA 1 1)gH). (4.14)
G B =1
Die mit (4.14) berechnete Torsionssteifigkeit ist immer kleiner als oder ebenso
gross wie die exakte Torsionssteifigkeit des Querschnitts, da die angewandte
Niherungslosung auf dem Prinzip der minimalen komplementiren Energie
beruht. Man kann die gleiche Folgerung in bezug auf J; ziehen, wenn man
das Prinzip der minimalen potentiellen Energie fiir die Bestimmung von
Néherungslosungen der Seifenhautanalogie anwendet.
Haufig wird der Querschnitt ein- oder mehrfach symmetrisch sein. In Punk-
ten der Symmetrieachse wird die Komponente der Schubspannung dieser

Achse entlang gleich Null sein. Das heisst, auf dieser Achse gllt =0,
Wobel 5, die Differenzierung senkrecht zur Achse bedeutet. Im Kapltel 2 ist
dargelegt worden (siehe (2.17)), dass Bedingungen vom Typ d = f(x,y) a

Rande R beriicksichtigt werden konnen, wenn an (2.19) das leenmtegral
—§f (2, y) pds hinzugefiigt wird. Da auf einer Symmetrieachse f(x,y)=0 ist,
R

braucht man kein besonderes Glied an I; hinzuzufiigen, wenn man einen
geeigneten Teil des Querschnitts betrachtet. Fir Randpunkte, die auf einer
Symmetrieachse liegen, soll ¢ selbstverstindlich — im Gegensatz zur Situation
bei einer materiellen Randkurve — frei gelassen werden.

Im vorhergehenden wurde die Arbeitsweise der Elementenmethode mit
der Formel (2.19) fiir /;(¢) als Ausgangspunkt erklidrt. In vollig analoger
Weise kann man ausgehen von (2.17) fir 1, (¢,) oder (2.18) fiir I, (). Definiert
man, analog (4.2), die Spaltenvektoren ¢} und * und setzt man fiir ¢, bzw.
einen linearen Verlauf in jedem Element voraus, so ergibt sich fiir die mit
(4.7) tibereinstimmenden Formeln:

1 = Yoo H* of — " [§, (4.15)
I% = L' * Hk ok (4.16)
Die in (4.15) und (4.16) auftretende Matrix H¥ ist identisch mit (4.8).

Wenn die Werte von ¢, in allen Knotenpunkten des Querschnitts, ein-
schliesslich der Randpunkte, im Spaltenvektor @, geordnet werden, so gilt:

I, = 3O H Py — D fo. (4.17)
Das Glied @4 f, stammt von § (xn, —yn,)p,ds (siche (2.17)). Der Beitrag vom
R
Teil A B des Randes (siehe Fig. 4.2) zu @, f, ist gleich:

__l_x2+lvx2.+ X;%; y y2+lyy
[%@%J[_ixéﬁx’g_ R 1ol (4.18)
R ! 3 7 ,1 6?/1 3?/9 Gyiyg

Mit (4.18) kann f, berechnet werden.
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ya

(=]

$o,

A (xj,y;)

Fig. 4.2. Teil A B des Randes.

=y

Bilden die Werte von ¢ in allen Knotenpunkten im Inneren des Gebietes
den Spaltenvektor ¥, und werden die Werte von # in den Knotenpunkten
am Rande des Gebietes in den Spaltenvektor ¥, geordnet, so kann man fiir

I, schreiben:
H, H b4
I,=1i[¥'V¥, [ 2 2"” ] 4.19
2 2[ 0] H20 HOO 1}/0 ( )

Der Spaltenvektor ¥ in (4.19) kann variieren. Dadurch ergibt sich:
H,¥+H,, ¥, =0. (4.20)

Die Komponenten von ¥, werden von den Randbedingungen (2.4) bestimmt
und die Losung des Gleichungssystemes (4.20) folgt aus:

Y= _H;'H,¥,. (4.21)

Auch wenn das Problem mit ¢, oder ¢ formuliert wird, lassen sich die
Schubspannungen und die Torsionssteifigkeit in einfacher Weise bestimmen
und kann eine eventuelle Symmetrie des Querschnitts vorteilhaft berticksich-
tigt werden.

5. Einige Beispiele

5.1. Rechteckquerschnitt

Fiir St.-Venantsche Torsion von Stdben mit Rechteckquerschnitt sind in
[4] einige charakteristische Griossen gegeben worden als Funktion des Verhilt-
nisses b/a (siehe Fig. 5.1).

Durch das im vierten Kapitel dargestellte Verfahren fiir die Berechnung
von ¢ werden hier dieselbe Charakteristiken bestimmt. Infolge der Sym-
metrie des Querschnitts braucht man nur den in Fig. 5.1 schraffierten Teil in
Elemente einzuteilen. Das Muster der Einteilung in Elemente ist in Fig. 5.2
gezeichnet.
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Die Randbedingungen sind:
0 fur {x =a, 0=ysb,
qj —

y=b, 0=x=a. (5.1)

Als wohl am meisten interessante Charakteristiken wiahlen wir die zwei Fak-
toren k und k,, die entsprechend [4] definiert sind durch:

M =kGBat, (5.2)
Tomaz = K1 G Ba. . (5.3)
Ya |
A
] /
X b
X
2a a
Fig. 5.1. Rechteckquerschnitt. Fig. 5.2. Muster der Einteilung in Elemente.

In der Tabelle 5.1 sind fiir einige Verhdltnisse b/a die Werte von k¢ und £k,
nach [4] und die mit einer Einteilung in 450 Elemente berechneten Werte
gegeben worden. Dabei ist zu bemerken, dass k, mittels Extrapolation aus den
berechneten Resultaten bestimmt werden soll.

Tabelle 5.1. Rechteckquerschnitt

bla 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 3,0 4,0 5,0 10,0

k (El.meth.) 2,238 | 3,173 | 4,674 | 7,278 | 9,917 | 12,560 | 17,850 | 23,130 | 49,410
k (nach [4]) 2,248 | 3,187 | 4,704 | 7,328 | 9,960 | 12,624 | 17,984 | 23,280 | 49,920

k, (ElL.meth.) | 1,345 | 1,512 | 1,690 | 1,856 | 1,933 | 1,967 | 1,991 | 1,996 | 1,993
k, (nach [4]) | 1,350 | 1,518 | 1,696 | 1,860 | 1,936 | 1,970 | 1,994 | 1,998 | 2,000

Wie schon im dritten Kapitel vorhergesagt, ergibt sich aus dieser Tabelle,
dass die Werte von k£ nach der Elementenmethode kleiner sind als die exakten
Werte. Die Unterschitzung der Torsionssteifigkeit variiert von 0,49, fiir bja=1
bis 19, fiir b/a=10. Die Abweichung in der maximalen Schubspannung ist
weniger als 0,5%,. Durch Verfeinerung der Elementeneinteilung néhert man
sich besser der Realitdt. Wird z. B. fiir b/a =5 der in Fig. 5.1 schraffierte Teil
in 900 Elemente eingeteilt, so ergibt sich: k=23,230 und %, =1,996.
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Mit b/a =10 und ebenfalls 900 Elementen folgt: k=49,770 und k,=1,997,
wihrend mit 1800 Elementen k=49,870 und %, =1,999 berechnet wird.

9.2. Kreissektor als Querschnatt

Fiir einen Querschnitt wie in Fig. 5.3 gezeichnet, ist — fiir den schraffierten
Teil — die Elementenmethode fiir die Berechnung von ¢ angewandt.
Das Muster der Einteilung in Elemente ist in Fig. 5.4 gezeichnet.

Fig. 5.3. Kreissektor als Querschnitt. Fig. 5.4. Muster der Einteilung in Elemente.

Entsprechend [4] definieren wir:
M =kGBa*, (5.4)

{kl G Ba auf dem Kreisbogen,
Tma;t =

ky, G Ba auf dem geraden Rand. (5-5)

Besonders fiir grosse Werte von o (z. B. «> 7) lasst sich die maximale Schub-
spannung am geraden Rand mit dem gewéhlten Elementenmuster nicht ganz
genau berechnen, weil diese Spannungen mittels Extrapolation bestimmt
werden sollen.

In der Tabelle 5.2 sind die Resultate, berechnet mit einer Einteilung in 450
Elemente; mit den Resultaten nach [4] verglichen. Daraus ergibt sich eine
zufriedenstellende Ubereinstimmung.

Tabelle 5.2. Kreissektor als Querschnitt

a® m/4 73 |2 273 T 372 573 2
k (El.meth.) 0,0179 | 0,0345 | 0,0816 | 0,143 | 0,295 | 0,565 | 0,660 | 0,852
k (nach [4]) 0,0181 | 0,0349 | 0,0825 | 0,148 | 0,296 | 0,572 | 0,672 | 0,878
%, (El.meth.) 0,38 0,45 0,56 0,63 0,73 0,80 0,82 0,84
%, (nach [4]) — 0,452 — 0,622 | 0,719 | — — el
k, (El.meth.) 0,41 0,49 0,60 0,68 | 0,86 — — | =
k, (nach [4]) — 0,490 — 0652 | 0,849 | — | — | —
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5.3. Regelmdssiges Vieleck als Querschnitt

Im dritten Kapitel wurde untersucht, wie mehrere Néaherungsmethoden
angewandt werden konnen, falls der Querschnitt ein regelmissiges Vieleck ist
(siehe Fig. 3.1). Auch die Elementenmethode kann dabei sehr niitzlich sein.
Wird die Symmetrie optimal benutzt, so kann das Elementenmuster die in
Fig. 5.5 gezeichnete Form haben.

Yy

{a,atan Z-)

Fig. 5.5. Muster der Ein-
teilung in Elemente.

(a,0) X

Am Ende des zweiten Kapitels wurde bewiesen, dass die exakte Torsions-
steifigkeit begrenzt werden kann, wenn sowohl eine Berechnung zur Bestim-
mung von ¢, wie von ¢ ausgefithrt wird.

a) Die untere Grenze wird bestimmt mittels der Methode zur Berechnung
von ¢. Die Randbedingung lautet:

p=0 firx=a, Ogygatan%, (5.6)

wobei n die Anzahl der Eckpunkte ist.

b) Die obere Grenze wird bestimmt mittels der Methode zur Berechnung
von @,. Nur wenn der Ursprung des Koordinatensystemes mit dem Schnitt-
punkt der Symmetrieachsen zusammenfallt, gilt als Randbedingung ¢, =0 fiir
die Symmetrieachsen. Mit der Wahl des Koordinatensystemes nach Fig. 5.5
soll gefordert werden:

y=0,

po =0 fir 0<x=<a (5.7)

mw
= t ——
Yy xr ann

Das Vorhergehende soll anhand des regelmissigen Sechseckes demonstriert
werden. Dabei werden die Unter- und Obergrenze fiir k, (siehe (3.6)) ange-
geben mit k,, und k,, .

Wird der Teil in Fig. 5.5 in 324 Elemente aufgeteilt, so findet man:

ky, = 1,838,
k2b = 1,84:2.
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Fiir die exakte Torsionssteifigkeit &, gilt somit:

1,838 <k, <1,848.

Fiir eine Reihe von regelméssigen Polygonen mit variabler Anzahl von Eck-
punkten wurden die am meisten interessanten Charakteristiken berechnet. Es
ist vorteilhaft, dimensionslose Kenngrossen f* und 7%, zu definieren, die fiir
die Flexibilitdt bzw. die maximale Schubspannung massgebend sind:

f* = %ﬂa4_G_:8’ (5.8)
+% = 1.8 Tmax (5.9)
max 2 M

Aus den graphischen Darstellungen 5.1 und 5.2 sind die Resultate fiir /* und
T ae €rsichtlich. Zum Vergleich sind in diesen Darstellungen auch die ent-
sprechenden Werte fiir zwei Stdbe mit kreisformigem Querschnitt gegeben,

*

f 1
) Ink.
x

09 L—""] Umk.
x
08 /

0,7 r /
08 % Resultate mittels der |

Elementenmethode
0.5 x
0,4 S

ol |
0,2
o [

3456 8 w0 12 16 20 25 30

———-
n

Graphik 5.1. Vergleich der Flexibilitat.

max , !
x

0,9

0.8 —

014 ¥ i 1

0,6 x Resultate mittels der — —
Elementenmethode

0,5

0,4

0,3

0,1

3456 8 0 12 16 20 25 30
n

Graphik 5.2. Vergleich der maximalen Schubspannung.
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dessen Radius ebenso gross ist wie der Radius des Innenkreises R; bzw. des
Umbkreises R, des betrachteten Querschnitts. Es gilt:

R, = 2. (5.11)

Y cos”
n
6. Mehrfach zusammenhiingende Querschnitte
Ist der Querschnitt nicht einfach zusammenhéngend (siehe Fig. 6.1), so

konnen die in (2.1) bis einschliesslich (2.6) gegebenen Formulierungen nicht
beniitzt werden.

Fig. 6.1. Mehrfach zusammen-
hingender Querschnitt.

Mit den Buchstaben a, b und ¢ werden die Anderungen angegeben, die fiir
Querschnitte mit nur einem Loch in den Formulierungen a, b und ¢ des zweiten
Kapitels angebracht werden miissen. Die Erweiterung nach Querschnitten mit
mehreren Lochern bietet keine besonderen Probleme. .

a) 4, = 0 im Gebiet F, (6.1)
%?nﬁ = (grad ¢y) = yn,—2xn, auf R, und R;. (6.2)
b) 4y =0in F, (6.3)
Y =} (@®+y?) auf B, (6.4)
J =4 (@®+y?) + 0 auf R;. (6.5)

Dabei ist C; eine noch unbekannte Konstante, die bestimmt werden kann
nach der Bedingung:

fﬁj—jd& = 0. (6.6)

R;
O)A<p=—2inF, (6.7)
p=0 auf R, (6.8)

p =0, auf R;.
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Wenn die Oberfliche des Loches 4, ist, kann die unbekannte Konstante C,
bestimmt werden mittels der Bedingung:

dep 4
§%ds = —24,. (6.10)

Die Arbeitsweise mit Hilfe der Elementenmethode &ndert sich nicht fiir die
Formulierung a.

Die Anderungen in der Arbeitsweise fiir die Formulierungen b und ¢ werden
wir noch naher betrachten.

b) Mit der Elementenmethode kann i (z,y) bestimmt werden, wenn die
Randbedingungen explizit gegeben sind. Es berechnet sich:
Ay, = in F,
by (x,y) aus | Py = (@ +y?) auf R,,
hy = 5 (@2 +y?) auf R,
Ay =0 in F,
by (x,y) aus P = 3 (2*+y?) auf R,,
Py = % (x?+y?)+4,; auf R;.

jen)

Die gewiinschte Losung i ist eine lineare Kombination von ; und ,:

b =pi+qid, (6.11)

mit Unbekannten p und ¢, die bestimmt werden aus:
p+qg=1, ' (6.12)
3€ diy ds+qf£ iy ds =0. (6.13)

R;

¢) Die Arbeitsweise gestaltet sich analog zur Arbeitsweise fiir Formulierung
b und beruht gleichfalls auf Superposition.

Nachdem die verlangten Funktionen ¢ und ¢ berechnet worden sind, lassen
sich die Schubspannungen und die Torsionssteifigkeit bestimmen. Die Torsions-
steifigkeit fiir die Formulierung b bzw. ¢ berechnet sich aus den Formeln:

M= G/B[ J‘f(y?-}—x—)dxdy] (6.14)

M = GB(2fpdudy+2pn 41, (6.15)

wobei ¢ und die Konstante C, aus Gleichung (6.9) identisch sind.

Das grosste Bedenken gegen die vorgeschlagene Arbeitsweise besteht darin,
dass die Berechnungsgenauigkeit der Kreisintegrale entlang E; beschrinkt ist.
Die in dieser Weise fiir einen Querschnitt in der Form eines Kreisringes berech-
neten Resultate stimmen jedoch mit den exakten Werten sehr gut iiberein.
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Eine vollig andere Moglichkeit zur Berechnung der Torsionsgrossen fiir
mehrfach zusammenhédngende Querschnitte ergibt sich, wenn in der Methode
fiir einfach zusammenhéingende Querschnitte mit einem variablen Schubmodul
gerechnet wird. Ein Loch kann dann simuliert werden, wenn an der Stelle des
Loches der Schubmodul viel kleiner gesetzt wird als im iibrigen Querschnitt.

Mit den Buchstaben @, b und ¢ werden wir die Anderungen in den Gleichun-
gen fiir die Formulierung der Theorie mit bzw. ¢,, ¢ und ¢ angeben. Dabei
sind namentlich die Gleichungen fiir 7,, I, und I; von Bedeutung, weil die Ar-
beitsweise mittels der Methode der finiten Elemente sich darauf stiitzt.

a) Die Formeln fiir =, und r,, wihlen wir identisch mit (2.7) und (2.8),

damit die Schubspannungen den Kompatibilitétsanforderungen geniigen:
= Gﬁ(a% ) (6.16)
Ty = Gﬁ(—i’i’+x). (6.17)
oy

Aus der Gleichgewichtsbedingung folgen die Differentialgleichung und die
Randbedingung, die das Torsionsproblem voéllig beschreiben:

0 0@, 0 a%) ¢l o .
2 g% %o 1
E)x(G8x)+8y(G8y +x ] Yo =0 in F, (6.18)
d
% = (grad g,) = yn,—xn, auf R,, (6.19)

wobei F, die von R, umschlossene Oberfliche ist.
Wir definieren 7, (¢,) mit:

o[ (] iz o

und man kann einfach beweisen, dass fiir alle Variationen 6 ¢, gilt 6 [; =0, wenn
po die exakte Losung ist, also den Gleichungen (6.18) und (6.19) geniigt.
Die Torsionssteifigkeit kann bestimmt werden aus:

M = B”G[ y—a—+xaa(2°+x2+y2] dxdy. (6.21)

b) Man wihlt derartige Formeln fiir die Schubspannungen, dass im Inneren
der Randkurve R, das Gleichgewicht garantiert ist:

o= B0 -6), (6.22)
B(aw o ) (6.23)

G'* ist eine beliebige Konstante von gleicher Dimension wie G.



20 W. A. M. BREKELMANS - J. D. JANSSEN

Mit der Kompatibilitdtsbedingung ergibt sich die beschreibende Differen-
tialgleichung:

3x{G (aacy e )} ay{a (aif @* )}+2=0in F, (6.24)

wahrend die Randbedingung in ¢ durch das Gleichgewicht am Rande R,
bestimmt wird:

Gy =1G*(22+y?) auf R,. (6.25)
Wir definieren I, () mit:

= el (72 + (7)) [ eoleala )+ 2yllas) -2l awas o0

Wenn 3 I,=0 fiir alle zuléssigen Variationen 6y einer Funktion ¢ mit G =
$ G* (2% +y?) auf R, — also differenzierbare Variationen sind und die Bedingung
3¢=0 auf R, geniigen —, so ist diese Funktion ¢ die exakte Losung des Pro-
blems. Fiir die Berechnung der Torsionssteifigkeit soll die néchste Formel

benutzt werden:
. M:Q,BHGz/:dxdy—G*ﬁIp. (6.27)
F,

Zwar ist hinzuzufiigen, dass fiir diese Arbeitsweise Differenzierbarkeit von &
erforderlich ist.

¢) In Abweichung von (2.13) und (2.14) wird eine andere Spannungsfunk-
tion ¢ definiert, woraus die Schubspannungen 7, und 7,, folgendermassen
abgeleitet werden konnen:

0@ :
Tox = @, (6-28)
8
Toy —559—";’-. (6.29)

Die weitere Berechnung vollzieht sich analog mit der unter b).

Differentialgleichung:

0o (1o o (lo .
%(559)+6——(534’3)+23=0 in F,. (6.30)
Randbedingung: =0 auf R,. (6.31)

Definiert man 7 (¢) mit:

H {2 G [( ) (%)2] “2'8"’}‘“ ay. (6.32)

so gilt, dass 6 I;=0 fiir alle zulissigen Variationen 5¢ (mit 8¢ =0 auf R,) der
Funktion ¢, die die exakte Losung des Problems ist.
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Die Torsionssteifigkeit kann bestimmt werden durch:

M =28[fpdxdy. (6.33)
Fy

Sowohl die Formulierung a wie c¢ ist fiir mehrfach zusammenhéngende Quer-
schnitte sehr anwendungsfahig, da eine Diskontinuitét in G keine besondern
Probleme mit sich bringt.

Schliesslich geben wir einige Resultate fiir einen Kastentriger mit Quer-
schnitt nach Fig. 6.2.

Auf Grund der Symmetrie des Querschnitts braucht man nur den in Fig. 6.2
schraffierten Teil zu betrachten. Das gewéhlte Elementenmuster ist in Fig. 6.3
gezeichnet; die Anzahl der Elemente war insgesamt 700.

N NN\

yA

9992 —- . . . NS ._L_

{ 4.86

99.92
Abmessungen in mm

xv

Fig. 6.2. Beispiel eines Querschnitts. Fig. 6.3. Muster der Einteilung in Elemente.

-—=5

o 2 3 4 5 6 y
Fig. 6.4. Geraden durch die Wand. =150 10 = 0 ®

$olmm?]
Graphik 6.1. Verwolbung des Querschnitts.

Fiir dieses Problem wurde zunidchst die Arbeitsweise zur Berechnung von
@0 gewihlt. In einem physischen Modell charakterisiert ¢, die Verwolbung des
Querschnitts. In der Graphik 6.1 ist die Verwolbung fiir die in Fig. 6.4 ge-
zeichneten Geraden durch die Wand des Triigers entlang dieser Geraden ange-
geben. Der Verlauf der Schubspannung r,, iiber der Wand, ein wenig von der
Ecke entfernt, ist linear, wie deutlich aus der Darstellung 6.2 hervorgeht.
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Graphik 6.2. Verlauf der

-55 -50 -4 Schubspannungen.

g;g—z [mm]

Mit der Torsionstheorie nach Bredt, die sich auf die Hypothese stiitzt,
wonach die Schubspannung iiber die Wandstéidrke hinweg konstant ist, findet
man fiir die Torsionssteifigkeit:

M
B

wihrend mit der Methode der finiten Elemente (Formulierung mit ¢,)

= 4,175-10% [mm*],

AM
GB

= 4,284 -10% [mm?]

berechnet wird.
Eine weitere Berechnung der Torsionssteifigkeit mittels der Elementen-

methode mit bestimmender Grosse ¢ ermoglicht eine Einschrinkung von EMTB:

4,268-10% [mm?] §—é£ﬁ <4,284-10% [mm?].

Fiir den Querschnitt nach Fig. 6.2 ist die Torsionssteifigkeit nach Bredt also
um etwa 2,5%, zu niedrig.

7. Schlusshemerkungen

In dieser Arbeit wurde versucht zu zeigen, dass die Methode der finiten
Elemente fiir eine bestimmte Art von Problemen, nimlich Potentialprobleme,
bestens geeignet ist. Als Beispiel wurde die Torsionstheorie nach de St.-Venant
gewihlt, doch eignet sich die Methode auch z.B. zur Berechnung von Tem-
peraturverteilungen oder zur Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils in
Stromungsproblemen.

Es sei darauf hingewiesen, dass nicht alle Aspekte der Methode untersucht
wurden. Die Genauigkeit der Resultate in Abhéngigkeit vom Elementenmuster
und von der Anzahl ist kaum erwihnt. Es wire interessant, noch zu priifen,
ob iiber die Genauigkeit qualitative Entscheidungen gefillt werden kénnen.

Das Vorhergehende behandelt nur ein dreieckiges Element mit linearer
Verteilung der interessanten Funktion (¢, ¢ oder ¢) im Inneren des Elementes.
Bemerkt sei auch, dass es ohne Schwierigkeiten moglich ist, statt des linearen
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Verlaufes fiir ¢,, ¢ oder ¢ einen quadratischen Verlauf anzunehmen. Mit dem
gleichen Elementenmuster und der gleichen Anzahl von Elementen sind beim
Element mit quadratischem Verlauf viel bessere Resultate zu erwarten als
mit dem verwendeten Element.

Bezeichnungen

Verdrehung des Querschnitts pro Léngeneinheit.

®o Verwolbungsfunktion.
P Spannungsfunktion.
P nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen an ¢, hinzu-
gefiigte Funktion.
T.>Tsy  Schubspannungen.
r, 9 Polarkoordinaten.
X, Y, 2 Kartesische Koordinaten.
¥ Querschnittsfliche.
G Schubmodul.
1,,1,, I, Integralformel in bzw. ¢,, ) und ¢.
e polares Flachentriagheitsmoment.
M Torsionsmoment.
R Rand des Gebietes F.
V potentielle Energie.
V= komplementidre Energie.
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Zusammenfassung

Die Methode der finiten Elemente ist fiir die numerische Losung von Poten-
tialgleichungen vorziiglich geeignet. Das Verfahren wird anhand verschiedener
Formulierungen der St.-Venantschen Torsionstheorie fiir prismatische Stibe
mit einfach und mehrfach zusammenhéngenden Querschnitten erlidutert. Die
Methode bietet die Moglichkeit, die Torsionssteifigkeit zwischen zwei Grenz-
werten einzuschliessen. Fiir einige klassische Beispiele werden die Resultate
mit den bei anderen Methoden berechneten Ergebnissen verglichen.

Summary

The finite element method is very suitable for the analytical solution of
potential equations. It is explained by several different formulations of the
St-Venant torsion theory of prismatic bars with simple or multiple connected
sections. The method offers the possibility to find two treshold values for the
torsional stiffness. For some classical examples the results are compared with
the solutions of other methods.

Résumé

La méthode des éléments finis convient trés bien & la solution numérique
des équations potentielles. Elle est illustrée au moyen de différentes formula-
tions de la théorie de torsion de St-Venant pour des barres prismatiques &
sections tubulaires simples ou multiples. La méthode offre la possibilité de
trouver deux valeurs limites pour la rigidité torsionnelle. Les résultats sont
comparés pour quelques exemples classiques avec ceux trouvés par d’autres
méthodes.
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Introduction

The analysis described in a previous paper [1] provides an approximate
solution for the inelastic response of reinforced concrete panels. This analysis
is based on the incremental finite element method and includes two types of
material nonlinearities, namely, crack propagation and plasticity.

Two kinds of unavoidable approximations were introduced in this analysis,
namely, material behavior idealization and discrete numerical solution. The
effect of these approximations is studied here by means of analytical and
experimental results.

Two test series were used for this purpose in this investigation. The first
test series, intended to simulate the action of shear walls, was conducted by
the authors, the second test series was performed by T. PAuray [2] in connec-
tion with an investigation of the coupling of shear walls. The full description
of the comparative study is given in Ref. [3]. Here, only representative results
are shown to illustrate the conclusions.

1) This material is presented in two parts. The first paper published in Vol. 31-1I
describes the theoretical aspects. This is the second paper which presents experimental
verification and application to shear walls.
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The specimens used in both studies were deep beams subjected to the
maximum moment M and shear force V. Such a loading can be characterized

%, where d is the depth of the beam.

The shear span ratio in the first test series was approximately r=1, and the
shear span ratio in Paulay’s coupling beams was r=0.5. Both of these ratios
indicate relatively large shear loading. ‘

In practical structural design, wall elements such as shear walls or deep
beams are often treated by methods developed for ordinary beams. Results
of these beam solutions will be compared with the finite element analysis and
experiments, in order to judge their validity.

by the shear span ratio r defined by r =

Authors’ Tests

The purpose of the experimental program was to provide data on the real
behavior of reinforced concrete panels under in-plane loads which could be
compared with the analytical results. The following aspects were mainly
investigated:

1. The load-displacement response of panels.
2. The crack patterns and crack propagation.
3. Failure mechanisms.

The test panels were orthogonally reinforced square plates 30 x 30 in., 2 or
3 inches in thickness, reinforced as indicated in Fig. 1. Two panels were com-
bined to form one beam-like specimen as shown in Fig. 1; this arrangement
enabled testing of the beam specimen as a simply supported beam with mid-
point load. Thus, two square panels were always tested simultaneously, though
each panel acted independently of the other because of the statically deter-
minate supports. The concentrated forces at the supports and at the load
point were transmitted to the panels by three vertical ribs as shown in Fig. 1.
These ribs also helped to maintain the lateral stability of the specimens
during the testing.

The testing arrangement allowed application of monotonic as well as cyclic
load histories.

Horizontal and vertical displacements were measured at the bottom point
of the outside ribs. Direct relative displacements of the panel corners with
respect to the top of the center rib were obtained.

The cracks were continuously observed, and new cracks were marked.
Pictures of the entire crack propagation were taken by two cameras, one for
each panel. For easier identification of the crack location from the pictures,
a mesh coinciding with the finite element mesh considered in the analysis was
drawn on the surface of the panel.
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Fig. 1. Test Specimen.

Analytical Models

The test specimens were analyzed by the finite element method described
in a previous paper [1]. The idealization of the panel shown in Fig. 1, for the
finite element analysis is shown in Fig. 2. Three types of finite element meshes,
Mn, with n=5, 8, and 10 were used. All supports are located along the right
vertical boundary line where all but the topmost nodal point are constrained
horizontally and free vertically; the topmost nodal point is constrained in both
directions. The actual single load P, acting on each panel, is substituted by
two equivalent loads P/2.
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Analytical and Experimental Results

Specimen W 2

Experimental load-displacement diagrams for both panels of specimen W 2
are shown in Fig. 3. The load P on the panel is plotted versus the vertical
displacement of the outside rib at the point of load P.

: u
30f ;c
M5 e — e
S A m
20 il 47
MI10
£ i
= 10t H
o
P, 5
of . | .
.0 0.1 0.2 0.3 0.4
5 (in)
———— experiment, W2-1 (Panel 1)

—— experiment, W2-2 (Panel 2)

finite element analysis

Fig. 3. Comparison of Analytical and Experimental Load-Displacement Diagrams for Specimen
W 2.

The finite element analysis of this specimen was performed for two kinds
of meshes, M 5 and M 10, to show the effect of the size of finite element. The
load-displacement diagrams for both meshes are also shown in Fig. 3. As
expected from the bound principles of the displacement method, the finer
grid results in increased deformations. Both analyses were terminated by
specifying limit displacements. At these points the load-displacement dia-
grams were almost horizontal and no further increase of load was expected.

Fig. 3 also shows lines representing predictions based on beam theory.
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Experiment Analysis
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Fig. 4. Comparison of Analytical and Experimental Crack Patterns for Panel W 2.
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Lines » and ¢ represent elastic beam behavior based, respectively, on uncracked
and cracked section properties. Line m represents ultimate load due to attain-
ment of the ultimate bending moment at the critical section. It can be observed
here that beam theory yields reasonably good results.

Analytical and experimental crack patterns for three load levels are shown
in Figs. 4a to c. The agreement between analytical M 10 and experimental
results is excellent for load-displacement relationship as well as for crack
locations and crack directions.

From the test it was observed that the flattening of the load-displacement
diagram was initiated by yielding of the reinforcement which was indirectly
evident from the wide opening of the cracks at P=24 K and 8 =0.1 inch. The
failure of the test specimen was caused by crushing of the concrete at P =27 K
and 6 =0.45 inch. This type of failure was very well predicted by the analysis.
The maximum concrete compression strain in the plastic zone (designated by
P L in Fig. 4c¢) at the last calculated load stage P=25.5K and §=0.35in.
was € =0.0087. If the limit concrete strain is assumed ¢, < 0.008 the analysis
would predict crushing of the concrete and consequent failure of the panel at
that stage. The failure of the test panel was observed under slightly higher
load and greater displacement at P=26.5 K and 8 =0.45, which is considered
to be in a good agreement with analytical values.

Specimen W 3

This specimen contained panels with different reinforcement. Panel W 3-1
was reinforced orthogonally and panel W 3—2 had only horizontal reinforce-
ment. Failure of the specimen was caused by the weaker panel W 3-2. Only
results for this panel will be presented here.

Three different analyses were performed and compared with the experi-
mental behavior.

In the first analysis the force increments were specified. The load-dis-
placement diagrams of this analysis and experiment are compared in Fig. 5
and the final crack patterns are compared in Fig. 6. Good agreement between
analytical and experimental behavior is found over the entire load range
except in the limit stage.

The failure mechanism observed from the experiment was of a typical shear
type, characterized by opening of one diagonal crack, as shown in Fig. 6. It
can be seen from the relative displacements of the mesh lines crossing the
cracks that the diagonal crack opened in the vertical direction. This pheno-
menon can be also observed from the analysis as shown in Fig. 7. In this figure
the analytical distribution of the strains ¢, along the vertical lines of the panel
is shown; the points of maximum ¢, are connected to show the course of the
predicted major diagonal crack, whose location agrees well with the observed
crack. However, there is considerable difference between the mechanisms of
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failure. While in the experiment the opening of the diagonal crack leads to
an abrupt instability failure, the analysis shows plasticity of the cracked
concrete in the vicinity of the diagonal crack which gives some additional
displacement capacity to the panel.

The difference between the experimental and analytical failure mechanisms
is caused mainly by the deficiency of the finite element representation of the
cracked concrete. The analytical mechanism naturally results from the fact
that the cracks are not smoothly continuous from one element to another, but
form a sawtooth pattern; thus a continuous diagonal crack can form only if
the concrete adjacent and parallel to the crack discontinuity is crushed.

Further analyses of the panel were performed for specified displacement
increments. This type of analysis permits all instability regions characterized
by drops of the load to be obtained. The resulting load-displacement diagrams
for two values of compressive limit strain, ¢,=0.003 in/in and ¢, =0.007 in/in,
are also shown in Fig. 5.

In these analyses the formation of diagonal cracks is accompanied by a
big drop at 6=0.08 and 0.10 inches, respectively. A similar load drop due to
diagonal crack opening in the experiment caused the failure at §=0.22. It is
seen that the analysis is indeed able to represent the loss of strength of the
elements adjacent to the diagonal crack, if a sufficiently low ultimate concrete
strain is assumed.

Fig. 5 also shows the lines u and ¢ corresponding to the stiffnesses according
to elastic, uncracked and cracked, beam theory with shear distortions included.
The horizontal lines m and s indicate the ultimate beam strength in moment
and shear, respectively. In this case also, beam theory can give reasonable
results.

Spectmen W 4

This specimen was subjected to cyclic loading. The comparison of analytical
and experimental results is presented for the first four load cycles. One cycle
includes loading and unloading in one direction. The load cyecle in the positive
direction was always followed by a load cycle in the reversed direction.

The magnitude of the cyclic load was P =12.0 K which is 0.46 of the mono-
tonic limit load. The analysis of this cyclic loading is based on Mesch M 8.
The comparison of analytical and experimental load-displacement diagrams
for elastic cycling is shown in Fig. 8.

The analytical diagram indicates changes due to crack formation only in
the first two cycles. In all following cycles with the same magnitude of load
no other changes take place and the diagram is formed by the line connecting
the origin and maximum load points. Hence, the analysis indicates elastic
behavior of the cracked panel in the cycles following the first and second
cycles. The experimental diagram shows some residual displacements even
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under this low load. These residual displacements are probably caused by
bond slip and by imperfect crack closing caused by crack surface damage.
All these effects are neglected in the analysis.

After completion of these four cycles the magnitude of load was increased
and the specimen was subjected to cyclic loading of magnitude close to the
limit monotonic load. Very large plastic deformations occurred during this
loading and failure occurred in the sixth cycle. Clearly, a realistic analysis for
cyclic loads in plastic range must include representation of bond slip and the
crack mode with two sets of cracks opened simultaneously.

The crack patterns in both ranges of cyclic loading, which are not presented
here, showed very good comparison between analysis and experiment.

Paulay’s Tests

Two coupling beams were selected from (2) and used in the investigation.
Here only one of them, Beam 391, is presented.

Test specimens were of the form shown in Fig. 9. The tested beam was
connected with end blocks which simulated the real boundary conditions
likely to occur in shear wall structures.

For purpose of the analysis the shape of the specimen was idealized as
shown in Fig. 10. The stiffness of the end blocks was chosen such as to match
the experimental stiffness in the elastic uncracked state. The analytical end
rotations of beams are considered as rotations of the vertical line connecting
the points 1 and 2 of Fig. 10. The experimental rotations were measured in
the middle of the end blocks of the specimen shown in Fig. 9.
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Beam 391

This beam was subjected to monotonically increasing load leading to
failure. Two analytical solutions were performed, differing only in the tensile
strength of concrete. The load-rotation diagrams of both solutions are com-
pared with experimental results in order to show the effect of tensile strength
on the solution. Two analytical curves, one using the modulus of rupture as
a measure of the tensile strength, and the other using the splitting strength,
are compared with experiment in Fig. 11. The analytical solutions differ only
under low load when crack propagation takes place.

The analytical and experimental load-rotation diagrams indicate the over-
estimation of the real stiffness and of the real limit load by the analysis. This
is partly caused by the coarseness of the finite element mesh. However, the
main cause is probably the large bond slip of the main bending reinforcement
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Fig. 11. Comparison of Analysis with Experiment for Beam 391.
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(3 7 bars), particularly in the anchorage regions, which is not included in the
analysis. Again it appears that inclusion of this effect in the analysis isnecessary.

The comparison of the final analytical and experimental crack patterns is
shown in Fig. 12.

Experimental Crack Pattern from Ref. 2, Vol. 2, p. 128.
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Fig. 12. Comparison of Analytical and Experimental Crack Patterns at Failure for Beam 391.

The experimental beam failed in shear when a major crack formed along
the diagonal of the beam. Similarly to the case of Panel W 3-2, a discrepancy
was found between analytical and experimental failure mechanisms. The con-
tinuous diagonal crack cannot form in the analytical solution due to the basic
assumption of the method which considers every element separately. Instead,
the analysis shows concrete plasticity in the vicinity of the beam diagonal,
as indicated in Fig. 12.

The analytical and experimental strains in the top longitudinal steel are
compared in Fig. 13 at two load stages, showing good agreement between
analysis and experiment. The analysis verified the experimentally observed
fact that the longitudinal reinforcement is in tension throughout the whole
length of the beam (even in the so-called compression zones) as soon as the
beam is cracked.
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The analytical and experimental strain distributions in the center stirrup
are compared in Fig. 14 in two load stages. Here again, the discrepancy caused
by different failure mechanisms is observed. The strain distribution in the
analysis is much more uniform. The large strains which occur in the experi-
mental beam at the point where the stirrup crosses the main diagonal crack
do not occur in the analysis; nevertheless, the analysis indicates strains above
the yield level of 0.002 in the vicinity of the diagonal crack
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Coneclusions

Applicability of the Finite Element Analysis

On the basis of the results presented, the following conclusions can be drawn:

. The material stiffnesses given in an earlier paper [1] correctly represented

the behavior of the reinforced concrete in a class of cases characterized by
large crack regions. A comparative study confirmed that crack propagation
and plasticity of materials are the most important non-linear effects in the
problems with monotonically increasing load. Load-displacement relations
can be accurately predicted in such cases.

. The analysis can well predict crack locations and crack directions either

by fine or by coarse mesh analyses. The crack modes used in the analysis
[1] are sufficient for the monotonic loading cases and for cyclic loading
cases without occurrence of plastic deformations.

. Bending type of failure mechanism characterized by formation of plastic

regions in the reinforcement and the compression concrete is well predicted
by the analysis. The shear type failure mechanism characterized by opening
of a large diagonal crack is not properly reproduced by the analysis.

For the prediction of the response to cyclic load histories, bond slip and
crack surface deterioration should be included in the analysis. For cyclic
loading involving yielding of the steel, an additional crack mode representing
simultaneous occurrence of two cracks in different directions is necessary.

Simplification of Analysis of Planar Elements

On the basis of the limited amount of comparisons of the simplified beam

analysis with the experimental and analytical results, the following con-
clusions can be drawn:

1.

Beam analysis overestimates the stiffness of the uncracked panel. This only
confirms the already well-known fact that the linear strain distribution is
not applicable to deep beams.

Beam analysis of the cracked panel based on elastic transformed cross
section excluding tension concrete well represents the average stiffness of
a cracked panel.

Beam analysis only slightly underestimates the ultimate load of panels
and can serve as a conservative estimate of panel strength for both bending
and shear failures.

The conclusions imply some practical suggestions for the analysis of struc-

tures containing walls or panels. First, an elastic analysis including the cracked
concrete by means of the transformed cracked section would apparently give
a good estimate of the real stiffness of the cracked structure. Secondly, the
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plastic hinge theory appears to be applicable to the limit analysis of wall
structures (frame-shear wall systems) subject to the same limitations used in
frames (shear failure must be avoided by sufficient transverse reinforcement
and rotational capacity must not be exceeded).

These conclusions are made only on the basis of three panels and thus do
not cover a wide range of other practical cases with various shear spans and
reinforcing. Therefore, they must be considered as tentative.

The finite element analysis used in this investigation can be eventually
used for a more detailed study of this problem which would lead to more
conclusive suggestions for design of reinforced concrete walls.
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Summary

Inelastic finite element analysis of reinforced concrete panels is compared
with experimental results. Load-displacement diagrams, crack patterns and
failure mechanisms of shear wall specimens are examined under monotonic
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as well as cyclic load histories. Load-displacement relations and crack patterns
can be accurately predicted by the analysis for the case with monotonically
increased load.

Résumé

L’analyse inélastique d’éléments finis de plaques en acier-béton est com-
parée aux résultats expérimentaux. Des diagrammes de déplacement de la
charge, des épreuves de rupture et influences de défauts aux épreuves de
cisaillement sont examinées sous charge monotonique et sous les conformités
de charges cycliques. Des relations de déplacement de la charge et des épreuves
de rupture se laissent prédire exactement par 1’analyse pour le cas de charges
uniformément élevées.

Zusammenfassung

Die unelastische Analyse endlicher Elemente von Stahlbetonscheiben wird
mit den experimentellen Ergebnissen verglichen. Lastverschiebungsdiagramme,
Bruchproben und Brucheinfliisse von Schubwandproben werden sowohl unter
gleichférmiger wie unter den Gesetzmissigkeiten zyklischer Belastungen
untersucht. Lastverschiebungs-Beziehungen und Bruchproben lassen sich
durch die Analyse fiir den Fall einer gleichformig zunehmenden Belastung
genau vorhersagen.
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Free Vibration of Curved and Straight Beam-Slab or Box-Girder Bridges
Vibrations de ponts a section en T ou en caisson, courbes ou droits

Schwingungen gekriimmter oder gerader Plattenbalken- oder Kastentrdgerbriicken

Y. K. CHEUNG M. S. CHEUNG
Professor, Department of Civil Engineer- Post Doctoral Fellow, Department of Civil
ing, The University of Calgary, Calgary, Engineering, The University of Calgary,
Alberta, Canada Calgary, Alberta, Canada
Introduction

This paper describes the application of a finite strip method to the deter-
mination of the natural frequencies and modal shapes of undamped vibration
of curved or straight singel-spanned bridges (Fig. 1a) made up of thin plates
connected together along circumferential (longitudinal) edges.

== )

Fig. la. A Curved Box Bridge and It’s Idealization into Strips.

The static analysis of such right bridges has been presented by Cru and
DupnNik [6], using the elasticity theory developed by GoLDBERG and LEVE [7],
and by CHEUNG [3], using the finite strip approach, and very good accuracy
has been demonstrated in all the numerical examples.

The static analyses of curved girder bridges have been presented by BELL
and Hernz [1], using a slope-deflection Fourier series method. However, an
approximation has been introduced since the torsional and bending rigidities
of each girder must be assigned somehow to account for the composite action
of the plate and girder. Furthermore, the method presented is unsuitable for
the analysis of box girders. Recently, the writers [2] have successfully applied
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the finite strip method to the static analysis of curved box girder bridges. In
the present paper, the dynamic analysis of such bridges will be dealt with.

In this method, the plates are divided into strips extending from one support
to the other. Displacement functions given in the form of the product of a
Fourier series in the circumferential (longitudinal) direction and a simple
polynomial in the transverse direction can be chosen for the displacements
u, v and w and the stiffness and mass matrices of a strip can be formulated
according to the usual finite element procedure. By virtue of the orthogonality
of the Fourier series, all the terms of the series uncouple and only small
matrices are needed for the eigenvalue solutions of each term.

The general formulation of stiffness and mass matrices has been presented
in detail elsewhere [4], [5], and shall not be repeated here. Also the straight
strip will simply be interpreted as a special case of the curved strip, in which
the radius of curvature r is infinitely large, the subtended angle « infinitely
small, and the product r « is equal to the span of a straight strip.

In a paper by WitTricK and WiLLIAMS [8], a similar approach is used to
obtain the natural frequencies of rectangular stiffened plates. However, since
the governing differential equations (for simply-supported case only) were
solved exactly, the resulting stiffness matrix contains transcendental terms
and therefore, a complicated eigenvalue solution had to be used.

Stiffness and Mass Matrices

A. Curved Interior and Exterior Webs of Box Girder

Each web is in general a part of a conical frustum (Fig. 1b), but becomes a
cylindrical panel when it is in a vertical position. For such a curved surface
the membrane and bending actions are coupled, and the stiffness matrix is
of the sixe 8 X 8.

Fig. 1b. A Conical Web Strip.
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Displacement functions:

2z m 0
u,, = c_i sin ,
= ( ) ( ) ]‘m
[ 322 2z 2> (1
Wy, = ( T 3 )wzm"-( dz) lﬁtm
328 2z3 z2 . mmf
T\ B dz ¢7m sm—
or ](: [Nm]{sm} (13’)
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The strain matrix [B,,] and stiffness [S,,] can be found in reference [2],
while the corresponding mass matrix [m,,] (8 X 8) is given in Appendix I.
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B. Top and Bottom Flanges

The top and bottom flanges of the box girder are flat plates which are
curved in plan (Fig. 1c), and therefore the membrane and bending actions
can actually be uncoupled and treated separately first and then subsequently
combined together. Such a formulation has been attempted and the stiffness
matrix can be found in reference [2].

q,:._l

r

Fig. 1c. A Flange Strip.

However, it is much easier, from the programming point of view, to com-
pute the flange strip stiffness and mass matrices directly from those of the
web strip. In such cases, the angle ¢ (Fig. 1b) would be simply taken as equal
to 90°.

The stiffness matrix and mass matrix of a strip are given by the following
well-known relationships:

[Sn] =Af [B,)"[D][B,ld4. (4)
(] = Af ph[N,I"[N,]dA. (5)

Eqgs. (4) and (5) refer to matrices for the local coordinate system, and such
matrices must be transformed to the global coordinate system before assem-
blage.

The transformation matrix for a strip can be given in terms of the angle
of inclination ¢, such that

{8} = [R1{3,.}, (6a)
sing 0 cos¢ 0]
0 1 0 0
= 6
waers L] cosp 0 —sing 0 (6b)
0o 0 0 -1
and {3,}, {3,,} are the displacements in the local and global coordinates respec-
tively.
The transformed stiffness and mass matrices will have the form of

[85] = [RI" [S,][R] (7)
and [my,] = [R]* [m,,] [R]. (8)
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Once the transformed matrices of a strip have been computed, they are
assembled into overall stiffness and mass matrices in the same way as for
those of a plane frame, and the resulting equation

{{Sm] — w? (M7, 1} {4} = 0 | (9)

solved by any eigenvalue solution.

Some Illustrative Numerical Examples
To illustrate the application of the preceding theory and to demonstrate
its accuracy, a selection of numerical examples for both straight and curved

bridges will now be presented.

Table 1. Natural Frequencies of a Stiffened Panel (1 = 6b") in the Range 0 <n=0.1

[}
o | ) [ O [
0.02b 0.5b
Section of \
the panel L
B
0.5b' b' b' b' 0.5b'
= wl ‘
Mode VE Ip Wave Number Type of
Number m Symmetry
Finite Strip Reference (8)
1 0.0287 0.0286 1 A
2 0.0292 0.0291 1 S
3 0.0365 0.0359 1 S
4 0.0366 0.0362 1 A
5 0.0394 0.0391 1 S
6 0.0396 0.0395 2 S
7 0.0411 0.0410 2 A
8 0.0504 0.0504 3 S
9 0.0521 0.0519 3 A
10 0.0557 ‘f 0.0555 2 S
11 0.0639 ! 0.0636 1 A
12 0.0643 ] 0.0641 4 S

In Table 1, the natural frequencies of a rectangular simply supported
stiffened panel have been computed (using rectangular strips) and compared
against the results of WiTTrICK and WiLrLiaMs [8], and the two sets of results
are found to be nearly identical. A total of 12 strips is used for this problem,
although if symmetrical and antisymmetrical conditions were used, it would
only be necessary to use 6 strips in the computation.

The circular frequencies of a curved box girder bridge (Fig. 2a) were com- «
puted by the curved strip program and the frequencies are presented in Table 2.
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Fig. 2a. Plan of a Curved Box Girder Bridge.
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Fig. 2b. Plan of a Straight Box Girder Bridge.
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Fig. 2¢. Section of the Box Girder Bridges.

Table 2. Circular Frequencies of a Curved Box Girder Bridge (=1, v=0.16, p=1)

. Circular Frequencies
Longitudinal
Mode
wy Wg ws Wy W,

m=1 0.002620 0.004249 0.008066 0.008501 0.008553
m = 2 0.008002 0.008605 0.009107 0.011427 0.013644
m == 3 0.009436 0.010257 0.011821 0.012246 0.020046
m =4 0.010608 0.011556 0.013459 0.013523 0.025243

The modal shapes corresponding to the given frequencies are sketched in
Fig. 3.

Each sketch is prepared directly from the eigenvector output which includes
all the nodal displacement parameters of the box girder.
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_______________________________

w = 0.002620 (m =1) w = 0.004249 (m =1)

w = 0.008002 (m = 2) w = 0.008605 (m = 2)

w = 0.010608 (m = 4) w = 0.011556 (m = 4)

Fig. 3. Modal Shapes of a Curved Box Girder Bridge (£ =1, v=0.16, p=1).

Since the writers are unaware of any previous work on this type of structure,
no comparison is offered. However, in order to test the correctness of the
curved strip program, it was used to analyze a straight bridge (Fig. 2b) by
assuming the subtended angle to be 0.005 radian and the mid-radius of the
bridge to be 20 000 feet, so that the mid-circumferential span works out to be
100 feet. The results are then compared with those obtained from the proven
straight strip program in Table 3 and the agreement has been found to be
excellent for all the frequencies.

The fourth example involves the frequency analysis of the same curved
box girder bridge (Example 2) with a concentrated mass attached to the top
of the mid-section of the outer web. This concentrated mass, which can be
due to presence of a heavy stationary vehicle, is assumed to be equal to one
eighth of the total mass of the structure. From Table 4 it is possible to conclude
that the additional mass will, in general, lower the natural frequencies of the
bridge. However, if the concentrated mass is placed near or on a nodal line,
there will be little or no effect on the frequencies. For example, no change can
be observed for the frequencies which correspond to the antisymmetric modes.
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Notations
a length of the strip.
[B] strain matrix.
d width of the strip.
[D] property matrix.
L, Ky, VZ} . . )
orthotropic material properties.
Ve Gz@
[m] strip mass matrix.
[R] transformation matrix.
r,0 polar coordinates.
T4, 75 inner and outer radius of a strip.
[S] strip stiffness matrix.
U, vV, W displacement functions.
o subtended angle
{8} displacement parameters.
w circular frequencies.
p mass density.
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Appendix I

Mass Matrix of a Curved Strip
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Summary

The natural frequencies of curved and straight beam-slab or box girder
bridges have been computed by the finite strip method. The bridge plates are
divided into a number of curved or straight strips extending from one support
to the other. By assuming suitable displacement functions for the «, v and w
displacements it is possible to formulate the stiffness and mass matrices of a
strip. An eigenvalue solution of the assembled overall dynamic stiffness equa-
tions will produce the desired frequencies. The stiffness and mass matrices of
the straight strip can be obtained directly from those of the curved strip by
changing certain variables.

Résumé

Les oscillations propres de ponts & section en T ou en caisson, courbes et
droits, ont été calculées par la méthode des bandes finies. Partant d’un appui,
les dalles du pont sont divisées en un nombre de bandes courbes ou droites.
En supposant des fonctions de déplacement convenables pour les déplacements
u, v et w on arrive & formuler les matrices de rigidité et de masse d’une bande.
Une solution des valeurs propres des équations dynamiques de rigidité pro-
duit les fréquences désirées. Les matrices de rigidité et de masse des bandes
droites peuvent étre obtenues directement de celles des bandes courbes en
changeant certaines variables.

Zusammenfassung

Die Eigenschwingungen gekriimmter und gerader Plattenbalken- oder
Kastentragerbriicken wurden mittels der Methode der finiten Elemente be-
rechnet. Ausgehend von einem Auflager werden die Briickenplatten in eine
Anzahl gekriimmter oder gerader Streifen unterteilt. Unter der Annahme
passender Verschiebungsansédtze fiir die u-, - und w-Verschiebungen ist es
moglich, die Steifigkeits- und Massmatrizen eines Streifens zu bilden. Eine
Eigenwertlosung der dynamischen zusammengesetzten Steifigkeitsgleichungen
liefern die Nutzfrequenzen. Die Steifigkeits- und Massmatrizen der geraden
Streifen kénnen durch Austausch gewisser Variabler direkt aus denen der
gekriimmten Elemente gewonnen werden.
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Introduction

While the inelastic flexural behaviour of reinforced concrete members and
structures has been recognized for a long time [1], its adoption in design practice
is still a controversial matter: some codes allow for plastic redistribution of
up to 309, of the elastic stress distribution [2], some codes do not recognize
plastic action at all [3]. Between these two extremes, some other codes allow
an arbitrary degree of redistribution varying from 0 to 309, [4], [5].

In a debate initiated by the Joint ACI-ASCE Committee 428, Limit Design,
a few years ago, some basic questions on the admissibility and features of
non-linear analysis and design were investigated [6], [7]. From that debate
and other similar discussions in the literature, it became obvious that the role,
nature and extent of ductility in flexural concrete structures is not fully
understood and that some tentative conclusions on the subject were based
on insufficient factual data.

It was suggested that high grade steels were not suitable for inelastic
design, that the use of compression reinforcement (to increase duectility)
eliminates the economic advantages of inelastic design, and that elastic action
should not be allowed in reinforced concrete members subject to combined
bending and axial loads.

Some years ago one of the authors remarked [7]:

... “Tt would be ignoring reality to neglect the existence of strength reserve due to
the inelasticity of reinforced concrete and not to take advantage of it only because imper-
fect rather than ideal plasticity is proper to this material. The problem raised by the
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particular type of concrete ductility is not whether but how it should be considered. That
concrete, unlike steel, displays only a limited adaptability does not preclude its exploita-
tion, but rather requires a deeper study of its physical significance and limitations.” . ..

This paper is an attempt in this direction, and has the following objectives:

1. A proper definition of flexural ductility for reinforced concrete sections.

2. An exhaustive study of the main variables affecting ductility.

3. Some conclusions on conditions and limitations of plastic adaptability in
structural concrete.

4. Possible practical guidelines on the applicability of limit design to rein-
forced concrete structures.

The approach used in this analytical investigation is a computer simulation
of the behaviour of over 1700 reinforced concrete section specimens under
pure and combined bending. Starting from reliable stress-strain characteristics
for steel and concrete [8], moment-curvature relationships and duectility
factors are derived for an extensive range of variable combinations. Results
obtained justify a more positive view of the potential use of inelastic design
methods, when their limitations and the effects of major variables are well
understood.

Definition of Ductility

Ductility is recognized as a factor governing the rotation capacity of
hinging zones and the redistribution of moments in a structure [9]; the adapt-
ability of structures to foundation settlements and volume changes [6]; and
the energy absorption capacity of structures subject to dynamic (wind, earth-
quake, blast) loads [10], [11], [12]. Ductility safeguards a structure against
sudden overloads, impact and load reversals. For this reason it is desirable
that structures be capable of mobilizing a reasonable amount of duectility
whenever actions such as those mentioned above are foreseen. Experience
shows that the members of a structure are sufficiently ductile, for all practical
purposes, when they resist only transverse loads, are moderately reinforced
in tension, moderately to heavily reinforced in compression and shear, use
mild or intermediate grade steels, and high grade concretes. It is also an
established fact that careful joint detailing and a high standard of execution
in the field contribute to the achievement of high degrees of ductility [13].

Beyond these general qualitative facts and except for some attempts to
study the ductility of reinforced concrete sections [10], [11], [14], [15], [16],
[17], there is only a limited knowledge of the problem.

In a broad sense, ductility is taken to be the ability to sustain deformations
beyond the elastic range without a significant variation of the resistance
capacity. Such a qualitative description of duectility is broad enough to accom-
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modate the response of plastic, strain-hardening or strain-softening materials,
as long as precise limits of deformation and strength variations are not specified.

More precise definitions of duectility have to be dependent on at least the
following: a) level of study — material, sectional and structural ductility should
be defined in terms of strains, curvatures, and rotations or deflections, respec-
tively; b) type of stress — ductility under axial loading, flexure, shear and
torsion should be defined in terms of longitudinal strains, curvatures, shearing
strains, and angles of twist, respectively; c¢) nature of study — depending upon
which, it may be more or less suitable to define ductility in terms of limiting
deformations (e.g. ¢,, ¢,), differences or ratios between limiting and idealized
elastic limit deformations (e.g. ¢,—¢,, ¢,~¢,, €,/¢,, ¢,/¢,), or areas under
load-deformation diagrams up to limiting deformations or between limiting
and idealized elastic limit deformations. While the second alternative may be
satisfactory in the limit analysis and design of concrete structures, the last
may be more meaningful in earthquake engineering; d) nature of loading
(static, dynamic).

Some possible and serious confusions may arise from an interchange of
ductility definitions. Here are two typical examples:

a) The effect of high grade concrete is favorable on sectional ductility, [14],
[15] but is unfavorable on material ductility [8].

b) Lateral reinforcement is more efficient than compression reinforcement
in increasing the material ductility (of concrete), [18]; compression reinforce-
ment is more efficient than lateral reinforcement in increasing sectional
ductility [19].

This study is concerned with the ductility of reinforced concrete sections,
on the assumption that the properties of steel and concrete are known. The
investigation is limited to pure and combined bending, because these are the
most common cases when a designer faces inelastic action in structural con-
crete. Further studies should provide similar data on r.ec. ductility in shear
and torsion. As an index of sectional ductility, the ductlity factor is defined
as the ratio of ultimate to yield curvatures, ¢,/¢, . It is found that this definition
is the most widely used for evaluating ductility under static loads and is
equally significant for both steel [20] and reinforced concrete [21], [22]. In brief,
this investigation is concerned with the ductility (a) of reinforced concrete
sections, (b) under flexural action, (¢) defined as a ratio of curvatures, (d) for
static loading only.

Having defined the meaning of the duectility factor in the context of this
paper it is necessary to further define the curvatures, ¢, and ¢,. The current
practice is to assume that the ultimate curvature is associated with a con-
ventional limiting value of the concrete strain at the extreme fibre i.e.
€,=0.3%, €,=0.359%, and ¢,=0.38%, according to the ACI Code [23], CEB
Recommendations [4] and some earlier investigations at the University of
Illinois [14], [24], respectively. These ¢, values are considered to be independent
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of such factors as the longitudinal and lateral reinforcement, strain-hardening,
strain gradient, etc. A more satisfactory definition of the ultimate strain,
proposed by Riscr [25] is adopted in this study: since the primary function
of a structure is to carry loads, ¢, is defined as the strain corresponding to the
ultimate stage, i.e. at which the section reaches its maximum load or moment
carrying capacity. Similarly, the ultimate curvature, ¢,, is the one associated
with the strain, (¢,), load, (£,), or moment, (M ,), at the ultimate stage.

The yield curvature, ¢,, is defined as the curvature at which the tension
steel reaches its yield point stress. The stress-strain relationships used for
steel in the present investigation are characterized by well defined yield points.
Thus, when the tension steel in a section does not yield before the section
reaches its ultimate stage, it is either because the section is highly over-
reinforced or because it carries a heavy axial load. Instead of attempting to
arbitrarily define an idealized yield stage, the ductility factors of such sections,
possessing very little ductility, are assumed to be equal to unity in the present
study.

Factors Affecting Ductility

The major factors affecting the ductility of a reinforced concrete section
can be classified as follows:

1. Material Variables:

a) Concrete quality.
b) Grades of tension and compression reinforcement.
¢) Grade of lateral reinforcement.
d) Strain-hardening of steel.
Bond.

e)
f) Tensile strength of concrete.

2. Geometric Variables:

a) Shape and size of sections.

b) Amount of tension reinforcement.

¢) Amount of compression reinforcement.

d) Amount and spacing of lateral reinforcement.
e) Cover thickness.

3. Loading Variables:

a) Duration of loading.
b) Axial loading.

c¢) Prestressing.

d) Repetition of loading.
e) Loading reversal.
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The effects of the above factors on sectional ductility were investigated by
using a nonlinear sectional theory, realistic stress-strain relationships for
concrete and steel and a numerical method of computation developed in [8].
These have been described in a recent paper by the authors [26] and are
briefly reviewed in the next section.

Sectional Analysis

a ) Stress-Strain Relationship for Concrete in Compression

The main factors affecting concrete behaviour are: concrete strength,
lateral reinforcement, creep, strain gradient, size of specimen and type of
loading. A stress-strain relationship for concrete in compression, proposed by
SARGIN [8], takes all these factors into account by a proper choice of five
governing parameters: the concrete cylinder strength, f,; the initial Young
modulus, ,; the ratio of maximum stress to cylinder strength, k,; the strain
corresponding to maximum stress, ¢,; and a parameter, D, which mainly
affects the descending branch of the stress-strain curve. By denoting 4 =
E eylksf, and x=¢/e,, Sargin’s relationship can be expressed as:

60
— 50L HIGH GRADE
>
i
(9p]
w
ldx:.l 30 MEDIUM GRADE
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/€p Epin ! | ] !
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Fig. 1. Typical stress-strain curves for (a) concrete in compression and (b) reinforcing steel.



58 M. Z. COHN - S. K. GHOSH

Ax+(D—-1)2?
1+(A4—-2)x+Dx*

o=ksfe (1)
Equations expressing E,, k5, ¢, and D in terms of the factors affecting them
are given in [8] and are used in numerical calculations. For the sake of brevity,
these are not reproduced here. Typical stress-strain curves for concrete in
compression, Eq. (1), are illustrated in Fig. 1(a).

b) Stress-Strain Relationship for Concrete in Tension

The behaviour of concrete in tension is assumed to be elastic-brittle and
can be expressed by the following equations:

o,=H.e (for ¢=¢,),

(2)

g; = O (fOI' €t> etr) ’

where ¢,=o0,/E, is the cracking strain and o, is the modulus of rupture of
concrete. An equation expressing o, in terms of the factors governing it is
also given in [8].

c) Stress-Strain Relationships for Reinforcing Steels

The following idealized relationships, consisting of three parts corresponding
to the elastic, yield and strain-hardening ranges, and considered applicable to
most American steel grades with yield limits not in excess of 75 ksi, are adopted
in this study:

o, = Hie, (for 0=¢,=5¢)),

o-s = fy (fOI‘ Ey < ES é €sh) b (3)

Oy = fy+Esh(€s“€sh)1_' 4(0'su_fy)

(for e>ey,),

where E, is the Young modulus for steel, f, is the yield limit, €y, is the strain
at the onset of hardening, K, is the strain-hardening modulus and o, is the
ultimate stress. ,

Typical stress-strain curves for steel, Eq. (3), are illustrated in Fig. 1(b),
along with stress-strain curves for high strength steels (proof stress > 75 ksi)
and prestressing wires, which are not used in the present investigation.

d) Nonlinear Sectional Theory

With the notations and assumptions of Fig. 2, the force and moment
equilibrium equations for a reinforced concrete section, symmetrical about
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Fig. 2. Basic notations in the flexural analysis of reinforced concrete sections.

one axis and loaded in the plane of symmetry, can be expressed as follows:

kd Yt
({G(e)b(y)d?/+A§0;—({0¢(€t)b(y)dy~AsCfs=P, (4)
kd
[o(e)b(y)(d—kd+y)dy+Afo(d—d)
0
Y (5)
The assumption of linear strain distribution implies:
o _ & & _¢_ S
kd kd-d d-kd y y, (6)

Egs. (1), (2) and (3) are used to eliminate o, o, and o, o, respectively, and
Eq. (6) to eliminate y and y, from Eqs. (4) and (5).

e) Numerical Method of Solution

A numerical method is developed to solve Eqgs. (4) and (5) simultaneously
in the following steps (Fig. 3):

a) Starting from zero, increase ¢, at some chosen interval.

b) For any given value of ¢,, find a value of £ by successive approximation such
that Eq. (4) is satisfied with a specified tolerance.

c¢) Solve Eq. (5) for M with the known values of ¢,, k¥ and the given P.

d) Calculate all other behaviour parameters: ¢, EI (flexural rigidity), ete.

e) Continue to increase ¢, up to and beyond the value ¢, at which the moment
reaches a maximum. ¢, corresponds to the ultimate state of the section.
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Fig. 3. Flow diagram for numerical analysis.

Using the above method of sectional analysis, 1734 sections were analyzed
under various combinations of the factors enumerated in the preceding section
(Tables 1 and 2). Some of the results of this investigation are presented herein.
The effects of the various factors on the ductility of the sections analyzed are
discussed in the next three sections.

Material Variables

The effects of concrete and tension reinforcement qualities on the M —¢
relationships of reinforced concrete sections are shown in Fig. 4. This figure
shows that, irrespective of the reinforcement percentage p, sectional ductility
increases with increasing concrete and decreasing tension reinforcement
strengths. This can be seen more clearly in Fig. 5, in which the ductility ratio
$u/d, is plotted against the reinforcement percentage p for various grades of
concrete and tension reinforcement. Each curve has a little arrowhead attached
to it, which corresponds to the maximum percentage of tension reinforcement,
P x> that can be used in sections designed according to the ACI ultimate
strength theory [23]. Fig. 5 shows that although for low reinforcement per-
cen tages fairly high ductility ratios are available for most grades of concrete
and steel, this ratio may be as low as 2.5 for some steel and concrete grades,
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Table 1. Variable combinations for various sections tnvestigated
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Sections 153-204, 205-456, 457-608, 1127-1278, 1279-1430, 1431-1582, and 1583-1734 correspond to sections 1-152 for
f;, fy = 3,60; 3,75; 4,45; 4,75; 5,45; 5,60; and 5,75 ksi, respectively.

as p approaches p,,... It must be remembered, however, that Fig. 5 is for
singly reinforced sections containing nominal amounts of lateral reinforcement
(No. 2 ties at 9” spacing). Ductility can be increased somewhat by reducing
the spacing and increasing the diameter of the ties. It an be improved con-
siderably by the addition of suitable amounts of compression reinforcement.

Sectional behaviour is affected much more by the spacing and cross-sectional
area of lateral reinforcement than by its grade. The latter was, therefore, not
studied in the present investigation.
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Fig. 4. Effect of concrete and steel grades and of steel percentages on ductility: M-¢ diagrams.

Fig. 6 shows the effects of strain-hardening of steel on the M —¢ relation-
ships of singly reinforced sections. All reinforcing steels had the same modulus
of elasticity, yield strength and strain at the onset of hardening; only the
strain-hardening modulus E was varied. The ductility ratio ¢,/¢, is plotted
against p for three different £, in Fig. 7. It can be seen that strain-hardening
of steel improves the duectility of lightly reinforced sections, but has a negligible
effect on heavily reinforced sections. Fig. 7 also shows that ductility increases
as E, is increased from 0 to 1.25x 103 ksi, but then it decreases as K, is
further increased to 2.5x 102 ksi. This would suggest that there is an optimal
values of K that maximizes the sectional ductility.
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Fig. 5. Effect of concrete and steel grades and of steel percentages on ductility : ¢u/dy-p diagrams.
I-2
Lol Egy= O, 125x 10° ksi, 25103 ksi :C - g(')(slisi
p'=0
—~Eg=26 %10 ksi
o8 Egp=1-25 x 103 ksi
Egh=25 x 103 ksi
h=1-25x 10% ksi

HES

E,=0
h
- Eh= 25 x103 ksi
Egn=125 x 10%ksi
—Egn=0
=== E= 25x10%ksi

M/bh? (ksi)
[e]
<

04
~— Egh=1-25x103 ksi
o2y T Egp=0 -
| | 1 ] |
0] 1-0 20 30 40 50 60 70 80
$h (%)
Fig. 6. Effect of strain-hardening of steel on duectility: M-¢ diagrams.
30
fo=4 ksi
fy=60 ksi
20 y
Esh=0 p'=0

Egh=125 x 103 ksi
Egn=25x103 ksi

(o] 1 | L1 1
05 10 -5 20 25 30 35 40

p (%)
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The effect of bond was investigated through BARER’s [26] bond factor F,
which is defined as the ratio of steel and virtual concrete strains at the same
level, 1. e.

ek
F=_—_35"__ 7
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Ne al/° ‘1?
o wf j Q,P
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1 !
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éh (%)
Fig. 8. Effect of bond on ductility: M-¢ diagrams.

Fig. 8 shows the M —¢ relationships of four singly reinforced sections with
F=0.25, 0.50, 0.75 and 1.00, respectively, and identical in all other respects.
The ductility ratios of these sections are plotted in Fig. 9, which shows that
ductility is the highest for the section with full bond (# =1.00) and that it
decreases steadily as F is reduced from 1.00 to 0.25.

M — ¢ relationships for sections in which the tensile strength of concrete was
totally neglected and in which it was accounted for were found to be nearly
identical. It was, therefore, concluded that the tensile strength of concrete
has no significant effect on the sectional behaviour.

25
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[ | ! | 1
05 10 15 20 25 30 35 40
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Fig. 9. Effect of bond on ductility : ¢,/¢,-p diagrams.
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Geometric Variables

NEwMARK and HALL [10] studied the effect of variations in depth on the
ductility of rectangular sections and concluded that ductility was unaffected
by such variations. The effects of sectional width and effective depth variations
on the rotation capacity (hence ductility) of rectangular sections were investi-
gated by CorLEY [28]. He concluded that ductility was not significantly
affected either by depth or by width. These conclusions, based on reliable
experimental evidence, are accepted in this study; the effects of sectional size
on ductility are not investigated.
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Fig. 10. Effect of sectional shape on ductility:

| ; :
buldy-p diagrams for T-sections. 03 10 15 20 25 30 35 40

p=As/b d (%)

Fig. 10 shows ¢,/¢, —p (with p=A4,/b,d, and b, =web width) diagrams for
T-sections, the overall depth, effective depth and web width of which were
equal to the corresponding depths and width (20", 18” and 10", respectively)
of the rectangular sections studied so far. The flange width and thickness were
30" and 2.5", respectively. It can be seen by comparison with Fig. 5 that the
overhanging flanges provide a substantial improvement in ductility. This is
not surprising in view of the fact that the overhanging flange area can be
considered as an equivalent compression steel area and compression reinforce-



68

M. Z. COHN - S. K. GHOSH

ment is known to have a favourable effect on ductility. Sectional shapes other

than rectangle and 7' were not investigated.

The effect of the amount of tension reinforcement on ductility can be observed
in Figs. 4 and 5. Fig. 11 illustrates sectional M —¢ relationships for various
amounts of tension steel, corresponding to a particular quality of concrete
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Fig. 11. Effect of tension steel percentage on ductility: M-¢ diagrams.
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Fig. 12. Effect of compression reinforcement on ductility: M-¢ diagrams.
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and of tension reinforcement. Figs. 4, 5 and 11 confirm that ductility decreases
with increasing amounts of tension reinforcement, and that very little or no
ductility is available for sections with very high steel percentages (e.g. 49,).
This is why most codes of practice [23] impose an upper limit on the amount
of tension reinforcement that should be used in design.

Fig. 12 shows the effect of compression reinforcement on sectional M —do
relationships. For a particular quality of concrete and of reinforcing steel,
M —¢ diagrams are drawn for various percentages of tension reinforcement
and for various ratios of compression and tension steel areas. ¢,/¢,—p dia-
grams for various p’/p ratios and for various qualities of concrete and steel
are plotted in Fig. 13. These figures show clearly that sectional ductility can
be improved considerably by the addition of suitable amounts of compression
reinforcement. This is also evident from Table 3, in which ¢,/¢, values are
tabulated for different concrete and steel qualities, various amounts of tension

05 10 15 20 25 30 35 40
P (%)

301 fe = 4ksi
p/p = 100 1y * 60
»¥p 1 075
p/p * 0-50
p/p 2025

i 1
05 10 15 20 25 30 35 40
p (%)

. L 1 1
0% (X [B-] 20 23 30 3% 40 08 10 s 20 25 30 35 40
p (%) p (%)

Fig. 13. Effect of compression reinforcement on duectility : ¢y/¢,-p diagrams.
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reinforcement and various p’/p ratios. For flexural members, the ductility of
support sections is usually more critical than that of span sections [22], because
span sections very often act as 7'-sections, so that their ductility is improved
considerably by the overhanging flange areas (Fig. 10). However, support
sections usually contain an amount of compression reinforcement. In flexural
members, the amount of positive moment steel is usually about 75 to 809,
of the tension steel provided for negative moments. If half of the steel for
positive moments is bent up, the other half automatically provides compression
‘steel in the amount A4;=0.5x0.84,=0.4 4., where A is the tension steel
for negative moments. This amount of compression steel can considerably
improve the ductility of a section. Table 3 shows that the ductility ratio of a
section with p=1.5%,, f,=4 ksi and f,=60 ksi nearly doubles from 5.35 to
9.48 when compression steel in the amount 4;=0.5 4, is added. Incidentally,
Table 3 also indicates that sections reinforced with usual, economic percentages
of high grade steel, when made of commensurately high grades of concrete,
are capable of mobilizing reasonable levels of ductility. For instance, a section
with f,=5 ksi, f,=75 ksi, p=1.5%,, and p'=0.25p, has a ductility factor of
5.48. This would appear to suggest that inelastic design is not necessarily
unsuitable for structures made of high grade steels, as has sometimes been
claimed in the past. Table 3 also indicates that the unfavourable effect of an
increase in steel strength on sectional ductility is usually more pronounced
than the favourable effect of an increase in concrete strength.

The effect of tie spacing on sectional M — ¢ relationships is illustrated in
Fig. 14. Fig. 15 shows ¢, /¢, variation with p for different tie spacings. It can
be seen that ductility increases somewhat as tie spacing is reduced, but that

-2

fo = 4 ksi

fy =60 ksi

p=0

s=2,4"

s=9u S=6|I

! 1

0 -0 20 30 40 50 60 70 80

Ph(%)

Fig. 14. Effect of tie spacing on ductility : M-¢ diagrams.
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Fig. 15. Effect of tie spacing on ductility: ¢ /dy-p diagrams.
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Fig. 16. Effect of tie size on ductility: ¢u/dy-p diagrams.
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Fig. 17. Relative effect of compression and lateral reinforcements on ductility.

this is not a very effective way to improve ductility. Fig. 16 shows that ductility
increases slightly with an increase in the cross-sectional area of lateral rein-
forcement, at all tie spacings.

Fig. 17 illustrates the relative efficiency of compression and lateral rein-
forcements in improving the ductility of reinforced concrete sections. It can
be seen clearly that compression reinforcement is considerably more efficient
than ties at all percentages of tension reinforcement. In a recent investigation,
[18] SmaH and VijAYy RANGAN studied the relative efficiency of compression
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reinforcement, rectangular ties and randomly oriented short steel fibres in
improving the ductility of compression concrete in flexural members. Rectan-
gular ties were found to be by far the most efficient among the three. This con-
clusion may seem to be contradictory to that suggested by Fig. 17. It has
been pointed out, however, that this is not the case [19]. As has been mentioned
while discussing various ductility definitions, the ductility of steel and concrete
as materials is very different from the ductility of a reinforced concrete section.

Fig. 18 shows the effect of cover thickness on sectional M — ¢ relationships.
é./¢,—p diagrams for different thicknesses of cover are plotted in Fig. 19.
It can be seen that the influence of cover thickness on sectional ductility is
negligible.

fo=4 ksi
fy =60 Kksi
p'=0
/*C=l" —C=2"
¥C=3"
i | i I | L !
0 10 20 30 4.0 50 60 70 80
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Fig. 18. Effect of concrete cover on ductility: M-¢ diagrams.
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Fig. 19. Effect of concrete cover on ductility : ¢u/¢y-p diagrams.
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Loading Variables

In creep analysis, the major factors are the rate of loading, loading duration
and the age of concrete at the time of loading. Since control of the rate of loading
is difficult in actual structures, a conventional loading rate should be adopted.
A practical proposal, due to RtscH [25] and adopted in this study, is to
assume that the load is applied in about 20 minutes at constant rates and
sustained subsequently up to failure. The age of concrete at the time of loading
was assumed to be 28 days for all the sections studied. Fig. 20 illustrates
M — ¢ relationships for different durations of loading, corresponding to various
percentages of tension reinforcement. ¢,/¢, —p diagrams are plotted for
different loading durations in Fig. 21. It can be seen that the effect of creep

e fy =60 ksi, fe =4 ksi, Age at loading = 28 days
t=10 min.
12 p =30% . mmmmmemees t=|02min.
: it = O3 min.
Lo — e ==+ =10%min.
e N I A e t=10° min.
— e £ 2108 min,
[72]
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N
L
0
> 06
=
0.4}
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! ! | I
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1.0 2.0 3.0 40 50 6.0 7.0 8.0
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Fig. 20. Effect of loading duration on duetility: M-¢ diagrams.
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Fig. 21. Effect of loading duration on ductility : ¢,/dy-p diagrams.
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on ductility is, in general, favourable, although for low reinforcement per-
centages, ductility drops a little when loading duration exceeds 10* min.
(=1 week). On the whole, the effect of loading duration on ductility is found
not to be very significant.

Fig. 22 shows the effect of axial loading on sectional M —¢ relationships
for a particular quality of concrete and of reinforcing steel and for various
amounts of reinforcement. ¢,/¢, —p (= p’) diagrams for various levels of axial
load and various qualities of steel and concrete are plotted in Fig. 23 for
symmetrically reinforced rectangular sections. Load-moment interaction dia-
grams for sections with f,=4ksi, f,=60ksi and different p=p’ are illustrated
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Fig. 22. Effect of axial loads on duectility: M-¢ diagrams.
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Fig. 23. Effect of axial loads on ductility: ¢u/¢y-p diagrams.

(in full lines) in Fig. 24. The shape of these diagrams in the region which
corresponds to tension failure is to be noted. This shape is a consequence of
the ultimate stage definition adopted in this study. The interaction diagrams
drawn in full lines change to those indicated by dotted lines when the ultimate
stage is defined by the extreme compression fibre strain reaching a value of
0.3%,. Fig. 24 indicates that sectional behaviour is governed by tension only
as long as axial load levels do not exceed 20 to 359, (depending upon the
amount of reinforcement) of the axial load carrying capacity of the section.
Fig. 23 indicates that as long as failure is governed by tension, a section is
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Fig. 24. Interaction diagrams for symmetrically reinforced sections.

capable of mobilizing a certain amount of ductility, although this decreases
drastically as the axial load on the section approaches the level corresponding
to balanced failure. Fig. 23 also indicates that for the low levels of axial load
usually carried by flexural members in reinforced concrete frames (not exceeding
10-159, of the axial load carrying capacity), fairly high amounts of sectional
ductility are always available.

The effects of repeated loading and load reversals were not investigated by
the authors. They would like, however, to refer here to an experimental
investigation into these effects carried out by NEwWMARK and HarL [10].
Several singly and doubly reinforced beams were tested such that the load on
each beam was removed completely and then reapplied at several stages
during a test. The results indicated that the removal and reapplication of load
had little or no effect on either the load carrying capacity or the ductility.
A few symmetrically reinforced beams were tested under repeated reversals
of load. There were some indications that while load carrying capacity remained
unchanged, ductility was impaired, albeit only slightly, by such repeated load
reversals.

Summary and Conclusions

The findings of the present investigation can be summarized as follows:

1. The various factors affecting the ductility of a reinforced concrete section
can be divided into three groups: material, geometric and loading variables.

2. a) Among the material factors, the quality of concrete and the grade of
reinforcement appear to be the most important. Sectional ductility increases
with higher concrete grades and lower tension reinforcement strengths.

b) Sectional ductility increases as the strain-hardening modulus of tension
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reinforcement, & , is increased from zero to a certain value, but then decreases
as H is further increased.

¢) Ductility is the highest for sections with full bond.

d) The tensile strenght of concrete does not appreciably affect sectional
duectility.

3. a) Among the geometric variables, sectional width and depth do not
appear to affect sectional duectility.

b) The overhanging flange areas of 7'-sections improve sectional ductility
considerably. ’

¢) The ductility of a section decreases as the amount of tension reinforce-
ment increases, very little ductility being available as p approaches the
balanced steel percentage.

d) Sectional ductility can be improved by decreasing the spacing and
increasing the amount of lateral reinforcement, and also by the addition of
suitable amounts of compression reinforcement. The latter is found to be
much more efficient than the former in providing sectional ductility. When
an improved ductility is desired, the addition of suitable amounts of com-
pression reinforcement seems to be the best way to provide it.

e) The influence of cover thickness on sectional ductility appears to be
negligible.

4. Among the loading factors, only the effects of duration of loading and
of axial loading are studied in detail.

a) The effect of loading duration on sectional duectility is found not to be
very significant.

b) A section is found capable of mobilizing some ductility as long as failure
is governed by tension, although the amount of this available duectility
decreases drastically as the level of axial load approaches that corresponding
to balanced failure. However, fairly high amounts of sectional ductility are
found to be available for sections subject to axial loads in the order of 10-159%,
of their carrying capacities.

The following conclusions can be drawn from this study:

1. The ductility of reinforced concrete sections in bending is primarily
influenced by p, p’, f. and f,. Other variables have a secondary effect.
(However, the amount and distribution of lateral reinforcement have an
essential role in improving shear behaviour and preventing premature shear
failure.)

2. The ductility factor is significantly reduced for high grade steels. However,
when such steels are combined with relatively high grade concretes, the duc-
tility factor is sufficiently large to accommodate plastic redistribution for
usual, economical steel percentages. (For ¢,/d,=5 with f, =75ksi, f,=5ksi
and p’' =0, p=1.49%, follows.)

3. Since most reinforced concrete sections contain some compression rein-
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forcement (because of construction or code requirements), the available
ductility is usually adequate and larger than it would appear. '

4. If a minimum value of ¢,/¢, =5 is accepted as a prerequisite for practical
inelastic design, plastic action can be permitted in reinforced concrete columns,
provided that the sections fail in tension under combined bending and com-

pression.
Notations
A Eoelksfe.
A, area of tension steel.
A; area of compression steel.
b width of section.
c thickness of cover.
C, resultant force in compression concrete.
C, resultant force in compression steel.
d effective depth or depth of tension steel from extreme compression fibre.
d’ depth of compression steel from extreme compression fibre.
d"  tie diameter.
D  parameter of compression concrete stress-strain relationship.
e eccentricity of external load from centroid of tension steel.
e,  proof strain of high strength steel.
E, initial tangent modulus of elasticity of concrete.
E, modulus of elasticity of steel.
Eg strain-hardening modulus of steel.
El dM|dé¢=A4M|44¢, flexural rigidity of section.
. standard cylinder strength of concrete.
f,  yield strength of steel.
F e kle, (1 —k), bond factor.
h total depth of section.
k relative depth of neutral axis.
k,  parameter indicating position of resultant compression concrete force.
k;  ratio of maximum stress to cylinder strength.
M  sectional moment.
M, ultimate moment.
P A,/bd, tension reinforcement ratio.
p’  Agbd, compression reinforcement ratio.
Pma Maximum permissible tension reinforcement ratio.

NS Ny

axial load on section.

ultimate load.

spacing of lateral reinforcement.
loading duration in minutes.
resultant force in tension concrete.
resultant force in tension steel.
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€leg-

distance of a sectional fibre away from neutral axis.
depth of uncracked area in tension from neutral axis.
longitudinal strain, specifically compressive strain in concrete.
compression concrete strain corresponding to maximum stress.
e, +0,/E.

strain in tension steel.

strain in compression steel.

steel strain at the onset of strain-hardening.

tensile strain in concrete. '

cracking strain of concrete.

ultimate strain, specifically in compression concrete.
yield strain, specifically in compression concrete.
compressive stress in concrete.

proof stress of high strength steel.

stress in tension steel.

stress in compression steel.

tensile stress in concrete.

modulus of rupture of concrete.

sectional curvature.

curvature corresponding to ultimate moment.
curvature corresponding to yield moment.
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Summary

An analytical investigation simulating tests on some 1700 specimens is
performed, in order to evaluate the effect of a large number of factors on the
ductility of reinforced concrete sections in pure and combined bending.

The analysis is based on reliable stress-strain characteristics for steel and
concrete and enables moment-curvature and ductility factor-steel percentage
diagrams to be prepared for a broad range of combinations of the variables.

The study demonstrates that reinforced concrete sections possess a signi-
ficant amount of ductility which can be used advantageously within a wide
spectrum of design variables.

Résumé

Une étude analytique simulant environ 1700 essais est effectuée afin de
trouver 'influence d’'un grand nombre de facteurs sur la capacité de défor-
mation des sections en béton armé sous flexion pure et composée.

L’analyse est basée sur des diagrammes contraintes-déformations éprouvés
pour l'acier et le béton. Elle offre la possibilité de trouver pour beaucoup de
combinaisons de variables les diagrammes moments-courbures et les dia-
grammes capacité de déformation-pourcentage d’acier.
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L’étude montre que les sections en béton armé possédent une capacité de
déformation accentuée dont on peut profiter dans un large spectre des variables.

Zusammenfassung

Es wird eine analytische Untersuchung, die Versuche an ungefdhr 1700
Proben simuliert, durchgefiihrt, um den Einfluss einer Grosszahl von Faktoren
auf die Verformungsfihigkeit armierter Betonquerschnitte unter reiner sowie
zusammengesetzter Biegung zu ermitteln.

Die Berechnung beruht auf zuverldssigen Spannungs-Dehnungs-Diagram-
men fiir Stahl und Beton und ermdéglicht das Erstellen der Momenten-Kriim-
mungs- sowie der Verformungsfaktor-Stahlgehalt-Diagramme fiir viele Kom-
binationsmoglichkeiten der Variablen.

Die Studie zeigt, dass armierte Betonquerschnitte eine ausgeprigte Ver-
formungsfahigkeit besitzen, welche innerhalb eines breiten Spektrums von
konstruktiven Annahmen vorteilhaft ausgeniitzt werden kann.
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Uber die Stirke und Steifigkeit von Kastentriigern mit
Rechteckquerschnitt

About Strength and Stiffness of Rectangular Box-Girders

Résistance et rigidité de poutres en caisson rectangulaire

J. D. JANSSEN F. E. VELDPAUS
Prof. Dr. Ing. - Ing.
Laboratorium fir Technischo Mechanik, Technische Hochschule Eindhoven NL

1. Einleitung

Das mechanische Verhalten (diinnwandiger) Kastentriger lasst sich in
bestimmten Féllen — wovon Fig. 1.1 einige Beispiele gibt — mit Hilfe der
elementaren Bernoullischen und Bredtschen Biegungs- und Torsionstheorie
nicht geniigend exakt beschreiben.

(Wsibbehinderung)

d

Fig. 1.1. Beispiele fiir welche die Theorien von Bredt und Bernoulli nicht geniigen.
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Nach der Bredtschen Theorie treten axiale Verschiebungen des Querschnitts
auf, wenn der Triger mit einem Torsionsmoment (Fig. 1.1b) belastet wird.
Behinderung dieser Verwolbung wird u. a. das Auftreten axialer Normalspan-
nungen und zusétzlicher Schubspannungen zur Folge haben.

In bestimmten Belastungssituationen — siehe z. B. Fig. 1.1¢ und Fig. 1.1d —
wird ausserdem eine Anderung der Form des Querschnitts stattfinden: das
Schiefziehen der Profillinie.

Es gibt eine ganze Reihe eindimensionaler Theorien fiir diinnwandige
Kastentriger, bei denen man den Einfluss der Querschnittsverwolbung beriick-
sichtigt. Oft ldsst man dabei die Wirkung des Schiefziehens ausser Betracht,
siehe z. B. D. WirLLiams [1], W. FLtcoE und K. MARGUERRE [2], R. HEIL1G [3],
C. KoLLBRUNNER und N. Haspix [4]. Experimentell kann klargestellt werden,
dass dies ofters nicht den Tatsachen entspricht [5]. Selbstverstindlich wére
es moglich, die Wirkung des Schiefziehens hinreichend zu reduzieren, wenn
man geniigend Querschotte im Trager einbaut. Diese Situation wird aber nicht
immer auftreten.

Zwar ist u.a. von JANSSEN [5], DABROWSKI [6], VLAsOV [7], LACHER [8],
REsINGER [9] und CsoNka [10] eine Theorie angegeben worden, bei der sowohl
die Wirkung der Verwolbung als des Schiefziehens des Querschnitts wohl be-
riicksichtigt wird. Ein Vergleich dieser Theorien ist jedoch nicht Zweck dieser
Arbeit.

Mit Hilfe der klassischen Theorie fiir Plattenbiegung und durch genaue
Experimente hat JANSSEN [5] bewiesen, dass die in [5] prisentierte Modifika-
tion der Vlasovschen Theorie [7] die Realitat zur Geniige darstellt. Aus dieser
modifizierten Vlasov-Theorie ergibt sich u.a., dass eine bessere Beschreibung
der Biegespannungen mdoglich ist als mit [7]. Deshalb beschrinkt sich diese
Arbeit auf die von Janssen aufgestellte Theorie. Wendet man seine auf dem
Prinzip der minimalen potentiellen Energie basierte Arbeitsweise an, so blei-
ben die Berechnungen tibersichtlich und systematisch. Wir werden danach
streben, die wichtigsten Ergebnisse in eine fiir den Praktiker nutzbare Form
darzustellen.

Hierbei werden wir uns auf zylindrische Kastentriger mit Rechteckquer-
schnitt und zwei Symmetrieachsen beschrinken. Obwohl diese Beschrankun-
gen nicht wesentlich sind, so sind sie doch mehr oder weniger notwendig, um
zu einer Theorie zu gelangen, die auch analytisch handlich ist. Bei einem
beliebigen Querschnitt ist es zweckméssiger, einem numerischen Weg zu folgen,
etwa mit Hilfe der Methode der finiten Elemente [11].

Der Belastungszustand in einem Endquerschnitt des Tréigers ist in den
Theorien nach Bernoulli-Navier und Bredt vollig charakterisiert durch die
Normalkraft, die Querkrifte, die biegenden Momente und das Torsionsmoment.
Beriicksichtigt man aber die Verwolbung und das Schiefziehen des Querschnitts,
so werden auch die in Fig. 1.2 gezeichneten Gleichgewichtssysteme von grosser
Wichtigkeit sein.
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12b|

X
X\

Zba
Fig. 1.2. Gleichgewichtssysteme.

In dieser Arbeit werden fiir einige spezifische Belastungen die Differenzen
untersucht, die zwischen der Theorie fiir Trager mit starrem Querschnitt einer-
seits und mit verformbarem Querschnitt anderseits auftreten. Dabei mdchten
wir uns auf Belastungssysteme beschranken, die hinsichtlich der beiden Sym-
metrieflichen des Triagers antimetrisch sind, wie z.B. ein Torsionsmoment
oder die in Fig. 1.2 gezeichneten Kriftesysteme. Eine eventuelle Belastung
der zylindrischen Oberfliche des Trigers bleibt ausser Betracht, es sei vielmehr
auf die in [5], [7] und [8] préasentierten Arbeitsweisen hingewiesen.

2. Bezeichnungen
2.1. Koordinaten (siehe Fig. 2.1)

x Langsachse.
Y,2 Querschnittshauptachsen.
8 Konturordinate.

2.2. Geometrische Daten (siehe Faig. 2.1)

by, by halbe Hohe, bzw. halbe Breite.
by bo, E(8) Wandstérke.
z
ts Profillinie
M= —|
: [ || s=Bogenlinge Profillinie
by l !
[ > 1 -
! Ux I b
I
b1 t| ! [ t1
[ |
tz
" bs | b

Fig. 2.1. Querschnitt des Tragers; Koordinatensystem.
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l Léange des Tragers.
F Querschnittsfliche; F =4 (b t, +byt,).

2.3. Werkstoffdaten

I Elastizitatsmodul.
G

Schubmodul.
Querdehnungszahl.

L~

2.4. Verschiebungsfunktionen (siehe Fig. 2.2)

u(z,s) Verschiebung in axialer Richtung.

v(x,s) Verschiebung in Richtung der Konturordinate.

B (x) Verwolbungsfunktion.

0 (x) Verdrehung des Querschnitts.

K () Verformungswinkel der Profillinie.

é(s) Verschiebung » wenn S () = 1.

h(s) Verschiebung v wenn 0 (z) = 1, « () = 0.

m (s) Verschiebung v wenn 8 (z) = 0, « () =1

2.5. Spannungen und Kraftgrossen (siehe Fig. 2.2)

o(x,s) axiale Membrannormalspannung.

7(x,s8) Membranschubspannung.

71 (%, 8), 75 (x, ) Membranschubspannungen in Platte 1, bzw. Platte 2.

o, (x,8) Biegespannung.

o;q(x,8) Vergleichsspannung.

G (s),7(s) vorgeschriebene Spannungen im Endquerschnitt.

M (x) Torsionsmoment.

B (x), @ (x) axiales, bzw. transversales Bimoment.

B, M,Q vorgeschriebene Belastung im Endquerschnitt.
"M, (x,8) Biegemoment pro Lingeneinheit im Querschnitt.

M, (x,s) Biegemoment pro Langeneinheit im Lingsschnitt.

2.2. Spannungen und Verschiebungen.
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2.6. Steifigkeitsdaten

ay,ay,04,a, Steifigkeiten nach (3.13), (3.14), (3.15), (3.21).

c Steifigkeit nach (4.4).
4 _ 1l ¢
xyg = Z a
1 aic
e = 16 a2
a
- o
as
po= oz’
o = g (1 +e€).
v = og (1 —e).
0% = 1—e€2

2.7. Indizien

S fiir Theorie mit starrer Profillinie.
f fiir Theorie mit verformbarer Profillinie.
b fiir Theorie nach Bredt.

2.8. Sonstige Symbole

V potentielle Energie.

ly charakteristische Lénge des Trigers nach (6.1) und (6.2).
¢, = cosh (xx) sin (y x).

by = cosh (xx) cos (y x)

by = sinh (ax ) cos (y x).

b, = smh (ccx) sin (y x).

() ( )-

3. Tréger mit starrer Profillinie

Analog [5] stiitzt sich die Theorie auf das Prinzip der minimalen potentiellen
Energie, mit der ein iibersichtliches, gut fundiertes und konsistentes Ndherungs-
verfahren entsteht, das mit dem u.a. in [3] présentierten Verfahren iiberein-
stimmt.

Um nicht nur kinematische, sondern auch dynamische Randbedingungen
mit einzubeziehen, betrachten wir einen Triger, der bei x =0 starr eingespannt
ist und bei x =17 durch die Normalspannungen & (s) und die Schubspannungen
7 (s), die gleichmdssig iiber die Wandstéirke verteilt sind, belastet ist. Selbst-
verstindlich sollen 6 und 7 den in der Einleitung erwdhnten Antimetrie-
bedingungen geniigen, also:
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fedF =0, foydF =[62dF =0, (3.1)
F F F
F(%%dﬁ' =ﬁjig§dﬁ’ =0. (3.2)

Die Theorie wird eindimensional, wenn das Modell der Verschiebungen im
Querschnitt als bekannt vorausgesetzt wird. Fiir die Verschiebung in Rich-
tung der Konturordinate, v (z, s), setzen wir Unverformbarkeit der Profillinie
voraus, wogegen das Modell fiir die axialen Verschiebungen sich auf die Bredt-
sche Torsionstheorie stiitzt. Dann gilt (siehe Fig. 2.2):

u(@,s) = B(x)$(s), (3.3)
v(x,s) = 0(x)h(s) (3.4)
mit (siehe Fig. 3.1):
b (s) =y(s)z(s) (3.5)
_ | by fiir y = +b,,
i (s) _{bi fiir 2 = + b, (3.6)

12

|

h=b2

h=b2

LTI

h=b,

P (s)

Fig. 3.1. Graphische Darstellung ¢ (s) und h(s).

Da nur Membranspannungen auftreten, folgt mit der angegebenen Belastung
fiir die potentielle Energie V des Trigers:

v F

V-_—%Of;f{E¢2(ﬁ')2+a(ﬁz—f+h0')2}dmx—,9(1)fa¢dﬁ*—e(zumdp. (3.7)

Hieraus ergeben sich das axiale Bimoment B und das Torsionsmoment M als
wichtige Spannungsresultanten der Belastung im Querschnitt z=1:

= [5()$(s)dF (3.8)

B
]W:j!q‘-(s)h(s) dF. (3.9)



UBER DIE STARKE UND STEIFIGKEIT VON KASTENTRAGERN 91

Analog (3.8) und (3.9) definieren wir das axiale Bimoment B (x) und das
Torsionsmoment M (x) in einem beliebigen Querschnitt:

B (x) =1«£0(x’8)¢(8) dr, (3.10)
M (x) =f7(x,s)h(s)dF. (3.11)
P

Mit der Substitution von (3.1) und (3.2) in (3.7) ergibt sich:
! _ _
V= 3fla; (B')?+a{pf>+ (0} +2a;80 Jde— BB()-MO(), (3.12)
x=0 .

wobei die Steifigkeitskonstanten a,, a, und a; definiert werden durch:

ay = Eﬁzdﬁ"=§Eb§bg(bltl+b2t2), (3.13)
dd\2 .
ay= 6 [ (55) 4F = GIIAF = 4Gbby by to+byt), (3.14)
i
dé
Gy = G{REEAF = 4Gbby(—byty+byty). (3.15)

Nach dem Prinzip der minimalen potentiellen Energie ist 6V =0 fiir alle
zuléissigen Variationen von 8 und 6, und hieraus folgen die Differentialglei-
chungen fiir 8 (x) und 6 (z):
—alﬁll+a26+a301=0, (3.16)
a3ﬁl+(l29” e O (3.17)
und zwei dynamische Randbedingungen fiir x=1:
B =a,B (x=1), (3.18)
M = ay (6 +pplyey = 3,0 (x=0) +pa, B’ (@=1), (3.19)

wobei die dimensionslose Konstante u angegeben wird durch:

_%
=g (3.20)

und a, die speziﬁsche Torsionssteifigkeit nach Bredt ist:

a2 — gl
ay == % (3.21)
2

Die Formeln (3.18) und (3.19) kann man auf jeden beliebigen Querschnitt x
erweitern; sie stellen dann den Zusammenhang dar zwischen den Schnitt-
grossen B (z) und M (x) einerseits und den Verschiebungsgréssen B (x) und
0 (x) andererseits:

B(x) =a,8 (2), (3.22)
M(x) =a,0 () +pa,B" (x) =a,b (x)+p B (x). (3.23)
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Im Zusammenhang mit den Berechnungen des vierten Kapitels fiir Tréiger
mit verformbarem Querschnitt ist es angebracht, ausser B (z) und M (), als
dritte Schnittgrosse das transversale Bimoment ) (x) zu definieren:

Q)= B'(x) =a; " = ay (B+p0'). (3.24)
Aus (8.16) und (3.17) lasst sich eine Differentialgleichung in S () ableiten:
B” —A2B" =0, (3.25)
wobei ae=% (3.26)
a,

Die allgemeinen Losungen fir 8, 8, B und M sind lineare Kombinationen der
Funktionen 1, z, cosh (Ax) und sinh (Az). Es gilt:

B(x) = —pcy+A{czcosh (Ax)+c,sinh (Ax)}, (3.27)
6 (x) =c;+cyx—p{cgsinh (Ax)+c,cosh (Ax)}, (3.28)
B(x) = ay{cysinh (Ax)+c,cosh (Ax)}, (3.29)
M (x) = a,c,. (3.30)

In dieser letzten Gleichung kommt selbstverstandlich zum Ausdruck, dass
das Torsionsmoment M konstant ist, wenn der Triager nur im Endquerschnitt
x =1 belastet ist. Die Integrationskonstanten c,, ¢,, ¢c; und ¢, ergeben sich aus
den Randbedingungen =0, =0 fiir x=0 und B=B, M =M fiir x=1.

Wenn der Trigerquerschnitt quadratisch ist (also b, =b,, t; =t, und deshalb
a3 =0), erhdlt man die Torsionstheorie nach Bredt. Diese Theorie erfolgt auch,
wenn die Verwolbung in den Endquerschnitten =0 und x =! nicht behindert
wird (also B(0)= B(l)=0).

Nach Berechnung von B(x), M (x) und ¢ () konnen die damit zusammen-
hingenden Spannungen festgestellt werden. Mit dem Hookeschen Gesetz resul-
tiert fiir die Normalspannung o (x,s) und die Schubspannung 7 (x,s) in den

Platten (siehe Fig. 2.2):
E

o(x,s) = KB (x)d(s) =a:B(x)¢>(8), (3.31)
_ M+B(x) M+Q(x)

T (@)t = Sbb, —  8bib, (3.32)
_M-—B'(x) M-Q ()

7y (), = 5.5, = 865, (3.33)

JANSSEN [5] hat durch seine Forschung bewiesen, dass man eine bessere Ver-
teilung der Schubspannungen erhilt, wenn man axiales Gleichgewicht eines
Elementes ¢ (s) dx ds aus den Tragerplatten voraussetzt. Dann ist das Resultat
eine quadratische Verteilung der Schubspannungen fiir jede Platte. Die Span-
nungen nach (3.32) und (3.33) soll man als Mittelwerte tiber die diesbeziigliche
Platte betrachten. Was den Zweck dieser Arbeit betrifft, so sind die Resultate
nach (3.32) und (3.33) hinreichend genau.
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4. Triger mit deformierbarer Profillinie

Die Theorie im dritten Kapitel beruht auf der Voraussetzung, dass die
Profillinie unverformbar ist. Wie aus (3.32) und (3.33) hervorgeht, treten

noch zusitzliche Schubspan-

ausser den Bredtschen Schubspannungen ﬁ%ﬁ

Q
Shibal auf.

In Fig. 4.1 sind diese zusétzlichen Schubspannungen angegeben in den
Querschnitten zur Stelle z; und z; +dx.

nungen

-

i

~—b—-——.-—\-b+

- ¢ ‘—‘_-l

- -— o

1 da
8b1 b2 dx

q:

(Rahmen mit Dicke dx)

a b

Fig. 4.1. Zusatzliche Schubspannungen.

Betrachtet man das Korperelement dx des Trigers als einen Rahmen, so
wird dieser Rahmen infolge der zusédtzlichen Schubspannungen belastet (siehe
Fig. 4.1b). Nur wenn sich im diesbeziiglichen Querschnitt ein Querschott
befindet, das in seiner Ebene verhéltnisméssig steif ist, wird keine Verformung
der Profillinie auftreten.

Es liegt nahe, das Deformationsmodell der Formédnderung der Profillinie
unter der skizzierten Belastung (Fig. 4.1b) zugrunde zu legen. Beriicksichtigt
man nur die Biegungsenergie, so nimmt die Profillinie die in Fig. 4.2 darge-
stellte Form an, die vom Winkel « charakterisiert werden kann.

Fir die Verschiebung in s-Richtung folgt dann:

v(x,s) =0(x)h(s)+k(x)m(s) (4.1)

. | by fir y = +b,,
mit: m(s) = b, fiir 2 = +b,. (4.2)

Uberall wo ¢ (s) differenzierbar ist, zeigt sich:

m(s) = Z—f. (4.3)
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Fig. 4.2. Forméanderung des
Rahmens (schiefziehen).

Die Profilverformung kann in mehrfacher Weise beriicksichtigt werden (siehe
z.B. [5, 6, 7, 8]). ‘

Dabrowski teilt die Berechnung auf. Mit der Hypothese, wonach « gleich
null ist, wird zunichst — in einem ganz anderen Verfahren als im dritten
Kapitel — das transversale Bimoment @ =@ (x), das die Querschnittstreue ge-
wihren soll, bestimmt. Nachher wird die Verformbarkeit des Querschnitts
wiederhergestellt und eine Differentialgleichung vierter Ordnung fiir den Ver-
formungswinkel « infolge der Belastung — @ (x) abgeleitet.

Man wendet hier dasselbe Verfahren an wie in [5] und stiitzt sich deshalb
auf das Prinzip der minimalen potentiellen Energie. Die interessanten Differen-
tialgleichungen und die dynamischen Randbedingungen konnen dann leicht
bestimmt werden.

Die axiale Verschiebung u (z, s) wird in dieser Methode, wie auch im dritten
Kapitel, durch (3.3) gegeben, wihrend fiir die Verschiebung in s-Richtung
(4.1) statt (3.4) benutzt wird. Dem Integral in (3.12), das die Formédnderungs-
energie im Triger angibt, soll jetzt ein Glied hinzugefiigt werden, das von der
mit « charakterisierten Plattenbiegung stammt. Dazu berechnet man die
Biegungsenergie in einem Rahmen, der sich in der Art und Weise deformiert,
wie in Fig. 4.2 angegeben.

Die Integration dieser Energie der Linge des Tragers entlang zeigt, dass
1

das zusitzliche Glied in (3.12) gleich % [ ¢ k2 dx ist.

=0
Unter Annahme der Behinderung der Querkontraktion im Falle einer

Plattenbiegung ergibt sich fiir c:

1E B8

= . 4.4

c

Nach [5] fiihrt diese Annahme zu hinreichend genauen Ergebnissen.

Ausser dem Torsionsmoment M (z) und dem axialen Bimoment B (x) tritt
in dieser Theorie eine dritte Schnittgrosse auf: das transversale Bimoment
@ (), das folgendermassen definiert wird: '

Q (x) =Fj'~r(x,s)m(s)dF. (4.5)
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Nachher wird es klar, dass diese Definition mit (3.24) konsistent ist. Als wich-
tige Belastungsgrosse im Endquerschnitt x =1 tritt, ausser M und B, auch das
transversale Bimoment ¢ auf:

Q= f m(s)dF. (4.6)

Die Formel fiir die potentielle Energie fiir einen bei =0 eingespannten und
bei x={ von M, B und @ belasteten Triger lautet:

l
V = 31101 (B ay (B P+ ()%} + 205 (B+K) 6 +o 2] da

—BWB—-0()M—-x()Q.

Neben den schon im dritten Kapitel eingefiihrten Steifigkeitsgrossen a,, a,
und a; spielt in dieser Formel auch die Biegungssteifigkeit ¢ eine Rolle. Aus
3V =0 fir alle zuldssigen Variationen von B, § und « folgen drei Differential-
gleichungen und drei dynamische Randbedingungen fiir x =1:

(4.7)

—a, B +a,B+as0 +a,’'k =0, (4.8)
asB + a0 +azk” =0, (4.9)

ayB +a30"+ayk”" —ck =0, (4.10)
B =a,8 (x=1), (4.11)
M = (a3B+a,0 +agk’),_;, (4.12)
Q = (asB+as0 +a,x’),; (4.13)

Fiir die Schnittgrossen B (x), M (x) und @ (x) kénnen analoge Gleichungen ab-
geleitet werden, wenn man einen Triger mit Liange x betrachtet. Es gilt:

B(w) = 0,8 (@), (4.14)
M (x) = a3 () +ay 0" () +as«" (), (4.15)
Q(x) =ayB(x)+az0 (x)+a,k’ (x). (4.16)

Die Differentialgleichungen kénnen mit diesen Schnittgrossen auch folgender-
massen geschrieben werden:

B (x)—Q(x) =0, (4.17)
M (x) =0, (4.18)
Q (x)—ck=0. (4.19)

Wenn 6 (r) und « (x) aus (4.8), (4.9) und (4.10) eliminiert werden, ergibt sich
fir B eine Differentialgleichung fiinfter Ordnung.

Mit der Losung B=B(x) konnen =60 (x) und k=« (x) einfach bestimmt
werden. Fir die allgemeine Losung folgt:

B(x) =—pey—(yds—ady) cs+(ydy+ads)c,
(cpp+y by) c5+ (s —y b3) .,

0(2) =citcaw—2ep(dics+docy+dscs+,c), (4.21)

Kk () = (ehpy+0¢3) 3+ (e py—3hy) cy— (8 by —eb3) 5+ (g +ey) cg, (4.22)

(4.20)
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mit ¢, = cosh (xz)sin (yx), (4.23)
' ¢y = cosh (xx) cos (yx), (4.24)
¢3 = sinh (xx) cos (yz), (4.25)
¢, = sinh (xz) sin (yz), (4.26)
wiahrend die Konstanten «, y, € und 8 definiert sind mit:
o =af(l+e), o>0, (4.27)
yi=of(l—e), y>0, (4.28)
1 .a 1 [\
= _ 21 — _[20
€ 2%(14 2()\) , (4.29)
2=1-e, §>0 (4.30)
1ec
4 _ -2
und % =7 oy og> 0. (4.31)

Mit (4.14), (4.15), (4.16), (4.20), (4.21) und (4.22) ergibt sich fir B (x), M (x)
und @ (x):
B(x) = 20fa,(d105+dacs+bscs+dyce), (4.32)
M (x) = a,c, = konstant, (4.33)

Q(x) =2eay{(adyt+yds)cs+(ads—ybi)ey
+(y—y by) C5+ (x by +7y b3) Ce} -

Da in (4.20), (4.21) und (4.22) und in (4.32), (4.33) und (4.34) die Funktionen
sin (yz) und cos (yx) auftreten, wird die Lésung einen «schwankenden» Cha-
rakter haben. In den graphischen Darstellungen des finften Kapitels wird
dies klar zum Ausdruck kommen.

Die Spannungen o, 7; und 7, in einem Querschnitt konnen nach der in 3.
erwihnten Art und Weise bestimmt werden. Dann ergeben sichi wieder die
Beziehungen (3.31), (3.32) und (3.33). Fiir die Berechnung der Schubspannun-
gen kann natiirlich auch das schon im dritten Kapitel genannte, genauere
Verfahren nach [5] angewendet werden.

Ausser diesen Membranspannungen treten Biegespannungen auf, deren
Grosse vom Biegemoment pro Léngeneinheit im Querschnitt, M, (z,s), und
vom Biegemoment pro Léngeneinheit in Langsschnitten, M, (x,s), bestimmt
ist. Wegen der Behinderung der Querkontraktion bei Biegung gilt:

M,,=vM,,. (4.35)

Die maximale Biegespannung o, infolge M, tritt in den Eckpunkten des
Tragers auf.

(4.34)

Es gilt My gmae = M1 (y=£by,2= £b;) = §cx (4.36)
und deshalb - th{ EE (4.37)

man

wobei ¢,,, die kleinste der Wandstérke ¢, und ¢, ist.



UBER DIE STARKE UND STEIFIGKEIT VON KASTENTRAGERN 97
5. Vergleich der Theorien mittels eines konkreten Beispiels

Die ausgefiihrten Theorien werden an Hand eines konkreten Beispiels mit-
einander verglichen. Dabei ergeben sich interessante Differenzen, die sodann
fiir beliebige Kastentriager mit Rechteckquerschnitt erlautert werden. Grossen
die berechnet werden mit Hilfe der Bredtschen Theorie, der Theorie nach 3
and der Theorie nach 4, werden bezeichnet mit Oberindex %, bzw. ¢ und 7. In
Fig. 5.1 ist der Tréger gezeichnet, dem wir unsere Aufmerksamkeit widmen
wollen. Alle wichtigen Daten sind in der Abbildung angegeben worden.

z
b, = 50mm
b, = 200mm t
t =t =1t,=5mm
l :611’11 * By t t 4
E = 200 kN/mm? by
v = 0,28 it
P =5kN

bz bz Querschnitt

Fig. 5.1. Beispiel.

In Fig. 5.2 bis Fig. 5.5 wurden die interessantesten Spannungs- und Ver-
formungsdaten angegeben. Es zeigt sich sofort, dass die beiden Theorien
hinsichtlich der Spannungen und des Verformungswinkels « quantitativ und
qualitativ ganz verschieden sind. Nur die Verdrehung ¢ des Querschnitts
stimmt in den beiden Theorien gut iiberein. Experimente zeigen, dass die
Theorie, gestiitzt auf die Hypothese der verformbaren Profillinie, der Wirklich-
keit sehr nahe kommt. In einer néchsten Veroffentlichung wird noch der Fall
erortert, in dem eine bestimmte Zahl gut aufgestellter Querschotten im Triger
eine Situation hervorrufen, wobei der Theorie der starren Profillinie gefolgt
werden kann.

Infolge der Wolbbehinderung im Querschnitt =0 entstehen in beiden



98

-1001

-200

-300-4-

T
-400+4
‘JV"

—5ooJ-

Te
[N/mm?] |

-1 L

J. D. JANSSEN - F. E. VELDPATUS

- verformbare Profillinie

'%" ------ unver formbare Profitlinie
6"5 -,
[ :
7
6
10p0 L — 3000 5000
0 K P,
7 ~
B R [mm
1
_.6 —
' \ I
\ [1
A\ I
_24 \\ I
-30
verform. Profillinie
----- unverform. Profillinie
Q
[Nm)
=187y
-]
1200
h
800 1
I ]
i i
) 1
400 4 L
\
A
\
O N, 1
1060 | 200013000 itmml 2 5000
! ‘ /
i
-400 1 J S— L

\ Fig. 5.2. B und o, Funktionen von .

Fig. 5.3. Q und 7, Funktionen von x.

Theorien Stérspannungen, die man hinsichtlich der Bredtschen Schubspan-
nung (7 =5N/mm?) als gross bezeichnen kann.

Fiir die maximale Vergleichspannung nach Mohr-Guest (0,4,,,,) in der Ein-
spannstelle gilt:

f
Oidmazx
T = 1,07,
idmax
8
Gidmazx = 1.80
= 5 o

b
Oidmaz

(5.1)

(5.2)
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I T
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Ausserdem ist auf die Biegespannungen Riicksicht zu nehmen, die, nach der
Theorie der flexiblen Profillinie, bei einem Abstand von ungefahr 500 mm der
Einspannstelle maximal sind. Diese Spannungen kann man aber bestimmt
nicht vernachléissigen.

Die Storung hinsichtlich der Bredtschen Theorie ist in einer bestimmten
Distanz der Einspannstelle verschwunden. In der Theorie mit verformbarer
Profillinie ist diese Entfernung viel grosser als in der Theorie mit starrem
Querschnitt (2300 mm bzw. 360 mm).

Im Gegensatz zur Theorie fir starre Querschnitte gibt die Verformbarkeit
der Profillinie auch in der Gegend der Einleitungsstelle des Torsionsmomentes
Abweichungen der Bredtschen Theorie. Diese Abweichungen treten auf, weil
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die Belastung mit zwei Kraften P nach Abb. 5.1 nicht nur ein Torsionsmoment
M, sondern auch ein transversales Bimoment Q verursacht, das in seinem
Absolutwert ebenso gross ist wie M. Die dadurch hervorgerufenen Biege-
spannungen in den Platten sind, zusammen mit den Schubspannungen, ver-
antwortlich fiir eine grosse Zunahme der maximalen Vergleichsspannung im
Querschnitt « =/ hinsichtlich ¢%,,,,.:

O'fd /
—Amaz — 2.00. (5.3)

Tid max

In einer Entfernung von etwa 500 mm des belasteten Querschnitts x =1 treten
sehr grosse axiale Membranspannungen auf (siehe Fig. 5.2). In bezug auf die
Storung beim Rande x =1 kann man schliessen, dass diese auf 2300 mm des
Randes keinen merkbaren Einfluss mehr ausiibt.

Im nichsten Kapitel wird nidher auf die anhand des gegebenen Beispiels
festgestellten Erscheinungen eingegangen. Ausserdem wird eine in der Praxis
brauchbare Form der wichtigsten Ergebnisse angestrebt.

6. Allgemeiner Vergleich der Theorien

6.1. Dve Storungslinge

Wie aus den im vorigen Kapitel aufgefiihrten Abbildungen hervorgeht,
haben die Storungen hinsichtlich der Bredtschen Theorie einen «dampfenden»
Charakter. In einer Entfernung « von der Einleitungsstelle der Stérung wird
die Grosse der Storung in der Theorie mit starrer Profillinie bestimmt vom
Wert ¢=A* und in der Theorie mit verformbarer Profillinie vom Wert ¢-*2. Da
e~™=0,04, wird die Storungslinge [, — ziemlich arbitrir — definiert durch:

= T y2e, (6.1)

(6.2)

Man beachte, dass in (6.2) «, statt « benutzt wurde; weil e < 1 (siehe Fig. 6.3)
sind « und «; nahezu gleich.
Wenn v=0,28, so ergibt sich mit den Formeln fiir «, und A:

.
= 145 ) 0yt +b,t) B, 64,10, (6.
172
AR s
U = 3,311/ 550303 (byty +byty) (by 13 +b,83) = 2= (6.4)
B V2e

und fir den Spezialfall ¢, =¢,=¢ erhélt man:
15 = 1,45 (b, +b,), (6.5)

1
I = 3,31]/261192 (by+by). (6.6)
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Fiir das Beispiel im fiinften Kapitel gilt somit: [§ =362 mm und } =2310 mm.
Das Gebiet, in dem die Effekte der Randstérung merkbar sind, ist fiir Triger

mit starrem Querschnitt erheblich kleiner als fiir Trager mit verformbarem
Querschnitt.

Fir ¢, =t, =t gilt:

é—g =)2e = 0,439]/?)1%2- (by+by)t. (6.7)
In Fig. 6.1, 6.2 und 6.3 sind § /b, I{ /b, und € dargestellt in Abhéngigkeit von
by/b; und ¢/by, unter der Bedingung t, =¢,=t. Aus Fig. 6.3 geht hervor, dass
e < 1 fiir reelle Massen des Trigers.

Wenn die Lange ! des Tragers grosser ist als /,, werden der Spannungs- und
Deformationszustand an einem Rand des Trégers nicht oder nur sehr wenig

Fig. 6.1. I5/b, Funktion von b,/b, . 0.2 04 086 ™10

(Lb_{f\ 1000 S S -

800

600

400

200

0.2 04 0.6 0.8 1.0
Fig. 6.2. (if/b,)? Funktion von b,/b, . y
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von den Bedingungen am anderen Rand beeinflusst. Ein Trager mit I>1;
wird als «unendlich lang» bezeichnet.

6.2. Das axiale Bimoment B bei Wilbbehinderung

Wird ein Tréager, der sich als unendlich lang betrachten lidsst, im Quer-
schnitt =1 mit einem. Torsionsmoment M belastet, so wird im allgemeinen
eine Verwolbung der Querschnitte auftreten. Wird die Verwolbung im Quer-
schnitt =0 vollig behindert (siehe Fig. 5.1), so wird bei x=0 ein axiales
Bimoment B (0) auftreten. Annaherungsweise gilt:

B(0) = -5 M = -2, (6.8)
%o
B0)=—-4"cM (6.9)
%o
B _
und deshalb: B Eg; = 272e. (6.10)

Aus Fig. 6.3 und Gleichung (6.10) geht klar hervor, dass bei Behinderung der
Verwolbung zwischen den axialen Bimomenten B¢ (0) und B (0) grosse Unter-
schiede auftreten konnen. Diese Behauptung ist augenfillig, wenn man (6.8),
(6.9) und (6.10) spezifiziert fir ¢; =i, =1:

B3 (0) = 0,462 (b, —b,) M , (6.11)

B/ (0) = 0,405 (bl—bz)]/-b_lT (b +b,)t M, (6.12)
1Y2 )

B/ (0) 1

B0) 0,877 1/51772 (by +b,)t. (6.13)

Man kann darlegen, dass |B(0)| im vorliegenden Fall den Maximalwert von
| B (x)| darstellt. '



UBER DIE STARKE UND STEIFIGKEIT VON KASTENTRAGERN 103

Die infolge B (0) auftretende maximale axiale Normalspannung in den Eck-
punkten des Tréagers, o,,(0), kann mit der Schubspannung 7* nach Bredt
verglichen werden.

3 B(0)
Da 0)= —— 6.14
Zee ) = L bbbyt + baty) (614
wird fir einen Trager mit konstanter Wandstiarke gelten:
g g
0. (0
:b( ) - ~2,77pu, (6.15)
/i (0 -
ij—lfJ = —784puve (6.16)
und deshalb:
O{m: (O) . —
o 0) " 2.83Ve. (6.17)

6.3. Das transversale Bimoment @ ber Wélbbehinderung

Wenn im Querschnitt =0 die Verwoélbung behindert ist, so treten hin-
sichtlich der Theorie nach Bredt zusitzliche Schubspannungen 7, auf, deren
Grosse durch das transversale Bimoment ¢ (0) bestimmt ist. Die né#here
Untersuchung ergibt:

QS(O)= M, (6.18)
Q(0)=4epM (6.19)
Q7 (0)

) = 4de. (6.20)

Die Schubspannungsverteilung im Querschnitt lasst sich mit (3.32) und (3.33)
einfach bestimmen.

6.4. Die Vergleichsspannung o;; ber Wilbbehinderung

Wir erwahnen die Ergebnisse fiir die Vergleichsspannung o,; nach Mohr-
Guest im Querschnitt in dem die Verwdlbung behindert ist und beschranken
uns dabei auf Trager mit konstanter Wandstéarke ¢, =¢,=¢. Wenn b, =2 b, (und
deshalb p = 0) und »=0,28, dann ergibt sich:

S

(0 /

',:Td=2y1+2f’“+2’92”2’ (6.21)
of

fb@:2V1+(8+15,36M)Me+16p2e2. (6.22)

6.5. Die Plattenbiegung ber Wolbbehinderung

Aus den graphischen Darstellungen in Kapitel 5 geht hervor, dass bei
Wolbbehinderung fiir Trager mit verformb<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>