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Preface

Gräce aux auteurs et a notre Secretariat, nous avons le ferme espoir de

sortir de presse dans les delais les deux volumes des «Memoires 1969» que
notre nouvelle politique nous impose. Le present volume 29/1 comprend 9

contributions de valeur. Elles apportent dans des domaines brülants une serie
d'idees originales et fort utiles au developpement de notre science. Nous
pourrions nous demander si la frequence de parution plus grande ne devrait
pas nous inciter ä grouper les articles par genre et volume. En raison de l'interet
d'une publication rapide, nous ne pensons pas que cela soit judicieux sans
l'exclure cependant definitivement.

Nous remercions vivement les auteurs et l'editeur.

Zürich, en juin 1969.

Le President de l'AIPC:

Prof. Maurice Cosandey
Directeur de 1'EcoJe Polytechnique Federale de Lausanne

Les Secretaires Generaux:

Dr sc. techn. Hans von Gunten Dr sc. techn. Pierre Dubas
Pröfesseur ä l'Ecole Polytechnique Pröfesseur a FEcole Polytechnique

Federale, Zürich Föderale, Zürich

Dr sc. techn. Christian Menn
Coire — Zürich



Vorwort

Dank der Unterstützung durch die Autoren und unser Sekretariat darf
erwartet werden, daß die beiden Teilbände der «Abhandlungen» 1969, die nach
der neuen Regelung vorgesehen sind, rechtzeitig herausgegeben werden können.

Der vorliegende Band 29/1 enthält 9 wertvolle Beiträge. Diese Arbeiten
bringen auf höchst aktuellen Gebieten eine Reihe von neuen Ideen, die für
die Entwicklung unserer Wissenschaft außerordentlich nützlich sein werden.
Man könnte sich fragen, ob das öftere Erscheinen der «Abhandlungen» uns
nicht dazu veranlassen sollte, die Beiträge nach Art und Umfang aufzuteilen.
Im Interesse einer rascheren Veröffentlichung scheint dies aber nicht ratsam,
doch möchten wir diese Möglichkeit nicht gleich ausschließen.

Wir sprechen den Autoren und dem Herausgeber hiermit unsern besten
Dank aus.

Zürich, im Juni 1969.

Der Präsident der IVBH:

Prof. Maurice Cosandey
Direktor der Eidgenossischen Technischen Hochschule Lausanne

Die Generalsekretäre:

Dr. sc. techn. Hans von Gunten Dr. sc. techn. Pierre Dubas
Professor an der Eidgenossischen Professor an der Eidgenossischen
Technischen Hochschule in Zürich Technischen Hochschule m Zürich

Dr. sc. techn. Christian Menn
Chur — Zürich



Preface

Thanks to the authors and to our Secretariat, the two volumes of the 1969

"Publications", which are required by our new policy, may be expected to
come out in good time. The present Volume 29/1 includes 9 valuable papers.
They present a series of original ideas in the most timely fields and will con-
tribute greatly to the development of our science. The question arises whether
more frequent publication should not require a grouping of the papers according
to contents and length. If the papers are to be published without delay,
however, this does not seem advisable, but we should not like to exclude
this possibility entirely.

We should like to express our thanks to the authors and the publisher.

Zürich, June, 1969.

The President of IABSE:

Prof. Maurice Cosandey
Director of the Swiss Federal Institute of Technology, Lausanne

The General Secretaries:

Dr. sc. techn. Hans von Gunten Dr. sc. techn. Pierre Dubas
Professor at the Swiss Federal Institute Professor at the^Swiss Federal Institute

of Technology, Zürich of Technology, Zürich

Dr. sc. techn. Christian Menn
Chur — Zürich
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Effective Column Length in Unsymmetrical Frames

Longueur de flambement des cadres asymetriques

Knicklänge in unsymmetrischem Böhmen

KUANG-HAN CHU HSUEH-LIEN CHOW
Ph. D., Professor of Civil Engineering, Structural Engineer, Westenhoff and

Illinois Institute of Technology, Chicago, Novick, Inc., Chicago, Illinois
Illinois

Introduction

In the design of bulding frames, the slenderness ratio of any column is
determined by its effective column length rather than its actual unbraced
length. The ratio K of the effective column length to the actual unbraced
length is of great concern to designers working with unbraced frames. This is
because K is always less than 1.0 in braced frames but it is usually greater
than 1.0 for unbraced frames subject to lateral sway. The value of K for
unbraced frames is usually determined by the alignment chart given in the
AISC Manual of Steel Construction [1]. This chart is based on an equation
(given in the Guide to Design Criteria for Metal Compression Members [2])
which is the buckling equation for columns in a symmetrical reetangular
frame subjected to symmetrical vertical loads at the tops of the columns [3].
As shown in Fig. 1, the frame is assumed to be braced in the direction
perpendicular to its plane with moments of inertia of the colums (which resist
bending in its plane) I'C IC and subjected to loads P' P. Note that the
moments of inertia of the beams are not equal (rb + Ib) and the column bases
become fixed if I'h oo hinged if I'h 0.

Since the AISC alignment chart is based on symmetrical frames symmetri-
cally loaded, the question arises as to what will be the value of K if P' + P
and I'c + Ic. In this paper, the basic buckling equation will be derived and a
chart which gives a coefficient for modifying the K values given by the AISC
chart will be presented. Since coefficients given by the chart are average
values, some errors can be expected in the modified K values obtained. How-
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ever, the maximum error of the modified K will be at most about 20 per cent
and for most pratical cases less than 10 per cent.

p p'= p

lb

Ic Ic

lb

Ic L

i

Fig. 1. Symmetrical frame
symmetrically loaded.

Mij §1 R

r e
Mji

Fig. 2. Notations for the slope
deflection equation.

Bückling Equation

The slope deflection method will be used in the derivation of the buckling
equation. The slope deflection equation for a member ij subject to an axial
load P (Fig. 2) as given in Standard textbooks [4, 5] may be written in the
following form [6, 7].

Mij=2^(2adi + b0j-cB), (1)

in which M^ moment at end i (Mjt at end j), positive clockwise,

E modulus of elasticity,

I moment of inertia about an axis perpendicular to the plane
of the frame,

L length of the member,

6i,6j slope at ends i and j respectively, positive clockwise,

B slope of the chord, positive clockwise,

A\L end deflection/length of member,

4(w^+cot4- <f) cot (f>

4>

4(r=^t^-cot4
2a+b=

and 4>
2 r ei

ü
1 — (f> COt (/)

(2a)

(2b)

(2c)

(3)
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For small values of <f>

a 1 —

b 1 +

(2(j>)2 11 (2<

30 25000

(2cf>)2 13(2^

for <f> 0

60

a b 1.

25000

(4a)

(4b)

(4c)

Letting K be the ratio of the effective column length to the actual unbraced
length, then P at buckling becomes the critical load Pcr given by

and

Px er

<t>

¦EI
(KL^_

2 r ei
Referring to Fig. 3, let

P' =AP(0^A^1)
ei _ IJLC

^B — Tf IT '
1bl-Lb

(5)

TT

~2K' (6)

rc =«/e(og«gi), (7a,b)

(8a,b)

Gj, ccGB, (8c,d)

in which Ic and I'c are moments of inertia for the columns, Ib and I'h are the
same for the beams, Lc and Lb are the lengths of the columns and beams

respectively as shown in Fig. 3. With the coefficients a1,b1. ete. for the

Lc

Fig. 3. Unsymmetrical frame
unsymmetrically loaded.

P AP
ib>aMbi e

/ "eA
rc=0<ic o^^i

f 0±A±\
2 H

0B ^b • al • bl

%

members as indicated in Fig. 3, the slope deflection equations for members
AA' and AB are

2EIh
MAA> )(2aieA + b16A),

^ab =24^(2a2SA + b2eB-c2B).

For equilibrium at Joint A, X^a MAA, + MAB 0, yields

2(a1 + GAa2)dA + GAb29B + b16A,-GAc2B 0.

(9a)

(9b)

(10a)
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Similarly with 2 MB 0, 2 MA, 0 and 2 mb' °> one obtains

GBb2dA + 2(a,1 + GBa2)6B + b,1dfB-GBc2B 0,

b16A + 2(a1 + ocGAa2)6A + ocGAb2dB-ocGAc2B 0,

b[0B + ocGBb2'OA + 2(a{ + ocGBa2\)8B-ocGBc2'B O.

The shear equilibrium equation

MAB + MBA + MA,B, + MB,A, + PLcB + P'LcB 0

gives c26A + c2dB + occ26A + occ2dB-2[c2 + occ2-(l+X)(f>2]B 0,

L2Pin which

Let

From Eq. (11)

^-tEI,'
2[c2 + occ2-(l+\)<f>2] =d.

Z=^(6A + dB) + °^(e'A + 9'B).

Since there is no axial force in the beams AA' and BB',

ax b± a{ b{ 1.

Substituting Eqs. (14) and (15) into Eqs. (lOa-d), yields

(2 + GAW1)0A+ GAW2dB + (l-GAWb)6'A- GAW&6'B 0,

GBW26A + (2 + GBW1)dB- GBW,d'A + (l-GBWb)d'B 0,

{l-GAWh)6A- GAW56B + (2 + GAW3)6'A + GAWidB 0,

-GBW5dA + (l-GBW,)dB+ GBWie'A + (2 + GBWa)d'B 0,

in which W1 2a2-^, W* b,
d

W3 2oca'2-
M2)2

d ' W, xbZ-
d ' w,= <xc2c2

d '

(10b)

(10c)

(lOd)

(IIa)
(IIb)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16a)

(16b)

(16c)

(16d)

(17a,b)

(17c-e)

The buckling equation is obtained by setting the determinant of the
coefficients of the unknown ö's in Eqs. (16) equal to zero, or

2 + GAW1 GAW2 1-GAW5 -GAW5
GBW2 2 + GBWx -GBW5 1-GBW5

l-GAWh -GAWh 2 + GAW3 GAWi
-GBW5 1-GBW5 GBW, 2 + GBW3

0. (18)

Expanding and rearranging Eq. (18), one obtains

3 V1 + (2 U, V1-Üs V2-U5 Vz-U, Vt-U9 V5) GA

+ (U2 V1-Ui V2- U6 V3-U8 Vi-Uw V&+ V6) GA 0,
(19)
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in which
Ut =WX+W3+W5, U2 WXW3-W*,
Ua W2 + 2W5, U4 ^W^-W^Ws,
U5 Wi + 2W5, u6 w3w5-wiw5,
U7 =2W, + W6, Us =WlWi-W£,
U9 2W2+Wb, uw=w2w3~w*,
U^^WM-Wf.

V1 3 + 2GBU1 + GBU2, V2 GBUS + G%U6

V3 GBU3 + G%Uiy Vt GBU7 + G%Ua

(20a-k)

(21a-f)
V, GBU9+G2BU10, V, G2BV\X.

In Eqs. (20), the IPs are obtained from Eqs. (17a-e) with a2,b2, etc. obtained
from Eqs. (2a-c) and (4a,b), using

t-Siri-h <22»>

for a2, b2 and c2, and

?-?'-f-J^-nr^ <22b>

for a2, b2 and c2.

Special Cases

The following special cases may be obtained from the general buckling
Eq. (18) or (19)

a) If GA 0, (Ib oo), then in Eq. (19), p^ 0or
3 + 2GBU1 + G%U2 0. (23)

b) If GA oo, (Ib 0), then in Eq. (19), the coefficient of G\ 0, hence

U^-U^-U^-U^-U^V. + V^O (24a)

G%(Ul~2UiU,-Ui-Ul0-ül1)
+ GB(2U1U2-UiU5-U3Ue-U,U8-U9U10) + 3U2 0. b)

c) If P P' and IC I'C then A= 1, a= 1, Wx= W3 and W2 Wt. Consider the
case 6A d'A and QB — ti'B.

Let Wx W{, W2 Wi, W5 Wi (25a-c)

for this particular case. Eq. (18) becomes

Z + GA(Wi-Wi) GA(Wi-Wi)
GB(Wi-Wi) 3 + GB(Wi-Wi) ^^

or S + 3(GA + GB)(Wi-Wi) + GAGB[(Wi-Wir-(Wi-Wif] 0. (26b)
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Note that W^-W^ 2ia2-^\ -|(cot<£-tan<£) <£cot2<£, (27a)

Wi'-Wi'^-a^ -|(cot^ + tan<£),

in which

Eq. (26b) becomes

J AI JL2\ 4<£3cot<£
d Hc2-^) l_<f>cot4>.

9 + 3<l>cot2<l>(Ga+GB)-GAGB<t>2 0.

(27b)

(27c)

(28)

With <f> ^7fy, Eq. (28) is identical to the equation given in Guide to Design

Criteria for Metal Compression Members [2].

d) If I'c 0 (oc 0) and Pf+ 0 (X + 0), then cj>' oo and TT3, TF4 and W5

become indefinite. There will be no Solution for Eq. (18). The structure will
buckle since there is a load on a column of zero flexural rigidity.

However, if Fc 0 and P' 0, then a 0 and Ws= W± W5 0.

Let Wx W{, W2 W2" (29a, b)

GAW2" 1 0

for this particular case. Eq. (18) becomes

2 + GAW{
GBW2" 2 + GBW{ 0 1

1 0 2 0

0 10 2

or

with

9 + 6 (GA + GB) Wi' + 4GAGB [(Wir - (TT/)*] 0

W2" b2-^=Wi-Wi

and d 2(c2-c/>2)
2<f>*cot<j>

l—<f> cot <f)'

(30a)

(30b)

(31a)

(31b)

(31c)

The case of I'c 0 and P' 0 is equivalent to the case with the member
A' B' omitted and the ends A' of AA' and Bf of BB' supported on rollers
(see Fig. 4a). It can be seen that Eq. (30b) is the same as Eq. (26b) for the
symmetrical frame symmetrically loaded if 2 GA and 2 GB are used instead of
GA and GB. The same result is obtained if 2 Lb is used instead of Lb. This is
because in the present case the points of inflection of the beams are at the
ends A' and B', whereas in the symmetrical case, the inflection points are
located at the midspan of the beams (see Fig. 4b).
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a)

P' 0

na

ic=o

^ Lb/2 | Lb/2

Ic=Ic

b)

Fig. 4. Comparison of the deflection pattern of the case P' 0 and I'c=0 with the symmetrical
case.

e) For the case of P P' and / /; (A 1, a 1, Wx W3 and W2 W5)

without the restriction of 9A 0A and #b #b> & can De shown that Eq. (18)

may be reduced to

{1-(GA + 0B)(W1+WS) + GA GB [(Wt + Wbf -(W2- W,n ¦

• {9 + 3 (ö4 + GB) (Wx - W6) + GA GB [(W1 - Wbf - (W2 - W6)*]} 0.
(32)

Setting the terms in the second pair of braces equal to zero results an equation
which is identical to Eq. (26b) for antisymmetrical buckling. Setting the
terms in the first pair of braces equal to zero would result an equation for
symmetrical buckling. Since K values for symmetrical buckling is always less

than 1 while that of the antisymmetrical buckling always greater than 1

(equal to 1 if Ib Ib cc). The buckling load will be governed by the
antisymmetrical case instead of symmetrical case.

Solution of the Buckling Equation and Presentation of Results

Eq. (19) may be solved very simply in the following manner. If the values
of a, A, and GB are given, values of GA may be determined for any assumed
values of K. Since the equation for GA is quadratic, negative and complex
Solutions must be discarded. Also some false or physically meaningless roots
must be rejected.

It is noted that Eq. (18) is symmetrical with respect to GA and GB. Hence
GA and GB are interchangeable. Thus Eq. (23) may be regarded as an equation
for GA when GB 0 and Eq. (24) as an equation for GA when GB oo.

Various methods of presenting the results were tried. It was found that for
a given pair of oc and A values, the ß values defined by the following equation
remain approximately constant for various values of GA and GB.

K
ß

Kn
(33)

in which K is the ratio of effective length to actual unbraced length for a given
pair of oc and A values corresponding to a pair of specifies GA and GB values
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(referring to the stronger column) and K0 is the value of K for A oc 1

(symmetrical case) with the same values of GA and GB.
The ratio ß is determined in the following manner. For given values of oc,

A and GB, using Eq. (19), GA is obtained for some assumed value of K. Using
the same GA and GB, K0 is determined from Eq. (28) by Newton's method
for solving transcendental equations. Then ß is determined from Eq. (33). All
computations were carried out on an IBM 360 Computer.

For a given pair of oc and A values, an average value of ß is determined for
various values of GA and GB. A set of curves of the average ß versus oc for
various values of A is plotted in Fig. 5. This figure is to be used in conjunction
with Fig. 6 which is reproduced from the AISC Manual [1]. With known values

1

J"
L

p 1

In
P'=XP

Ic

lb\
\\ k L.

i

\ sh e K(0*A*l,0£<Xil)
KoU--l,«=l wrth &A and

Gethe some as forK)
V AN\
v y\ l,

\\ \\ s\ \\ N

\\ \\ ^ \" *\\w \v A

\ \\V C* •i q

\ \\V 38-lT^

^N\"^~^v "0 £^\>
\j

-o

QXL

1

GA

• CO
ioqo—
5ao-
30JD-

200—

10D—
9.0—
8.0—
7.0—
6.0—
5.0—

4.0—

3.0-

02 03 04 05
o—•

.CO
^20.0

-f-io.o
5.0

-- 4.0

3.0

2.0

Gß

i—OO
-100.0- 50.0

30.0
20.0

7.0
6.0
5.0

4.0

3.0

— 2.0

1.0

>— 0

Fig. 5. Curves of average ß versus a for
various values of A.

Fig. 6. Chart for the determination of KQ.
(After AISC Manual of Steel Construction.)

of A, oc, GA Sind GB, the value of K will be given by ßK0 with ß determined
from Fig. 5 for a given oc and A and K0 from Fig. 6 for given values of GA

and GB.
Since average values of ß are used in the plotting, some errors can be

expected. It was found that the error increases as a of A decreases (i.e., as the
frame or loading becomes more unsymmetrical). For very small value of oc,

the error may reach 20 per cent. However, the maximum error is 11.3% for
a 0.3, 8.9% for a 0.5, 4.5% for a 0.75 and 1.1% for a=1.0. For most
practical cases, the error will be less than 10 per cent since a is seldom less

than 0.5.

It should be noted that the estimated errors are maximum values. For the
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ordinary ranges of GA and GB, ß will be near the average and the error will
be much smaller. In case precise K values are needed, Eq. (19) may be solved
by the method of linear interpolation (false position) using as first approximate
values of (l±e)K in which e is a small fraction representing an estimated
error and K is determined from Figs. 5 and 6.

Numerical Examples

Various problems may be solved by using the charts presented herein
intelligently. For readers not familiär with the use of the AISC Chart, examples
will be shown for both the case of ß= 1 (for A= 1 and a= 1) and the case of

Example 1. A ten story frame is shown in Fig. 7 (a). The moments of inertia
of the columns and beams are as shown in the figure. It may be noted that the
ratio of GA and GB at all joints are equal.

(GA) a,tA

(GB) at B

(GA) SitC

(GB) at D

(WILc IJLC
(Ib/2)ILb Ib/Lb'

[(IJ2) + (IJ2)]ILC IJLC
hlh h\W
IJh h\Lc

[(Ibl2) + (Ibl2)]ILb h\W
(Ie + Ie)ILe IJLe
(h + h)\Lb Ib\Lb

• \/z :b/2 lb/2

Ic
2

Ic
2

Ic
B lb

C

Ic

D Tb

Ic
lb

Ic
2

Ic
lb

Ic

lb
Ic Ic

*2

_l

Ic

lb
Ic

lb
Ic

lb

Ic
2

@

o ¦-T r

Lc
2

Ic
2

lb 'lb 'lb

Ic

lb

Ic

lb
-

Ic

lb
2

Ic

Ib/2
Ic

Jb/2

Ic

h/z
Lc
2

4

(a)
* 4 4

n Spc ns (5

4
L b

[

p/2 p/2 p/2

lb/2

(b) *

-±4

(c) Identical with(a) except Column

Bases are fixed as shown

-h—lb l\>

Ic
lb

Ic
lb

Ic

% 1

Ic

IT 1

n Spans (3) Lb

Fig. 7. (a) Frame solved in example 1. (b) A unit of the frame shown in (a). (c) Frame solved in
Bleich's book.
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The problem may be treated as a superposition of the basic frame as shown
in Fig. 7 (b). Noting that ß=l and K K0, from Fig. 6, connecting a straight
line between the given values on the GA and GB scale and finding the inter-
cepts on the K0 scale, one can easily determine the values as shown in Table 1.

Table 1. K values for the ten story frame shown in Fig. 7

K K0

1

1.31

2

1.59

3

1.83

4

2.05

The values in Table 1 check very well with the curve given in Bleich's book
[4] for the Solution of the frame as shown in Fig. 7(c). The frames shown in
Fig. 7 (a) and Fig. 7 (c) differ only in the degree of fixity of the bases of the
bottom story columns. However for tall buildings the effect of base fixity of
the columns in the bottom story will be negligible.

Example 2. The problem as shown in Fig. 8 (a) was solved by Johnson [8].

IIL 21IL _
1

(Ga)A)AD,CF

(GB)AD,CF

2//(*£)
(J + 2l)jL

— (Ga)be — 2-2 7/(1 L) 3
0.33,

(GA)

(G
A)DG,EH. FI
B)DG,EH,FI

2//(*£)
— ((*b)ad,cf,be 1'

0.

(2I + ±I)IL_3(^b)be- 2.27/(f i) ~ 3 '

From Fig. 6, K K0=l.2l for columns AD, CF and BE and K K0=l.l5
for columns DG, EH, FI. The given Solution is P 7.10 EI rr2EI with£2 {KL)2
ül 1.18 which is exactly equal to the average of 1.21 and 1.15. The frame

may be treated as a superposition of two frames shown in Fig. 8(b). It may
be pointed out that the results are good primary because the column stiffness
is proportional to the loading.

P 2P P P P P P

21

21 41 21 2

21

I
p

+

1 2

I
P

21

1 2

(a) (b)

Fig. 8. Frame solved in example 2.

F

I
1

' I
P2

L

I I
W '

L

x
'

L

Fig. 9. Frame solved in example 3.

Example 3. The previous example shows that very good results can be
obtained by using the AISC Chart for well proportioned reetangular frames.
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This example will show the amount of error involved in applying to some
other cases. Fig. 9 shows a frame which has been solved in reference 9. The
given values of EI/L2 is 100T and the Solutions are PX 400T and (P1 + P2)

S01T corresponding to K K0 tt^4:.0 1.56 and tt//8.07 1.10 respectively.
From Fig. 6, the K value for the top column is 1.24 for GA \ and GB=l
and that for the bottom column is 1.15 for GA=l and GB 0. Consider the
fact that column stiffness is not proportional to loading, the errors involved
are reasonable.

Example 4. The four cases shown in Fig. 10 were solved by Zweig [10].
A comparison of the results will be of interest. For cases I and III, GA GB 0

Case i

I=CO IrOO I-co [«OD

1 I I I I ©< I I <X

_._J-b
m

4
1. ^ ¦!

*
Lb ' Lb *

Case II Case III

Fig. 10. Frames solved in example 4.

Case IV

and K0=l. For cases II and IV, GA 0, GB oo and K0 2. The values of ß
for various values of A and a from Fig. 5 are listed in Tables 2 and 3.

Table 2. ß values for cases I and II
X r2 0.16 0.49 0.81 1.0

ß 0.76 0.86 0.95 1.0
ß (Zweig) 0.765 0.864 0.951 1.0

Table 3. ß values for cases III and IV

oc r2 0.16 0.49 0.81 1.0
ß 1.27 1.08 1.02 1.0

ß' rß 0.508 0.756 0.918 1.0
ß' (Zweig) 0.532 0.812 0.946 1.0

Error 7% 7% 3% 0°/u /o

It should be noted that the notations A and oc are respectively corresponding
to f2 and r2 given in reference [10] and the ß values can easily be derived from
the K values given therein. Also for cases III and IV, the critical load in
reference [10] is related to the weaker column, thus

P EI 'EI Hence ß' =rß.(ß'K0L)2 (ß'K0L)2 (ßK0L)2'

It can be seen that for cases I and II, the ß values checks very well and for
cases III and IV, the errors are within the maximum values stated previously.
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Example 5. This example shown in Fig. 11 (a) was also solved by Zweig [10].

It would put a severe test of the versatility of the proposed method. This
frame may be treated as a superposition of the frames shown in Fig. 11 (b)
and the equivalent frame is as shown in Fig. 11 (c). The conditions of the
column bases, however, are dissimilar and can not be replaced by a single

100 OO 350/2 350/2 100 100

*-b2 .j, Lfc3 4, Lj?4_

I0VF49 I2VF65 I2\AF65 12^65 I0W""49

Llb=oo

273 175/2

(a)

Llb oo

175/2 533/2

Llb=oo

533/2 175/2

Lrb=oo

+ (175/2 273

(b)

(c)

650
/ 350 \

-- U |50 400
1 + 150/

A C

533
273
273

1=1079
B

^Ib/LtfCO

D'
* 4

200]
+ 200

(d)
1079 1

D"

Fig. 11. (a) Frame solved in example 5. (b) Superposition of frames. (c) An equivalent frame.
(d) Final equivalent frame.

beam. Nevertheless since column CD' has GA 0, GB co and K0 2 (from
Fig. 6), it may be replaced by a column of C"D" with GA GB 0 and K0 1

if In>, n»C"D"
ICD' 350

— 87.5 in4 as shown in Fig. 11 (d). Noting that A

400/650 0.615, a 87.5/1079 0.081, and GA GB 0, one obtains ß=1.24
and K0 1 from Figs. 5 and 6 and K ß K0 1.24. The answer given in reference

[10] is 3.14/2.46 1.28. The error is only 3% although the oc value is very
small in this case.

Discussion of Results and Conclusions

The following conclusions may be reached particularly with reference to
Fig. 5.

1. Note that for A=l, on the average, j8=1.08 for a 0.5 and /3=1.15 for
a 0.3. This means that for equal loads, if the stiffness of the column on one
side is only 50 per cent of the stiffness of the column on the other side, the
K value is only slightly higher than the K0 value for the symmetrical case.

2. For equal loads (A= 1), K will be significantly higher than K0 only when
oc is small (say oc < 0.3).

3. With the exception of A 0, if the loads and stiffness are in the same
proportion (A a), the average ß will lie between 0.9 and 1.0.
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4. With the exception of A 0, ß will be greater than 1.0 only when A> oc.

5. When there is no load on the weaker column (A 0), ß will have values
lying between 0.8 and 0.7 for 0.3 ^a^ 1.0 with a smaller ß corresponding to
a larger oc.

6. As bointed out previously, there will be no Solution for the case a 0

and A + 0. However, for a 0 and A 0 roller supports are assumed for the
beams, with the weaker column omitted. The K value may be obtained from
the AISC alignment chart using 2 Lb instead of Lb in Computing the values of
GA and GB.

1. As pointed out previously, the maximum error in using Fig. 5 would be
less than 9 per cent for a 0.5. It may reach 20 per cent for small values of oc.

8. By intelligently using the concept of considering GA (similarly GB) as
the ratio of 2 ^J-^c an(^ 2 ^0/A> instead of the ratio of IJLC and Ib/Lb, the
reetangular frame studied may be considered to represent any story of a

multistory, multibay frame as shown in the numerical examples.

Notation

a see Eq. (2a)
a1,a[,a2,a2 values of a for members as shown in Fig. 3

b see Eq. (2b)
b1,b[,b2,b2 values of b for members as shown in Fig. 3

c see Eq. (2c)
c1,c'1,c2, c2 values of c for members as shown in Fig. 3

d see Eq. (13)
e a small fraction representing an estimated error
E modulus of elasticity
GA,G'A,GB, G'B see Eq. (8a-d)
/ moment of inertia about an axis perpendicular to the plane

of the frame
Ib, I'b moment of inertia of top and bottom beams respectively
Ic, I'c moments of inertia of columns as shown in Fig. 3

K ratio of effective column length to actual unbraced length
KQ K for the symmetrical case A a 1

L length of a member
Lb, Lc lengths of beam and column respectively
M{j moment at end i of the member i j
P, P' column axial loads (P'^P)
B A/L chord slope of a member
U1 to U1X see Eqs. (20a-k)
Fxto VQ see Eqs. (21a-f)
W1 to W5 see Eqs. (17a-e)
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Wi, Wi, Wi W' s for the symmetrical case A a= 1

W{, Wi' W" s for the case A a 0

7^//c(0^a^l)
ß K/Ko using the same GA and GB for K and K0
A deflection of one end of a member with respect to the other end
6t slope of a member at end * rotation at Joint i
A P'IP (OgAgl)

^ T1WÜ

+' tOp.
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Summary

In this paper, the basic buckling equation is derived for an unsymmetricaliy
loaded unsymmetrical reetangular frame which may be considered as repre-
senting a portion of a multistory multibay frame. The ratio, K, of the effective
column length to the actual unbraced length may be considered as equal to
value of K0 obtained by the alignment chart given in the AISC Manual of
Steel Construction multiplied by a coefficient jS. A chart which gives average
values of ß is presented. For most practical cases, the maximum error of the
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K values obtained from this chart in conjunction with the AISC chart will be
less than 10 per cent. Numerical examples are given for illustrating the use
of the charts presented.

Resume

Dans cet article, les auteurs etendent l'equation generale du flambement
au cas d'un cadre rectangulaire asymetrique et change asymetriquement que
l'on peut considerer comme une portion d'un cadre ä plusieurs etages et ä

plusieurs ouvertures. Le rapport K (longueur de flambement sur longueur
theorique) peut etre considere comme egal ä la valeur de K0, obtenue par les

diagrammes du manuel de l'AISC pour la construction metallique, multipliee
par un coefficient ß. On donne un diagramme indiquant des valeurs moyennes
de ß. Dans la plupart des cas, l'erreur maximum des valeurs K obtenues a
l'aide de ce diagramme et de celui de l'AISC est en dessous de 10%. Pour
montrer l'utilisation des diagrammes, on a apporte des exemples numeriques.

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wird die Grundknickgleichung für einen unsymmetrisch
belasteten, unsymmetrisch gebauten und rechteckigen Rahmen hergeleitet,
der als Ausschnitt eines vielstöckigen und mit vielen Öffnungen versehenen
Rahmens aufgefaßt werden kann. Das Verhältnis K der Knicklänge zur
geometrischen Länge kann gleich dem Wert K0, den man aus dem Schaubild
des AISC-Handbuchs für Stahlkonstruktionen herausliest, multipliziert mit
einem Beiwert ß gesetzt werden. Ein Diagramm für durchschnittliche Werte
von ß ist abgebildet. Für die meisten praktischen Fälle liegt der maximale
Fehler des Wertes K, den man aus dem Schaubild für ß und K° der AISC
erhält, unterhalb zehn Prozent. Numerische Beispiele sind beigefügt worden,
um die Anwendung der Schaubilder zu zeigen.
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M. Z. COHN E. F. P. BURNETT D. E. GRIERSON
Prof. of Civil Eng. Assist. Prof. of Civil Eng. Assist. Prof. of Civil Eng.

University of Waterloo, Waterloo, Ontario, Canada

Introduction

A variety of methods is presently available for the analysis and design of
reinforced concrete structures allowing for different degrees of moment
redistribution [1] [8].

Recently a comprehensive study was devoted to the presentation of the
specific techniques, features, field of application and limitations of these
methods [9].

The study was prompted by the need for providing structural engineers
with an overall view of the potential applications of limit design and with some
Illustration of the problems involved in the available approaches. Two important

results of this study [9] are noted:

1. A set of objective criteria for quantitatively comparing structural design
Solutions evolved.

2. Some theoretical developments in the ultimate load design [10], optimal
design [11], [12], compatibility analysis [13] and Computer techniques in
plastic analysis [14] followed.

While the theoretical developments mentioned above are reported else-
where, this paper elaboratores on the objective criteria first presented in [9],
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i.e., the collapse safety, serviceability and efficiency of limit design Solutions
and methods.

The paper does not attempt to recommend the application of any specific
method in preference to the other. It only provides the designer with a set of
Standard criteria for evaluating various limit design methods [2] [8] with
respect to the currently used ultimate strength design (USD) method [1].

Design Criteria and Limit Design Methods

A summary of the design criteria and basic assumptions adopted in various
methods is reproduced in Table 1 [9],

The ultimate safety is expressed by the ultimate load factor for a particular
loading arrangement, which is defined as the ratio of the collapse load for the
given loading arrangement to the corresponding Service load, X+ Wt^IW.
The ultimate safety parameter (u. s.p.) uiy can be introduced as a convenient
measure of the structural safety, and is defined by the ratio of the ultimate
to the specified load factors, i.e., ^ A+/A0.

The serviceability is basically dependent on the safety against the first
section reaching its ultimate stage. In brief, this is here referred to as yield
safety, and is measured by the yield load factor. This is defined as the ratio
of the load at which the ultimate moment is reached at section j (first plastic
hinge load) and the Service load, i.e., X1j Wlj/W. A convenient measure of
the yield safety of a critical section for a particular loading arrangement is the
yield safety parameter (y. s.p.), which is the ratio of the yield load factor of
the section to the specified overall load factor of the structure, i.e., xj X1jlX0.

The compatibility condition ensures that section behaviour in the inelastic

ränge follows the load-deformation curve of the material. For the elastic-
plastic material idealization it reduces to a limitation of the inelastic rotations,
i.e., 6j^6pj [16]. This condition presupposes a limiting concrete strain which
varies with different methods, as listed in line 3 of table 1.

The efficiency of a particular design Solution may be considered in relation
to total or initial cost, material consumption or other criteria. When geometry,
concrete sections and shear reinforcement are maintained constant for various
Solutions, a reasonable criterion of economy is the consumption of flexural
reinforcing steel. If Ve and Vk are the steel volumes required by the elastic,
U.S.D. Solution and by limit design respectively, the ratio vk=VkIVe is a

measure of the relative steel consumption in limit vs. elastic design, and is
referred to in this and previous studies [9], [11] as the efficiency index of the
structure.

This paper suggests that ratios ut, Xj and vk, enable a meaningful comparison
of design Solutions to be made in relation to safety, serviceability and efficiency,
respectively.
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The following methods are investigated:

1. USD: "Ultimate Strength Design" as proposed in the ACI Building Code

[1], currently accepted in American design practice, and implying an elastic
structural analysis and plastic sectional design.

2. BLD: "Bi-Linear Design" as proposed by H. A. Sawyer, Jr., [2], [3] and
similar in principle to the method of imposed rotations by Macchi [15].

3. SLD: "Simplified Limit Design", as proposed by A. L. L. Baker [4], [5]
with amendments to include a serviceability criterion and consistency in
the ultimate conditions [10].

4. LRD and FRD "Limited and Füll Redistribution Designs", as proposed
by M. Z. Cohn, [7], [8], formerly referred to as OLD 2 and OLD 1 methods

respectively, [6].
5. OLD: "Optimum Limit Design" as proposed by M. Z. Cohn and D. E.

Grierson [8], [11].

Methods 2., 3. and 4. above have been selected because they have a

relatively higher potential for application, are representative of methods in the
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"compatibility" and "serviceability" classes [7] and have been retained for
consideration by the Joint ASCE-ACI Committee 428, Limit Design.

Methods 1. and 5. have been included because they represent the extreme
trends in relation to the safety, serviceability and efficiency of structural
designs.

The lines in table 1 are self-explanatory and summarize the basic assumptions

and criteria adopted in various limit design methods illustrated in the

paper.

Examples of Building Structures

Design Solutions based on various methods are studied by reference to six
examples of building structures to which limit design may safely be applied
at this time. It is believed that limit design principles are acceptable for all
the examples investigated because flexural action prevails and, with proper
detailing, shear, instability and other effects may be neglected. These examples
are indicated in Fig. 1 and consist of two continuous beams, two multi-storey
braced frames and two single-storey, unbraced frames. The braced frames wrere

426 4 46^5
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215 0 240 5
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Fig. 2. Factored elastic moment envelopes (USD theoretical Solutions).
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Table 2. Design Solutions and Yield Safety MP3 and x3 Values for Continuous Beam
Examples 1 and 4

Example
Section

0)

USD BLD SLD LRD FRD OLD

MP3 Xj MP3 x3 MP3 x} MP3 Xj MP3 Xj Mp} Xj

1 189 4 1 000 175 0 0 923 143 0 0 755 170 5 0 900 135 0 0 712 135 0 0 712
2 368 7 1 000 335 0 0 910 270 0 0 732 310 0 0 840 289 0 0 785 271 3 0 736

1
3 284 3 1 000 247 0 0 870 297 0 1 045 256 0 0 900 271 0 0 950 234 3 0 824
4 426 4 1 000 385 0 0 905 331 0 0 777 358 0 0 840 334 0 0 785 426 4 1 000
5 233 1 1 000 235 0 1 008 265 0 1 138 210 0 0 900 233 0 1 000 166 0 0 712
6 465 5 1 000 385 0 0 826 331 0 0 710 392 0 0 840 366 0 0 785 408 1 0 877

1 284 0 1 000 275 5 0 970 255 5 0 900 260 5 0 916 253 0 0 889
2 330 0 1 000 — — 231 0 0 700 244 5 0 740 235 0 0 712 251 0 0 760

4 3 215 0 1 000 — — 168 0 0 782 193 3 0 900 157 0 0 732 150 3 0 700
4 291 0 1 000 — — 205 0 0 704 215 5 0 740 207 0 0 712 203 0 0 700
5 240 5 1 000 — — 181 5 0 756 216 5 0 900 171 0 0 712 172 3 0 726

Table 3. Design Solutions and Yield Safety MV3 and x3 Values for Braced Frame Examples
2 and 5

Exam
ple

Section

USD SLD LRD FRD OLD

MPJ x3 Mp) X, Mpj x3 MP3 X, MP3 Xj

1 51 4 1000 48 0 0 940 47 0 0 915 46 0 0 890 51 4 1 000
2 153 9 1 000 155 0 1 010 141 0 0 915 143 0 0 930 153 9 1 000
3 256 9 1 000 210 0 0 820 235 0 0 915 229 9 0 890 185 6 0 723

2 4 317 1 1 000 275 0 0 870 290 9 0 915 282 0 0 890 317 1 1 000
5 220 6 1 000 236 0 1 070 202 0 0 915 208 0 0 940 170 5 0 773
6 340 7 1 000 275 0 0 810 312 0 0 915 303 0 0 890 340 7 1 000
7 340 6 1 000 275 0 0 810 312 0 0 915 303 0 0 890 340 6 1 000
8 219 5 1 000 236 0 1 070 202 0 0 915 197 0 0 890 159 6 0 727

1 70 6 1000 70 0 0 992 63 3 0 897 56 7 0 803 70 6 1 000
2 157 6 1000 169 2 1 074 141 4 0 897 155 8 0 988 125 1 0 794
3 241 2 1 000 170 0 0 706 216 2 0 897 194 0 0 803 241 2 1 000

5
4 230 7 1000 170 0 0 737 207 0 0 897 185 3 0 803 230 7 1 000
5 126 2 1 000 124 6 0 986 113 2 0 897 102 8 0 814 89 1 0 706
6 213 1 1 000 155 0 0 727 191 2 0 897 171 4 0 803 153 9 0 722
7 216 0 1000 155 0 0 717 193 9 0 897 173 7 0 803 183 1 0 866
8 133 5 1 000 132 5 0 993 119 8 0 897 107 5 0 803 94 3 0 706

designed assuming that the requirements of articles 905 and 914 of ACI 318-63

[1] apply.
Examples 1, 2 and 3 are the same as in reference [9] and represent fairly

typical loads, geometries and amounts of plastic redistnbution. Examples 4,
5 and 6 have been added in an attempt to explore higher limits of redistribution
for the same classes of structures.

The five methods mentioned in the previous section have been successively
applied to the six examples in Fig. 1. Details of the analysis and design pro-
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cedures will not be reproduced here, as they have been extensively described
elsewhere [9].

The factored elastic moment envelopes for all six examples, which constitute
the theoretical USD Solution, are given in Fig. 2 in k-ft. units.

Design Solutions based on USD, BLD, SLD, LRD, FRD and OLD are
summarized in terms of plastic moments Mpj required at each critical section
in table 2 for the beam examples 1 and 4, in table 3 for the braced frame
examples 2 and 5, and in table 4 for the unbraced frame examples 3 and 6.

For the sake of undistorted comparison, the theoretical moments, as

resulting from analysis, are generally assumed as design moments. A 5%
overdesign of span moments has been used in SLD as an additional ultimate
safety and to avoid collapse mechanism formation at the ultimate load.

The BLD method has been applied only to the first two examples, as it
appears to require considerable computational effort. It is believed that the
Solutions obtained for these two examples and the criteria on which the method
is based are sufficient to indicate probable trends in its general application.

Safety

An accurate evaluation of the actual carrying capacity of a given design is

not possible. If plastic collapse is assumed to be an acceptable failure
condition for all designs, the mechanism collapse load W.+ and the ultimate
safety parameter ^ A+/A0 provide a convenient measure of the relative
safety of various designs.

Possible collapse modes of the six structures chosen as examples are shown
in Fig. 3. For examples 3 and 6 only the most critical mechanisms, i.e., those

resulting in lowest safety, are indicated. Values of the ultimate safety
parameters ut for each critical collapse mode and for each design Solution are
given in table 5.

t1(3)I 2
¦+-3»

t
(3I) (2)

Typical for examples 1 and 4 Typical for examples 2 and 5

r rpp rfp rjqi rpp
Example 3

^771 777 [771 7771 7771 777
Example 6

Fig. 3. Collapse modes of example structures.



SAFETY, SERVICEABILITY AND EFFICIENCY OF LIMIT DESIGN 25

Table 5. Collapse Safety: u\ Values

Exam¬
Mechanism

USD BLD SLD LRD FRD OLD
ple «

1 1.381 1.269 1.029 1.205 1.000 1.000
1 2 1.170 1.042 1.025 1.000 1.000 1.000

3 1.164 1.063 1.022 1.000 1.000 1.000

1 1.095 1.028 1.000 1.000 1.000
2 2 1.100 — 1.022 1.008 1.000 1.000

3 1.122 — 1.022 1.028 1.000 1.000

1 1.285 1.150 1.052 1.028 1.075
2 1.292 1.116 1.045 1.055 — 1.000

3
3 1.975 1.810 1.618 1.542 — 1.396
4 1.170 1.130 1.030 1.000 — 1.020
5 1.160 1.100 1.012 1.000 — 1.000
6 1.170 1.118 1.025 1.000 — 1.000

1 1.189 1.035 1.000 1.000 1.000
4 2 1.389 — 1.022 1.121 1.000 1.000

3 1.405 — 1.023 1.143 1.000 1.000

1 1.116 1.029 1.000 1.000 1.000
5 2 1.240 — 1.021 1.112 1.000 1.000

3 1.247 — 1.023 1.118 1.000 1.000

1 1.235 1.034 1.000 — 1.000
2 1.387 — 1.054 1.003 — 1.000
3 1.235 — 1.034 1.000 — 1.000

6
4 4.060 — 2.520 2.950 — 3.000
5 1.241 — 1.018 1.000 — 1.000
6 1.258 — 1.004 1.000 — 1.050
7 1.273 — 1.056 1.002 — 1.019
8 1.325 — 1.020 1.031 — 1.110

It is noted that since the mechanism collapse is the most severe failure
criterion considered u~l in methods based on such criterion, i.e., OLD, FRD
and LRD, and ut > 1 in SLD, BRD and USD, which adopt more conservative
failure criteria. In the füll redistribution design (FRD) ut=\ or A^ A0 is

postulated for a number of collapse modes equal to the number of independent
limit equilibrium equations that can be written for the structure. For the
optimal limit design (OLD) the same result is obtained, although this
condition is not an explicit design requirement. In limited redistribution design
(LRD) the condition ut=l in at least one collapse mode is imposed and is
reflected in table 5. SLD Solutions are in general close to those for LRD and
for beam problems may be made close to FRD Solutions if adequate safety
and serviceability criteria are adopted [9], [10].

Safe SLD Solutions may be obtained only when all possible loading com-
binations are considered. This is essential in cases where lateral loads are
significant, as the exclusive consideration of the füll loading for the structure
may be unsafe in some particular loading schemes. The same aspect should be
retained in calculating inelastic rotations and checking the compatibility
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requirements for all critical sections under the most critical loading arrangement

s.

BLD Solutions result in larger collapse safety than other limit design
methods because the governing failure criterion is the crushing of the first,
most stressed, section in the structure.

It is seen from table 1 that the largest strength reserves against plastic
collapse are provided by the USD Solutions, which imply that the structure
fails when at least one of its critical section yields.

Serviceability

Normal Service Performance requires that deflections be within acceptable
limits, Cracking not be excessive, maximum stresses remain within allowable
bounds and inelastic behaviour be avoided. It has been shown [17] that except
for the deflection requirement all Service conditions are controlled by adopting
a sufficiently large margin of safety against the ultimate moment of critical
sections. For the under-reinforced sections currently used in reinforced concrete
design yielding of steel governs the formation of plastic hinges and the ultimate
moment. Hence, the concept of yield safety is introduced, which can be
measured by the yield load factor A1;- for each critical section j. By definition,
this is the ratio of the ultimate moment to the working moment, i.e., A1;-

MpJIMj. Note that, for proportional loading between Service and ultimate
stages, this ratio also equals the ratio of corresponding first yield to service
loads, or Xlj MpJIMj WliIW [7].

It has been shown [9] that adoption of a lower bound for A^- may ensure
the simultaneous satisfaction of all serviceability requirements but the deflection

control, and accordingly a tentative bound was suggested as A1 minA1:?
1.2.

It is emphasized that further study is necessary for a proper assessment of
the minimum values of acceptable yield load factors. Indeed, variable X1 values

may be warranted to allow for different roles of span, support or column
sections or to accomodate different serviceability requirements.

With Ax=1.2 and A0 corresponding to the dead and live loads in each

example, minimum values of yield safety parameters, mina^==1.2/A0, resulted
as in table 6.

Table 6. Minimum Allowed Yield Safety Parameters for A\= 1.2

Example 1 2 3 4 " 5 6

A0

min Xj
1.685 1.700
0.712*) 0.706

1.700
0.706*)

1.714 1.700
0.700 0.706

2.000
0.600

*) In BLD, since A^l.39 is adopted, min x3- for examples 1 and 3 are 0.825 and 0.818
respectively.
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For the design Solutions listed in tables 2, 3, and 4, it is seen that this
serviceability requirement is nowhere violated. Values of Xj 1 in the USD
Solution reflect the criterion of structural failure associated with the first
section becoming a plastic hinge, i.e., A1;=A0. Occasional values of Xj>l
refer to highly conservative designs for column sections, indicating that in no
loading arrangement such sections could be the first to yield.

It is seen that extreme values of Xj are used for SLD Solutions, particularly
for the beam and braced frame examples. This corresponds to the trend of
this paper to put each method to its advantage, ensuring maximum redistribution
permitted by the Standard serviceability requirements adopted.

In this regard it should be mentioned that example 6 is identical with the
frame example used in the Institution of Civil Engineers Research Committee
Report [18]. In the absence of guidelines on permissible redistribution and
serviceability the SLD Solution proposed in the report [18] violates drastically
the serviceability requirements for the column sections.

Values of Xj in LRD Solutions reflect the alternative criteria specific to the
method: either equal yield safety for all critical sections or equal Xj for span
sections and smaller, but also equal Xj values for support sections. The criterion
of equal minimum yield safety for the largest possible number of critical
sections is reflected by the FRD Solutions [6].

Consistent with the design objective of minimizing the steel volume the
yield safety parameters in OLD Solutions tend to be at their lowest permissible
values wherever possible.

Efficiency

The efficiency index vk for various Solutions is calculated on the following
assumptions:

1. Section sizes remain the same in each example.
2. The flexural steel required at each section is proportional to the

corresponding design plastic moment, and
3. the arrangement of the flexural reinforcement follows the typical schemes

in Fig. 4.

The efficiency indices calculated with the formula

ZxjXqMjIj
Vi, =¦

Vk
k ve ZK^ih

i
for the examples and methods discussed are listed in table 7. In general, it is
seen that with USD Solutions taken as reference, vk values decrease (i.e. the
relative reductions in steel consumption are larger) as BLD, SLD, LRD, FRD
and OLD Solutions are considered in turn.
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Fig. 4. Typical reinforcement of example structures for the 6 examples.

Table 7. Structural Efficiency: Vk Values

Example USD BLD SLD LRD FRD OLD

1 1.000 0.907 0.877 0.868 0.850 0.825
2 1.000 — 0.948 0.927 0.922 0.890
3 1.000 0.926 0.934 0.790 — 0.760
4 1.000 — 0.793 0.831 0.768 0.766
5 1.000 — 0.897 0.909 0.866 0.829
6 1.000 — 0.772 0.757 — 0.756

It is noted that for the six examples presented in the paper, limit design
resulted in steel savings of from 5.2% to 25% in relation to USD.

For all the examples and limit design methods considered (excluding the
extreme USD and OLD Solutions) an average efficiency index v 0.852 is

obtained, which represents a steel saving of about 15% compared to the
current design practice. It may be concluded that savings of 15-20% vs. USD

may be expected by adopting limit design methods for the classes of structures
investigated in this paper.

Conclusions

1. When compatibility considerations are not critical, the three basic
criteria governing a design Solution are: safety, serviceability and efficiency.

2. The parameters % A+/A0, xj Mpj/MjX0-- --X^/Xo and vk=Vk/Ve are
introduced in the paper for a quantitative evaluation of design Solutions in
relation to the above criteria.

3. Safety and efficiency are conflicting requirements, related to the amount
of allowable moment redistribution: structures designed to accomodate a large
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redistribution are less safe, but more efficient than those designed for small
moment redistribution.

4. Various limit design methods are available for taking advantage to any
desirable degree of the inelastic moment redistribution in reinforced concrete
structures. Limit design methods illustrated in the examples ränge in the
following descending order in relation to their ultimate safety: USD, BLD,
SLD, LRD, FRD and OLD, with the USD and OLD having the largest and
smallest reserve strength against plastic collapse respectively. The above order
is preserved for the efficiency index, indicating an increase of steel savings vs.
USD as one moves from BLD towards OLD.

5. Adoption of a minimum yield load factor A2 is a convenient and reliable
approach to the control of serviceability requirements in any limit design
method.

6. The examples presented in this paper indicate that steel savings of about
15% vs. USD are very likely to be obtained, regardless of the limit design
method adopted.

7. Because of the small difference in efficiency of FRD and OLD Solutions,
it appears that füll redistribution should be a practical aim in design, w^hich

would ensure results not too far from those based on mathematical optimiza-
tion.

Notation

i subscript referring to collapse modes (mechanism i)
j subscript referring to critical sections
k subscript referring to particular Solutions obtained by using

various limit design methods

lj conventional length over which the reinforcement of section / is
maintained constant

Mj elastic envelope moment value at critical section j
Mpj design plastic moment at initial section j ultimate moment

load based on U.S.D.

ui A^/A0 ultimate safety parameter
vk=^klK efficiency index
Ve flexural steel volume in the elastic, U.S.D. Solutions
Vk flexural steel volume in a particular design Solution
W working load
Wu ultimate load
Wij first yield load when section j is first to become a plastic hinge
xj MpJIX0Mj X1JIX0 yield safety parameter for section j
Ao WJW overall load factor of the structure
Xf collapse load factor of a structure associated with mechanism i
X±j W1jfW yield load factor of section j
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Ax 1.2) minimum allowable value of the yield load factor
dj inelastic rotation of plastic hinge j
8pj rotation capacity of plastic hinge j
USD ultimate strength design
BLD bi-linear design
SLD simplified limit design
LRD limited redistribution design
FRD füll redistribution design
OLD optimum limit design
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Summary

Safety, serviceability and efficiency of Solutions based on various limit
design methods, as applied to some typical reinforced concrete building structures,

are compared.
Safety is considered in relation to the failure of structures as collapse

mechanisms. Serviceability is evaluated in terms of the safety against first
yield of critical sections. Structural efficiency for each limit design method is
evaluated by the ratio of flexural steel consumption to that resulting from an
elastic design.

Six examples of typical building structures (two continuous beams, two
multi-storey, multi-bay braced frames and two single-storey, unbraced frames)
illustate the relevant features of Solutions based on existing limit design
methods.

Resume

Une comparaison de ces trois facteurs est faite pour differentes methodes
de dimensionnement ä la rupture, appliquees ä quelques structures typiques
en beton arme.

La securite de rupture se rapporte au moment de ruine par formation de
mecanisme instable. La securite de Service se rapporte ä la plastification des

premieres sections critiques. Le rendement pour chaque methode se mesure
au tonnage de fer d'armature employe par rapport au dimensionnement
elastique.

Six exemples typiques de structures (deux poutres continues, deux
portiques ä plusieurs etages renforces, et deux portiques simples, non-renforces)
montrent les caracteristiques essentielles des Solutions des diverses methodes
existantes de dimensionnement a la rupture.
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Zusammenfassung

Sicherheit, Nutzbarkeit und Leistung von Berechnungen, die auf verschiedenen

Traglastkriterien fußen, werden an einigen typischen Stahlbetonbauten
miteinander verglichen.

Die Sicherheit bezieht sich dabei auf das Bruchmoment durch Bildung
eines instabilen Mechanismus. Die Nutzbarkeit bedeutet die Sicherheit vor
dem Nachgeben der ersten kritischen Querschnitte. Die Leistung mißt sich

am Verbrauch an Armierungsstahl für die verschiedenen Methoden gegenüber
einer elastischen Bemessung.

Sechs typische Beispiele (2 Durchlaufträger, zwei versteifte Stockwerkrahmen

und zwei einfache, unversteifte Rahmen) zeigen die wichtigen
Charakteristiken der verschiedenen existierenden Bruchbemessungsmethoden.
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Introduction

In this paper a method is presented for analysis of floor Systems based on a
similar technique by Saibel and D'Appolonia [3] for the treatment of continuous

beams. The problem is considered as a two-dimensional plate problem with
the slab of the floor system resting on supporting columns, and Solution of a

fourth order partial differential equation complying with the necessary boundary
condition is involved. For Solution of the equation the normal mode method is

employed together with some properties of orthogonal funetions.
A simple frequency equation is derived in terms of the number of "symmet-

rically situated" columns supporting a floor system. Numerical Solutions for
the equation, which is of eubie form, are obtained by trial and error methods for
a few cases and from the data obtained an approximate formula is derived.
A general frequency equation is also derived in terms of the stiffness number for
floor system with elastic interior columns. Finally, a brief analysis of mode
shape due to free and forced vibrations of floor system is included.

An ideal elastic structure is one in which no internal damping forces exist.
Such a structure may vibrate for an infinitely long period of time without the
application of external forces, other than those required to initiate the motion.
The Vibration can oeeur in any one of several natural modes in which each

point in the structure executes harmonic motion about a position of static
equilibrium, every point passing through its position of equilibrium at the same
instant and reaching its peak position at the same instant. Thus the frequency
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of oscillation is the same at every point and this is the natural frequency of the
system in the particular mode involved, which is conveniently expressed in
terms of the deflected configuration of the structure in the extreme position.

The equilibrium of a dynamical system may be conveniently expressed by
application of any one of the following basic principles: 1. Newton's laws of
equilibrium; 2. D'Alembert's principle and the associated principle of Virtual
work; 3. Hamilton's principle and the associated equations of Lagrange. Since

physical structures are always more or less continuous, exact governing equations
must be in the form of differential or integral equations in which the independent
space variables may vary continuously. However, in all but exceptional cases,
Solution of these equations is not possible unless approximations are made with
respect to the actual boundary conditions and to the mode of Solution of the
equations. The validity of the results obtained will depend directly on how well
the assumed mathematical model portrays the actual structure. In this respect
structural damping of the real structure plays a dominant role and hence
confirmation of theoretical concepts by actual structural records is necessary.

Existing Methods of Analysis for Floor Systems

The most notable contributions to analysis of floor-systems have been made

by Bleich [1] and Rogers [2]. Bleich's method, essentially, is to reduce the
complex structural system to a number of simpler structures, the natural
frequency of which can be easily found. The simpler structures are termed
complementary Systems.

Consider the simplified beam and girder floor system shown in Fig. 1. If the
moment of inertia of the main girder is assumed to be infinitely great, (I0 — oo),
the problem resolves itself into a system of independently vibrating floor beams
which may be termed System A. The normal shapes and frequencies of each
of the floor beams can be readily determined. On the other hand if it is assumed
that all the floor beams are infinitely rigid, (IB=co), and the main girder
remains flexible, a complementary system, (System B), is formed. The normal
mode shapes and frequencies of this system must also be determined before
the whole system can be analysed.

For the complementary system Bleich has shown that

X XA + XB, (1)

where X shape function of the entire structure,
XA shape function of system A,
XB shape function of system B.

Eq. (1) holds true regardless of the actual nature of the loads as long as the
members forming the structure can be considered elastic. By expressing the
shape funetions of the complementary Systems XA and XB in terms of a series
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expansion of the normal funetions, and making use of the general theories of
oscillation and properties of orthogonal funetions the following set of equations
is obtained [1,2]:

Ci. Pia + E J8f«

CiaZ

p2 ^(pIbIp2)-
ßlkßzk

t (pIbIp2) -1 +c,2A

!J ^(pIbIp2)-^-
ßlk

ifiPkBlV2)-1

(2)
0.

Eq. (2) is comprised of a set of i homogeneous, algebraic equations in the
unknowns ClA, and non-trivial Solutions will exist only if the determinant of
coefficients vanishes. This determinant is the frequency equation for the structure.

For more general types of statically indeterminate structures application
of the above method becomes highly complicated.

j-MAIN GIRDER

'

rj

* ¦

o

L L

<
Ul
CD

>•
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ö

Fig. 1. Simplified floor-system.

¦" _L— ¦>»

T

'

a a

Fig. 2. Grid floor-system.

For the type of structure shown in Fig. 1. Rogers considers the dynamic
shear at the end of each floor beam as a dynamic load on the main girder. By a
simple approximation these concentrated loads are converted into an equivalent
uniformly distributed load represented by:

EIXS
w (xf, t) — (cot XnL — coth Xn L) y0 (x', t). (3)

The problem is then solved for a forced Vibration of the main girder as in
Eq. (3). The governing equation is

^«/J^ + n-Sr «¦(*',')•JQ±0 dx'4 dt2 (4)

After consideration of the boundary conditions of the main girder the
frequency equation is given by:

LIXI
Vi n*p%+ n(eotXnL~eothXnL),

wne
(5)

where n designates the particular mode.
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A more general case of a grid-floor system with beams running in the x and y
directions, as shown in Fig. 2., has also been investigated by Rogers. If, in
any given direction the beams are assumed to have the same flexural rigidity,
EI; the same spacing, e; and the same mass per unit length, w; the free Vibration
of the grid is expressed, approximately, by the equation:

M*^y + ^vlv^i+^i 0 (6)
wxex dx* Wyty dy* dt2 K

For the grid shown in Fig. 2 with simply-supported edges, its fundamental
frequency is given by:

p l§b*wy^ l§a±wx y)
and the mode by.

y CcosXxcosX'y (A sin p^t + B cos p1±t). (8)

Conventional analysis treats a floor-system as a set of vibrating beams, the
mass of the floor slab being either neglected completely or distributed on to
the beams. Thus the system is left vibrating as a free body and the effects of
interior supporting columns are neglected. But the interior columns and the
floor slab mass have significant effects, particularly, on the natural periods and
mode shapes of the floor system. These effects are considered in the following
sections.

Floor Systems on Rigid Columns

Consider the floor system shown in Fig. 3, consisting of a reetangular slab
A BCD of constant thickness, h; modulus of elasticity, E; Poisson's ratio, pu;

deflexion Z; mass per unit area, W; and lengths a and b along the x and y axes
respectively. It is internally supported by any arbitrary number, N, of rigid
columns.

Taking A as the origin the various columns are located by the coordinates

(c1,d1), (c2,d2), (cN,dN).

For dynamic analysis of the floor system the following assumptions are made:
1. No deformation occurs in the middle plane of the slab. This plane remains

central during bending.
2. Points of the slab lying initially on the normal to its middle plane remain

so after bending.
3. The normal stresses perpendicular to the plane of the slab can be neglected.
4. The material of the slab is isotropic.
5. The floor system is taken as a flat slab.
6. The edges of the floor system are assumed simply-supported and the

contact surface of the slab with each interior supporting column is taken as a
single point.
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Assumptions (1), (2), (3) and (4) are those usually adopted in the theory of
thin plates. Assumption (5) is reasonable because most of the stiffening power
comes from the interior columns. Assumption (6) ignores the rotational
resistance but not the translationary resistance of the boundary walls and
columns on the grounds that the flexural resistance offered by these members
is relatively small. The assumption of point contact at the interior columns is
also reasonable unless dropheads are used and it simplifies the analysis considerably.

If the system is considered equivalent to a simply-supported reetangular
slab having the same dimensions and distribution of elastic properties as the
actual system, and subjected to time-dependent concentrated loads, where the
interior columns oeeur, the governing differential equation is given by:

DV*V*(Z) + W^ f(x,y,t). (9)

The term / (x,y,t) represents the applied load which, in this instance, is the
reaction offered by the interior columns. If this term becomes zero then Eq. 9

becomes the governing equation of free Vibration for a similar slab simply-
supported at the boundaries and having no columns.

Since the whole system is vibrating freely the column reactions must depend
upon the frequency of the system. If Bt represents the amplitude of the time-
dependent column reaction Pi} acting at the point ct, di then:

Pi BiCos(wt-d), (10)

where co frequency of the system

and 9 phase angle of the motion

and values of Px and 6 should be determined through the initial time conditions.
The concentrated column reaction, Pl5 can be expressed as an equivalent
distributed load in terms of the normal funetions (3) by:

f(x,y,t) XBiCos(a>t-6)ZZWZmn(x,y)Zmn(Ci,di), (11)
i=l m n

where i 1, 2, 3,. N depending on the number of interior columns.
Substituting Eq. 11 into Eq. 9 the Solution will take the form

Z(x,y,t) %j:Zmn(x,y)qmn(t), (12)
ro n

which leads to

2 2 [ W pln Zmn (x, y) qmn (t) + W Zmn (x, y) qmn (t)]

ZBicos(cot-d)ZZW Zmn (x, y) Zmn (ct, dt).
i m n

(13)
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If the coefficients of Zmn (x, y) are matched to get the equation on the time
function qmn(t), then:

9mn (*) + Vmn ^mn (0 2 Ri COS (<*>t-0) Zmn (c4 dj (14)

The Solution of Eq. 14 takes the form:

?»m(0 AimcosM-ö)>
N
2 Ri Zmn (ci > di)

where Dn
Pmn '

(15)

(16)

Since the deflexion at each point of column support must equal zero, then
for a column support at (c^dj)

Z(cj,dj,t) XZZmn(cj,dj)Dmncos(a>t-9) 0

N

or
2j ^i ^mn \Ci > °U ^mn \Cj > ty)

> > -^ ==0.
m n (Vmn-^2)

(17)

(18)

There will be as many equations of type (18) as there are interior supports,
each containing as many terms as there are interior supports, and all these

equations are linear and homogeneous in the constants, B. By setting the
determinant equal to zero the frequencies of the floor system can be obtained,
the least value giving the fundamental natural frequency.

9

D
Jc,d.)D-

n

°!

a

1

(1) (2)
D

(3) (4)
D

f a 2b. rZ^ 2bx
(T'7 > (T'T)

Fig. 3. Fig. 4.

Actual Solution of Eq. 18, may become intraetable if more than four interior
columns are considered, or more than two terms of the series. But if the columns
are symmetrically spaced about the centrelines of the floor system the amount
of computation is greatly reduced.

Consider, for example, the floor system with four symmetrically placed
interior columns shown in Fig. 4. For brevity, the column positions are numbered
(1), (2), (3) and (4) respectively.



(19)

DYNAMIC ANALYSIS OF FLOOR SYSTEMS 39

Due to the symmetry of the system, the frequency equation, is given by
Eq. 19.

yyR^yi)^!) yyR2Zmn(l)Zmn(2)^V (Pin-"*) ^V (Pin'"2)

yyJ?3i,(l)iM(3) yyaÄn(l)Zmw(4)+ U Li (v2-o?) ^LL (»«-w8)m n \£"mn / m n \rrnn i

yyi?x^(2)^(i) vv^4»(2)4(2)

y y RzZmn(2)Zmn(3) y y iZ4Zmw(2)Zmw(4) _

yyR1Zmn(3)Zmn(l) y y R2Zmn(3) Zmn(2)

^V (Pin-™*) ^V (Pin'«2)

yy R3Zmn (3) Zmn(3) yyjj4t(3)j,(4)_0

y y-Bi^m»w^mn(i), rv^4(P»P) •

Li Lj (vln-cü2) Li L (pi„-cu2)m n \rrnn i ?n n \rmn r /

m n \Pmn "M m n K^mn w

Since the relative positions of the columns are known the corresponding
normal funetions can be written as

zmn(l) Csm—smy, Zmn(2) Csm-^—sm —,

L(3) <7 sin —sin——, Zmn(4) Csm-^-sm—.

Because of the rapid convergence of the series in Eq. 18 it is sufficient to
consider values of m and n ^ 6.

It can be shown that all of the interior column reactions, B, have the same
absolute value and differ only in sign. The following possibilities exist:

1. B^ B2 ^3 B^,
2. M-± — B2 — B% jR4

3. B^ B2 —B% —B^,
4. B^ — B2 B% — Bt4-

Using the four possible arrangements of i?-values shown in Eq. 20 four
corresponding frequency equations can be obtained:
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Ifl- -A2

Z!2-A2

J?2-A2

^li-A2

+

+

+

+

where 72

Zf5

1

-A2 + lh
1

-A2 +

^24

1

-A2 +
^42

1

-A2 +

72

1

-A2 +
%2

1

-A2

^25

1

-A2 + lli
1

-A2 +

n2) 2 K2 _
77* D

lh -A2
1

IV -A2
1

lh -A2
1

Zf5-A2

0,

0,

0,

0,

(21)

(22)

(23)

(24)

VW' v2 _ JZ2 72
rmn ^*- vmn'

a — side ratio, X — Frequency number.

The least value of the Solution is given by Eq. 22 which determines the
fundamental frequency of the floor system.

For the general case of a floor system with mn symmetrically located,
infinitely rigid columns, with m columns in each row parallel to the #-axis and
n columns per row, parallel to the «/-axis (i.e. i m, j n), the frequency
equation may be written as:

(«)
Im <n

A.
+ 72 — A2

lm+2, n A
+ 72

lm, n+2 ¦X2 + 72 — A2
lm+2, n+2 A

0.

Eq. 24 has as its parameters, K, a, m and n. For definite values of m and n,
the equation, after expansion, becomes a cubic equation in the square of the
frequency number, A2. It can be written as:

4 (A — 3 (A [/mj n + lm> n+2 + lm+2} n + lm+2, w+2]

-jr Z (A \tm^n tm>n+2 + Lm>n lm+2,n + %,n ^m+2,n+2

+ ^m,n+2 lm+2,n + ^m,n+2 lm+2,n+2 + lm+2,n ^m+2,n+2i \^)
~ L/ra, n ^m, n+2 ^m+2, n^~^m,n ^m, n+2 ^m+2, n+2 ~t~ ^m, n+2 ^m+2, ?i ^m+2, n+2

~T~ ^m, n ^m+2, n ^m+1, n+l\ ^ •

Eq. 25 has been solved, by trial and error process, for different values of oc,

m and n to obtain the frequency numbers, A, which are shown in Table 1. The
relation between A and the side-ratio, a, is shown in Fig. 5.

Table 1. Frequency number with change of side ratio (for rigid columns)

m n a=1.0 a=l.l a=1.2 a=1.3 a=1.4 a=1.5

1 1 5.81 6.34 6.79 7.18 7.54 7.89
1 2 9.07 9.80 10.55 11.24 11.85 12.39
2 2 12.94 14.20 15.42 16.60 17.85 19.10
2 3 18.27 19.74 21.23 22.69 24.10 25.55
3 3 22.90 26.40 28.74 31.43 33.92 36.90
3 4 31.42 34.06 36.74 39.43 42.32 45.24
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Actual numerical Solution of the general frequency equation when applied to
a particular case is tedious. For this reason an approximate expression has been
worked out from the data given earlier in the paper. This is given below:

A 5.623(mxn)°'82(oc-l) + 5.6$9(mxn)°™. (26)

By comparison with the results obtained from Eq. 25, the frequency values

err, on the average, by 6.6% for a-values ranging from 1.0 to 1.4. If a is 1.5

then the error is 12%. But Eq. 26 is limited in its application, to differences
in value between m and n not greater than one: i.e. 0S (n-m)^l.
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Floor System on Elastic Columns

When the interior supporting columns are elastic and have different spring
constants, k, analysis can be performed using techniques similar to those shown
in the preceding section.

Let the column at point xt, yi have a spring constant k{. The column reaction
Pi is represented by:

Pi kiZ(Xi,yi,t). (27)

Hence it can be shown that the column reaction is given by:

¦**i ~ ^i Zj 2-i ^mn \Xi ' Vi) "mn (28)
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or for support at j
N
2- **i ^mn \xi > Vi) ^mn \xj > Vj)

*, hLLA te^ • (29)
m n \rmn /

Again, a set of equations of type 29, and linear and homogeneous with
respect to B, results. The spring constant will vary from zero for a fully flexible
column to infinity for a perfectly rigid column. The two limiting cases have

already been defined. For intermediate cases, either all the interior columns
have the same degree of elasticity or different values of k. Where k is constant
the analysis is considerably simplified, but if k varies, some approximations must
be made in order to achieve a Solution.

Dealing first with the case where k is constant, it has a dimension of length/
force and should have a negative sine in order to ensure that a positive deflexion
relates to an upward, or negative load.

Denoting ^W^bV^ ~G' (30)

where G can be termed the stiffness number of the floor system, the frequency
equation may be written as:

+ 72 _>2 + 72 _>2~*~72 _ \2 + 72 — >2
\ym,n A lm,n+2 A lm+2,n A lm+2,n+2 A J

(31)

Eq. 31 has been solved for floor Systems having 1, 2, 4, 6, 9 and 12 symmetrically

located interior columns and values of G equal to 1, 10, IO2, IO3, IO4 and
oo respectively. The results are grouped in Tables 2 to 7 and show that the
frequency number, A, is linearly related to the side ratio, a, for any particular
floor system having a particular value of stiffness number, G. The main Variation

of frequency number with stiffness number lies within the ränge, G= 10

to IO3 and as far as dynamic analysis is concerned, interior columns with
6?-values greater than IO3 can be regarded as infinitely rigid, in the analysis.

It should be noted, however, that the value of the stiffness number depends
on the value of the column spring constant and on the column numbers, m and
n. Hence, in order to compare different floor Systems with interior columns
having the same spring constant, the stiffness number, G, must be divided by
the corresponding number (m+ 1) (n-\-1).

Where the spring constant, kt, differs for every interior column the labour
involved in solving Eq. 29 becomes prohibitive. Some simplification can be

achieved by neglecting some of the terms ™ r^, and this seems reasonable

providing lmn > A, where A can be estimated from the general equation 24. But
the remaining equation may, even then, remain too laborious for Solution.
Besides no practical advantage seems to be gained by treating the interior
columns as having differing spring constants.
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Table 6. Influence of stiffness number and side ratio on frequency number

Floor System with Column Numbers: m 3, n 3

Log G
OL

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

0 18.20 19.92 22.00 24.18 26.63 29.20
1 18.28 20.06 22.20 24.40 26.80 29.50
2 20.02 21.80 23.80 25.90 28.30 30.34
3 22.43 25.30 27.60 29.90 32.40 34.94
4 22.85 26.30 28.70 31.30 33.90 36.40
00 22.90 26.40 28.74 31.43 33.92 36.90

Table 7. Influence of stiffness number and side ratio on frequency number

Floor System with Column Numbers: m 3, n 4

Log G
OL

1

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

0 25.05 26.46 28.96 31.69 33.41 36.29
1 25.12 26.58 29.07 31.97 33.80 36.60
2 26.65 28.38 30.42 33.27 35.10 37.42
3 30.08 32.37 34.67 37.42 39.60 42.16
4 31.31 34.00 36.62 39.31 42.25 45.16
00 31.42 34.06 36.74 39.43 42.32 45.24

Mode Shapes

The mode shapes of the floor system for free vibrations can be determined
once the frequencies are known. The column reactions, B, are first determined
within an arbitrary limit and these, when substituted into Eq. 12, give the
following expression for the mode shape of the system:

N

Z(x,y,t) ^^Zmn(x,y)-
XßiZmn(ci>di)

(Pmn-™2
(A cos cot-B sin co t). (32)

The arbitrary constants A und B in Eq. 32, should be evaluated using the
initial time conditions.

If the floor system is subjected to forced Vibration the general analytical
principles involved can be illustrated by reference to the simple case of a
single concentrated sinusoidal force, F.

If the force is

F F0sinft, (33)
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where / frequency of the applied load, the distributed load has the form:

/ (x, y,t) F0sinft£ZW Zmn (x, y) Zmn (u, v). (34)
m n

(u,v) being the point of application of the concentrated force.
The distributed load in Eq. 34 is added to the r.h.s. of Eq. 9 to form the

new governing differential equation. Its Solution consists of a homogeneous
part given by Eq. 32 and a particular Solution to be determined. The particular
Solution is investigated by using Eq. 9, which yields the following:

n _
Qmn (0 + Pmn Qmn (*) 2 Fi Zmn (Ci > di) + ^0 SUl / * Zmn (™> *>) • (35)

i

Solution of Eq. 35 for a steady-state forced Vibration will be of the form:

QmnV) Aim SHl/J (36)

with force Pt given by
Pi BiSinft. (37)

Substituting from Eqs. 36, and 37 into Eq. 35 gives:

N
2 Ri Zmn (Ci d{) + F0 Zmn (U, V)

{V2 - /2-*^mn / 2 _ /2 " v""/

By using the conditions of constraint at the interior supports

Z(ci,di,t) 0, (39)

or Zmn(Ci,di)Dmn 0 (40)

the values of the coefficients Bt may be found from the equation:

N _
2 Ri Zmn ifii > ^) + F0 Zmn (U, V)

22^(^)- j-^^rm 0- (41)
m n \Pmn I

N being the number of interior supports. This yields a set of N linear but non-
homogeneous equations which can be solved explicitly for the B coefficients.
With the iü-values known, the constant Dmn can be found and, finally, the
particular Solution for the deflexion, Z, where:

n _2 Ri Zmn (Ci > di) + ^0 Zmn (U> V)

Z (x, y,t) ZZ zmn(x,y)^ sinft. (42)
m n KPmn
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Nomenclature

a, 2 a length of slab in ^-direction
b, 2 b length of slab in ^/-direction
e spacing
E modulus of elasticity
EQ I0 flexural rigidity of main girder
Ex Ix flexural rigidity of beam in x-direction
Ey Iy flexural rigidity of beam in y-direction
ex, ey spacing of beams in x and y directions respectively
F applied sinusoidal force

/ frequency of applied load

f (x,y,t) force function on slab
G stiffness number
h constant thickness of slab
k spring constants of interior supporting columns
L span length of secondary beams

L0 span length of main girder
N number of columns supporting the slab

Pi reaction of column i
Pn frequency of main girder in the nth mode
Pmn natural frequency of slab

Qmn generalised coordinate, function of time t only
Bi amplitude of column reaction
W0 mass per unit length of main girder
Wx, Wy mass per unit length of beams in x, y direction respectively
W mass per unit area of slab
X shape function of entire structure
XA XB shape function of system A, B respectively
y0 vertical deflexion of main girder
Zmn (x, y) shape function of slab in the (m, n) th mode
z deflexion of slab
co frequency of floor system
6 phase angle of Vibration
/jl Poisson's Ratio
Xn frequency number
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Summary

This paper presents a method for analysis of floor-systems considered as

plates resting on supporting columns. The fourth-order partial differential
equation involved is solved by the normal mode method. A simple frequency
equation in terms of the number of "symmetrically situated" columns is
derived and some typical cases are solved numerically. The stiffness of the
floor system on elastic interior columns is also considered and mode shapes
due to free and forced vibrations briefly dealt with.

Resume

Cet article presente une methode de calcul des (systemes de) planchers
appuyes sur des colonnes. Les equations differentielles partielles du 4e ordre
utilisees sont resolues par la methode de la surface elastique.

Une equation d'oscillation simple en fonetion du nombre de colonnes
situees << symetriquement» est etablie et quelques exemples typiques ont ete
resolus. En outre, on considere la rigidite du plancher appuye sur des colonnes
interieures elastiques et on etudie brievement la surface elastique due tant
a une oscillation libre qu'a une oscillation entretenue.

Zusammenfassung

Dieser Beitrag zeigt die Berechnung von Decken, die auf Stützen ruhen.
Die zugrunde liegende partielle Differentialgleichung vierter Ordnung ist
durch die normale Biegefläche-Methode gelöst worden. Ebenso wird eine
einfache Schwingungsgleichung in Abhängigkeit der Anzahl symmetrisch
angeordneter Stützen hergeleitet und einige typische Fälle werden numerisch
gelöst. Weiterhin wird die Steifigkeit der Decke auf elastischen Innenstützen,
sowie die Biegefläche infolge freier und erzwungener Schwingungen
berücksichtigt.
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On the Splitting Tests of the Hollow Cylinder Specimens

Essais de ruine sur des trongons de cylindres creux

Über Spaltversuche an Hohlzylinderproben

BULENT ÖVÜNg
M. ACI, Ph. D., Assoc. Professor, University of Southwestern Louisiana

This article describes the analytical study of stress distributions within a
hollow cylinder due to diametrically applied concentrated loads on its outer
or inner boundaries assuming linear elastic behavior.

Increase of the diametrical concentrated loads causes the failure of the
hollow cylinder by Splitting along the same diameter on which the concentrated
forces lie. The failure behavior is close to the failure of beams under constant
moment rather than the proper Splitting test of cylinders where a constant
tensile stress is predominant.

Application of concentrated loads on the inner boundary does not require a

costly testing machine and the tests may be performed at any small construction

site.
In recent years Splitting tests on cylinder specimens [1] have been adopted

as a convenient measure of the tensile strength of concrete, although, the split
section along the external load line is not subjected to uniaxial tensile stress
condition (pure tensile) but to a biaxial stress condition. The value of the
compressive stress on perpendicular direction is three times the value of tensile
stress [2]. No reliable theory of the strength of the concrete under combined
stress has emerged for successful practical use. The difficulty lies on the non-
homogeneous nature of the concrete, on its behavior at high stresses influenced
by microcraking and other discontinuity phenomena [3]. Its material characteristics

are affected also by the Variation of temperature, moisture content [4],
etc. In spite of all these discrepancies the split test on cylinder specimens is still
a convenient measure of the tensile strength of concrete compared to the
measures of two other types of tests, such as direct pull tests on briquettes and
modulus of rupture test. The former tests suffer from the difficulty to eliminate
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eccentricity of the line of action of the load and from the premature failure at
the ends due to the stress concentrations near the gripping devices [5, 6]. In
the latter tests, the tensile strength computed by assuming the concrete as a

linearly elastic material is significantly higher than would be obtained from
uniaxial tensile strength [7]. The Splitting tests have been extended to cube
and beam specimens [8]. The present paper deals with the stress distributions
in hollow cylinder specimens. The external loads may be applied arbitrarily on
outer and inner boundaries with the condition that they satisfy the equilibrium.

Procedure of Analysis

The procedure of analysis is an application of Muskhelishvili's [9] complex
variable method to the Solution of the circular ring subjected to the loads acting

on its boundary. The two independent complex variable funetions, whose
combination gives the AIRY stress function, are expressed in infinite polynomial
series with unknown coefficients. These unknown coefficients are determined
by the boundary conditions. Hence the two independent funetions are obtained
in infinite polynomial series form. For given external load, in order to increase
the convergence these polynomial series are decomposed into logarithmic
funetions and polynomial series which converge rapidly.

Let the circular region, S, be bounded by two concentric circles L1 and L2
with outer radius Bx and inner radius B2, whose center being at the origin of
coordinate axes (Fig. 1).

i "In

m R,/R2
t Thickness

<&

C--X/R,

t^Y/R, Fig. 1.

Xln, Yln and X2n, Y2n are the kown components of the external forces
acting respectively on the boundaries L1 and L2. They will be assumed to be
continuous and single valued on Lx and L2, satisfying the equilibrium conditions,

and varying with polar angle 0 from the positive dx axis in a direction
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such that the region 8 always remains at the left hand side while moving along
the boundaries y.

The boundary conditions may be written

//-x #-/-x Ifi + ifL on Li> (z B1eid),
9(zm?(z) + M=§i+£ on Ll U^e^J, (1)

where f1 + if2 i$(Xn + i YJds i R$ (Xn + iYJd6. (2)
y 0

The expression f1 + if2 may be expanded in the series,

+ °°

h + if2=Y>Ane^ (3)
— 00

the coefficients of which may be calculated by the fourier expansion of the
given external load on the boundary.

It is known that the funetions 99 (z) and i/j (z) must be holomorphic inside
the ring, so that they may be represented by Laurent series. Thus inside 8,

+ 00 +00

9(z) Y anz», f(z) 2Xz", (4)
— 00 —00

+ 00 _ +00

?' (z) Z »äw*»--« 4>(z) Z <z". (5)
— 00 — 00

Assuming these series to converge, not only in the interior of the region 8,
but also on the boundaries L1 and L2, and substituting them in (1), one finds,

ZA'ne^e on Li9

2 anrneind + reid 2 nänrn-1e^n~1>>ie + 2 ä'nrne-ine |+^ (6)

ZKeine on L2.
— 00

The unknown coefficients, an and a'n are calculated by comparing the coefficients

oiein®. Thus the funetions 99(2) and ifj(z) are determined.
From the funetions cp(z) and ^(z), the stresses may be calculated in the

polar coordinates as follows,

oe-or + 2iTr9 2[z<j>'(z) + <lj' (z)]e2ie,
}

where cf> (z) y'(z).

Hollow Cylinder specimens Loaded on its Outer Boundary

Let the point of application of external loads Y1 and Y2, which are equal
to P in this case, be A and B. The coefficients Ak will be determined from the
relations:

X rfe-ikß
Äk 2^i\~W~d9' * ±(1>2,3,-.."), W
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On the outer boundary, /= —iP, one has:
277

[ir* d6 +^y k=±(l,3,5,...,2k' + l,...n).
o

1_ C iPe~
k~ 2^ij B,

On the inner boundary, / 0, one has:

Al 0.

To increase the convergence, the two complex variable funetions (4) can be
taken:

iP
<p(z) -—{log(iR1-z)-log(-iR1-z)}+ Z «n*n,

L7TI _oo

— iP + °°

t(z)=—-{log(iR1-z)-log(-iR1-z)}+Z«yn-
(9)
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Fig. 2. Fig. 3.

Table I

m R1/E2
ag at Point: (on R11 ag)

C E F

0.40
0.50

0.60

0.70
0.80

0.90

13.6891
20.3065
(19.52)*)
32.7678
(33.16)
60.4456

140.6816
(148.1)

576.5885
(562.7)

-13.7023
-17.7936

-25.6593

-42.9946
-92.0971

-357.5244

3.0632
5.8566

11.4105

24.4189
64.6496

299.6246

*) Number in paranthesis refers to Savin [10] results.
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Subsequently the coefficients <xn, a_n, a'n, a'_n and the stresses are determined
respectively from (1) and (7).

The stress distributions are shown in Fig. 2 and Fig. 3. The values of stresses

at various points with different m BJB2 ratios have been given in Table I.

Hollow Cylinder Specimens Loaded on its Inner Boundary

Let the point of application of external loads Yx and Y2, which are equal to
P, be C and D.

The coefficients Ak will be determined from the relations (8), hence on the
outer boundary, / 0, one has:

and on the inner boundary, / i P, one has:

iP1*"2WJ
iPetkd

Rl
de

kirB\'
k ±(1,3,5,. ..,2k'+l,. ..n)

The two complex variable funetions (4) can be taken as follows

cp(z)

*(*)

2lTt

-iP
2nt

P +00

{log(i B2-z) -log(-i R2-z)}+ 2 «n*W>

{log (i B2-z)-log (i B2-z)} + 2 *'n*n-

Subsequently the coefficients an, <x__n, a'n, <x_n and the stresses are determined
respectively from (1) and (7).

The stress distributions are shown in Fig. 4 and Fig. 5. The values of stresses
at various points with different m BJB2 ratios have been given in Table II.
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Fig. 4. Fig. 5.
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Table II
ar at Point: (ar Rxt OLr)

m R1IR2
A E F

0.40 -7.3775 -14.5627 3.5761
0.50 -12.8197 -18.3799 6.2299
0.60 -23.4063 -26.1008 11.6414
0.70 -47.8021 -43.2316 24.6060
0.80 -121.4331 -92.2009 64.7898
0.90 -537.7226 -354.0734 302.9679

The results obtained are a measure of, but not identical with, the real axial
tension. A Computer program has been performed for various m ratios and
external loads.
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Summary

The stress distributions within a hollow cylinder due to diametrically
applied concentrated loads on its outer or inner boundaries has been studied
by means of complex variable method assuming linear elastic behavior. The

Splitting tests have been considered as an application.
It is obvious that such tests do not require costly machine and they may

be performed at any small construction site.
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Resume

Le present article etudie par une methode aux variables complexes, en
supposant un comportement elastique lineaire, la repartition des contraintes
dans un cylindre creux soumis ä des forces concentrees diametralement oppo-
sees agissant sur les bords exterieur ou interieur.

Les essais de ruine sur les cylindres en sont presentes comme application.
II est evident que de tels essais n'exigent pas d'appareils coüteux et qu'ils

peuvent etre executes sur n'importe quel petit chantier.

Zusammenfassung

Die Spannungsverteilung in einem Hohlzylinder unter diametral angeordneten

Einzellasten am inneren oder äußeren Rand ist mit Hilfe komplexer
Unabhängiger, angenommen der Körper verhalte sich elastisch, untersucht
worden. Der Spaltversuch war dabei eine Anwendung hiervon. Offensichtlich
brauchen solche Versuche keine kostspielige Maschinen und können auf
irgendwelchen kleinen Bau-Plätzen durchgeführt werden.
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Large Deflection Effects in Elasto-Plastic Frame Analysis

Grandes deformations des cadres elasto-plastiques

Große Ausbiegungen elasto-plastischer Böhmen

F. SAWKO A. M. B. WILDE
Prof., Department of Civil Engineering, Dr., Babcock and Wilcox Limited,

University of Liverpool London

Introduction

The adoption of high yield stress steels in design of portal frames and multi-
storey buildings, leads to an economic Solution. The higher working stresses

permitted with the new steels, however, lead to larger deflections in service,
and it is important to examine the practical implications of this in design.

Two separate lines of investigation have recently evolved. The first was
based on the study of large deflections leading to a change of initial geometry
and its effect on the distribution of forces and deflections throughout the
structure [1]. The general conclusion arrived at was that within elastic behaviour
change of geometry effects do not produce large departures from the usually
assumed elastic behaviour, provided instability effects are included. The
second study was concerned with the elasto-plastic behaviour of frames built in
high yield stress steel with strain hardening effects and instability both
included [2]. This enabled the relative importance of the increase in stiffness due
to strain hardening to be examined in realtion to the deterioration of stiffness
due to increased instability effects.

The study described in this paper has attempted to combine the two effects
in order to examine whether change of geometry in the elasto-plastic ränge
produces any significant changes in the behaviour of structures. It is immediately

apparent that this effect is likely to be more significant in the elasto-
plastic ränge where deflections are very much larger than within the purely
elastic ränge, and the study is therefore feit to be of considerable practical
importance.

The investigation was carried out by developing fully automatic Computer
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programs based on the stiffness approach capable of simulating the effects of
instability, elasto-plastic behaviour, strain hardening and large deflections
either separately or in any combination, and applying these to the analysis of
several types of frames in high-yield stress steel. The relative importance of
large deflections could thus be conveniently investigated.

Basic Assumptions

All the analyses apply only to plane frameworks composed of initially
straight uniform members rigidly connected at nodes. The basic element of a
framework is a structural member in which strain hardening hinges can form at
either or both ends, a modified elastic behaviour being assumed along the lenght
of the member. A strain hardening hinge is simulated by a concentrated elastic
spring developing an additional moment above the moment causing initial
plasticity in the section.

The shape factor of the section is assumed to be unity so that non-elasticity
is confined to strain hardening hinges. The stiffness of the hinges, however,
includes the effect of spreading plastic zones in an actual member [3].

Axial strains are automatically included in the displacement analysis, and
the effect of axial thrust on bending and shearing stiffnesses of individual
members, that is the instability effect [4], is also taken into account. Large
deflection effects are included by considering the overall displacement of each
member from its unloaded position, but the "bowing" effect [5], the difference
between actual member length and its chord, is assumed to be small in building

frames. It is thus feit that the method includes all the important effects
governing the behaviour of steel frames.

Theory of the Method

A longhand analysis of any but the simplest frame is unthinkable, and it was
feit that comprehensive Computer programs based on the stiffness approach
would provide a most powerful tool for the investigation. The stiffness approach
has already been used very successfully for instability [4] and elasto-plastic
behaviour of frames [6] and grillages [7] and has been modified to include strain
hardening effects [2, 8]. These developments have been well documented, and
attention will be confined only to the method of treating large deflections.

In small deflection theory equilibrium equations are formulated for the
undeformed structure, thus for a structure subjected to loading [F] deforms
by [D] where

[F] [8][D], (1)
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where [8] is the stiffness matrix of the frame. When large deflections are
considered, equilibrium must be maintained in the deformed stare, in the new
geometry the frame has taken up. Therefore, in general equation (1) will not
be satisfied, and for equilibrium a set of external loading [FR] at joints will
have to be applied to maintain equilibrium. Thus:

[F] [S][D] + [FR], (2)

Forces [FR] can therefore be calculated as the difference of internal member
forces [S] [D] in the displaced form and the external loading.

Elasto-plastic behaviour commences when the external loading [F] is of
sufficient intensity to produce plasticity in some members of the frame. Strain
hardening hinges are then brought into play reducing the stiffness of the structure

to [Sp] and the external loading by the plastic moments and forces [Fp].
The equilibrium conditions can be stated as:

[F] [Sp][D] + [Fp] + [FB]. (3)

The two effects can be combined, and the equation rewritten more
conveniently as:

[F]-[FpR] [Sp][D], (4)

where [FpR] represents the total reduction of external loading.

Equations for a Single Member

Equations governing the elasto-plastic strain hardening analysis of a

typical member of a frame work have been derived fully in the authors'
previous publication [2] and only a summary of the results is included here.

A member 1—2 is shown in figure 1 in its undeformed and deformed states.
When large deflections are considered, the new length of the member will be
defined by the chord length Lc, the member being inclined at an angle ax to
the x-axis. Since the deformation of the member from its chord is assumed
small, the axial force P is assumed to act along the chord, and shearing force 8
normal to it. Rotations of the two ends of the member relative to its initial
position are d1 and 92.

When plasticity develops at either end of a member, a plastic strain hardening

hinge is assumed to form allowing some relative rotation to develop.
Considering a hinge at end 1 of the member, the rotation of the elastic portion
adjacent to the hinge becomes #x. Thus the relative hinge rotation is 6\ d1 — 81

and the moment can be expressed by

M12=ß1Mp + -^(d1-S1), (5)
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where ß1 ± 1 depending on the direction of rotation of the plastic hinge,
kx and hx are the strain hardening factor and equivalent cantilever length
respectively for end 1 of the member.

Parameters hx and kx can be determined directly from the bending moment
distribution in the vicinity of the hinge as follows:

^-M^nfc' (5a)

M
kx 30.345-22.066-^. (5b)

The numerical value of k± applies to high yield stress steel to BS 968: 1962,
and has been obtained from several tests on steel beams and specimens [3].
The same procedure can be adopted for other steels.

With reference to figure 1, member forces are given by:
W A

FT
M12 [s61 + scd2 + s(l+c)<f>]-/:-,

(6)
EI

m21 [sce1+se2+s(i+c)cf,]-T-,
Fin

8X — 82
M12 + M21

Using the Livesley stability funetions [4] the above equations become:

±EI 2EI n 6EI
M\2 -£—<Mi + -^-^4^2 + -^2-^2(^1-^2),

2EI ±EI 6EI
M2X =~j^cf>J1 + -j—(/>3e2 + -^—cf>2(p1-p2), (1)

6EI 6EI 12EI
St =-S2 =_^-^2e1 + -jj-c/>2d2 + —^3— ^2(^1-^2)

respectively. It is important to note that because the axial force acts along the
chord of the deformed member and the shear force normal to the chord, there
is no P1(P2~Pi) term used in formulating the shear force equation.

Equations (7) define the behaviour of a strain hardening member with
instability effects included but are not in equilibrium as they have to be modified

for the change of geometry. Compatibility conditions will be satisfied by
correcting the projected lengths of each member to correspond with the
displaced position of the frame. Thus for member 1—2 with deflection components

(x^^, (x2y2) at ends 1 and 2 respectively with respect to x a,nd y axes, the
corrected projected lengths are:
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x corrected x initial — (x-, — x9),
(8)

y corrected y initial — (y±—y2),

as shown in figure 1 and the corrected chord length becomes

Lc Y(x2 corrected +y2 corrected).

In formulating equation (6) it was assumed that the change of length of the
member due to axial forces was (gx — q2) while the actual change of length is
given by

e L0-Lc. (9)

Thus the error which results in using a first order expression is given by
€r e-(2i-22)-

But
2i-22 (xx-x2) cos oc1 + (y1~y2) sin ^ (10)

and from equations (8)

Lc cos ax L0 cos a0 — (x1 — x2)

and Lc sin oc± L0 sin a0 - (y± - y2).

By squaring and adding the above equations and using equation (9)

Lt (Lc + <02 [Lc cos Ä1 + (xx -x2)f + [Lc sin a + (y1 -y2)f,

thatis .->^-^2+(yi-y)2-*_ i^l__^2 2 _j_ (ii — ii\2 — ^2*1

+ cos ocx (x1 — x2) + sin ax (yx — y2)
2LC

and subtracting equation (10)

_ (x1-x2)2 + (y1-y2)2-e2
€R~ 27 (11)

Hence the axial displacement error, eR, in a member can be calculated
directly from its end deflections and its initial and chord lengths.

Similarly in formulating the slope deflection equations (7), it was assumed
that the member sway displacement, cf>, was given by p1 — p2l^c^ whereas the
actual sway displacement is given by

</> *o-ai> (12)

where a0 is the initial angle of inclination of the member to the xy axes, and
ax is the corresponding angle in the deformed geometry as defined in fig. 1.

Hence the error, <f>R, in the first order approximation to the member sway
displacement is

rk rk ^1-^2?r 9 2 '

But Pi~P2 iVx ~ 2/2)cos ai ~ (xi - x2)sin ai >

therefore </>R cf>-llLc[(y1-y2)cosoc1-(x1-x2)sinoc1]. (13)
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q

oc, \*o n
\ ^U>

x initial

x corrected

Fig. 1. The deformed member.

From the preceding equations the appropriate restraint forces for the
member can be calculated to correct the effects of the displacement errors
eR and cf>R and to hold the member in equilibrium.

Thus equations (7) become

EA/ EA
Pl -A ~r—(Ql-Q2) +-r—€B>

4EI 2EI n 6EI 6EI
L12

2 J57Z
7 - 4ÄI. 6jB/7 x 6#J7^21 =-^—^4^1 + -^-^3^2 + -^- ^2(^1-^2)+-^—02^?

o er 6£f/ / 5 6Ä7 /, 12^/ x
12 AI

Äl -02 —j^~ 92^1 + —jJ-92^2+ L3 92\Pl-P2)+—JJ

(14)

'^2^ü

By eliminating 61 from equations (14) using equation (5) and adding contributions

from all members meeting at the node the equilibrium equation for the
node is obtained. This contains the external loading, forces due to the imposed
strain hardening moments and forces on the node, and the external restraints
required to hold it in equilibrium.

Organisation of Computer Program

The Computer program to carry out the non linear plane frame analysis was
written in Algol 60 and run on the English Electric Leo Marconi KDF9
machine.

The required input data is kept to a minimum, and consists of the geometry
of the frame, member section properties and the ratio of loads acting on the
frame. This ratio is kept constant and loads are automatically increased at



LARGE DEFLECTION EFFECTS IN ELASTO-PLASTIC FRAME ANALYSIS 63

every stage of the Solution. The analysis is completely automatic and requires
no human intervention, the results consisting of a set of displacements and
distribution of forces and moments at the formation of every successive strain
hardening hinge until collapse.

Due to the non linear response of the structure within any load ränge, the
analysis involves an iterative prediction procedure in determining the load and
position at which each strain hardening hinge will form, together with the
displacements and member forces in the structure at that load. The stability
funetions, revised frame geometry, and values of hjLc and k are calculated
from the member axial forces, Joint displacements and end moments
respectively, predicted to be the condition of the structure when a particular
strain hardening hinge will form. These are then used to determine the elements
of the matrices [Sp] and [FpR] for the next iteration. The procedure continues
until the actual and predicted values have converged to within certain
tolerances, showing that the equilibrium position of the deformed structure in
its strain hardening state has been found.

The program utilizes the banded nature of the matrix [8p] for an economic
Solution. It stores only one half of the band width of non-zero coefficients, the
locations of the strain hardening hinges being kept in a separate array within
the Computer störe.

Once matrices [Sp], [FpR] and [F] are established, equations (4) are solved
using the Square Root Method to give Joint displacements, from which, using
the displacement errors, stability funetions and values of h and k, predicted
from the previous iteration, member forces are calculated.

Using a linear prediction procedure, the load, location, displacements and
member forces at which the next strain hardening hinge will form are estimated.
From the predicted axial forces, values of P/PE are obtained and from the
predicted bending moment distribution values of h\Lc and k for each strain
hardening hinge already present in the structure are calculated using equations
(5a) and (5b) respectively. Then using equations (8) corrected projected lengths
of each member are calculated from the predicted Joint displacements, from
which the revised frame geometry is determined. Predicted values for the true
axial displacement e, the sway displacement 99, and the displacement errors,
eR and cpR are then calculated using the predicted values of Lc, ax and the Joint
displacements in equations (9), (12), (11) and (13) respectively. Finally revised
stability funetions are calculated from the predicted P\PB values.

These quantities are then used for setting up equations (4) for the next
iteration and so the process continues until the predicted and actual quantities
satisfy a series of fine tolerances [3]. When the location and condition of the
structure at which the next plastic hinge is due to form are established, the
results are printed out, the applied load is increased, and the iterative prediction
procedure for the next hinge commences. The program terminates when the
prediction procedure is incapable of locating the next strain hardening hinge,
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indicating either a mechanism or a reduction in the load carrying capacity of
the frame.

The program contains all the major non linear effects encountered in plane
frame analysis, namely the effect of strain hardening, the instability effects of
axial forces, and the effect of change in geometry due to the large deflections.
The program besides being economical in Computer storage and time, is also

very versatile, and various effects can be suppressed in the analysis. Thus:

1. The effect of strain hardening can be neglected by putting the value of the
strain hardening factor k equal to zero.

2. The analysis can be reverted to a purely elastic analysis by specifying high
Mp values for members.

3. The instability effects of axial forces can be suppressed if required.

The program as developed does not make any provision for the possibility
of a reduction in the plastic angle of rotation thus restoring elastic behaviour
with a certain permanent set in any member. This case was considered during
developement of the present program, but was found to be of extremely rare
occurrence and of little significance in the accuracy with which load-deformation
characteristics for actual frames could be predicted. The penalty in Computer
effort to check all plastic hinges at every stage and to carry their deformation
histories was deemed excessive in an already expensive analysis and this
facility was not, therefore, incorporated.

Application to Steel Frames

The Computer program was used to analyse three different plane frames
shown in figs. 2, 3 and 4, in order to examine the relative important of the
effect of large deflections compared with the effects of strain hardening and

instability in an elasto-plastic analysis. All the frames were assumed to be
fabricated from commercial sections of steel to B.S. 968: 1962 with E 13,100

t/sq.in. and the yield stress 28.1 t/sq.in., both values having been obtained
from a series of bending and tension tests carried out on the material. In all
cases six analyses were carried out, and for easy reference they and their
respective failure loads are denoted as follows:

simple elasto-plastic analysis
elasto-plastic analysis including the effects of instability
elasto-plastic analysis including the effects of instability
and change of geometry due to large deflections
elasto-plastic analysis including the effect of strain
hardening

E-P-SH-ST, Wf4k elasto-plastic analysis including the effects of strain
hardening and instability

-P, wv
'-P-ST, Wn
'-P-ST-FD, wf2

-P-SH, wtz
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E-P-SH-ST-FD, Wfb elasto-plastic analysis including the effects of strain
hardening, instability and change of geometry due to
large deflections, that is the analysis described in the
paper.

Example 1. Four Storey Single Bay Frame

The frame was first analysed by Wood [9] in mild steel to illustrate the
concept of the deteriorated elastic critical load. The results of the analyses are
shown in fig 5 and 6 and a summary of the results at the failure load of each

analysis is shown in Table 1.

Even within the elastic ränge instability is an important effect leading to
much larger deflections than those given by the elasto-plastic analysis. The
instability effects of axial forces reduces the carrying capacity of the structure
by 18.2% below the simple plastic collapse load, and the effect of overall change
in geometry on this failure load is negligible.

The effect of strain hardening on the analysis including the effects of
instability and change of geometry is to increase the failure load to give a
reduction in carrying capacity below the simple plastic collapse load of 13.5%
and is accompanied by a large increase in deflections in the horizontal direction,
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Mp-3I 56

Mp 39 86

Mp 60 49

Mp 77 23

Mp 37 56

Mp =65 81

W

Load
7 ^t>

10/

4 5

Formation of plastic hinges

--A-
Elasti

Elasti

Elasti

Elasti

Elasti

Elasti

ic plastic analysis WP 34 6671

ic plastic strain hardening analysis Wi3 40 6511

ic plastic stability analysis Wi 28 3611

ic plastic strain hardening stability analysis Wi, 30 0971

ic plastic stability finite deflection analysis W(2 28 3701

ic plastic strain hardening stability finite deflection
lalysis W.s 29 991t

J
16 18 20 22

Horizontal deflection at joint 12 ins

^S

Fig. 6. Elastic plastic strain hardening load deflection curves
for Wood's fFame. Steel to B.S. 968: 1962.

Fig. 5. Order of hinge formation for Wood's frame: Steel to B.S. 968:
1962. Fully plastic moments in t ft., .#=13,100 t per sq. inch., fy

28.1 t per sq. inch.

• Plastic hinges. o Additional hinges for simple plastic collapse.

Table 1. Four storey single bay frame

Analysis Wf No. of Joint 12
tons hinges •^max ms

EP 34.667 13 62.278
E-P-ST 28.361 5 5.315
E-P-ST-FD 28.370 5 5.312
E-P-SH 40.651 13 24.380
E-P-SH-ST 30.097 8 18.171

Percentage changes
Joint 13 in ultimate load
ymax ins (Wf =100%)

E-P-SH-ST-FD 29.991 12.340

15.737
1.408
1.434
5.383
1.408
1.611

0
-18.2
-18.2
+ 17.3
-13.2
-13.5

as two more strain hardening hinges have formed. This seems to agree with
conclusions previously reached [9] that strain hardening has little effect
compared with the predominance of instability in the plastic analysis and
design of tall buildings. The program required 42 iterations, an average of six
per hinge and 5 minutes 22 seconds of Computer time to complete the final
analysis.

Example 2. 40 ft 0 in Span Pitched Roof Portal Frame

The frame has fixed base connections and is subjected to horizontal and
vertical loading and was first used by Heyman [10] as a design example to
illustrate a method of plastic design for pitched roof portal frames. The results



LARGE DEFLECTION EFFECTS IN ELASTO-PLASTIC FRAME ANALYSIS 67

Fig. 7. Order of hinge for-
mation for Heyman's portal.

Steel to B.S. 968: 1962.
All members

MV= 37.56 tft.
E 13,100 t per sq. inch.
jy 28.1 t per sq. inch.

Load
Wtons

4 _-/»*

* .'.4

Formation of plastic hinges
Elastic plastic analysis WP 23 055 t

Elastic plastic strain hardening analysis W 3 25 3081

Elastic plastic stability analysis Wi 16 7201

Elastic plastic strain hardening stability analysis Wf4 22 146 t

Elastic plastic stability finite deflection analysis Wt2 20 197 t
Elastic plastic strain hardening stability finite deflection

analysis W5 22 170 t

Horizontal deflection at jomt 12 ins

Fig. 8. Elastic plastic strain hardening load deflection curves
for Heyman's portal frame. Steel to B.S. 968: 1962.

Table 2. 40 ft 0 in span pitched roof portal frame fixed base connections

Percentage changes
Analysis Wf No. of Joint 12 Joint 7 in ultimate load

tons hinges %max ms Vmax ins (TT/=100%)
E-P 23.055 4 14.054 14.468 0
E-P-ST 16.720 2 2.925 4.626 -27.5
E-P-ST-FD 20.197 4 14.928 14.898 -12.4
E-P-SH 25.308 4 12.348 13.979 + 9.8
E-P-SH-ST 22.146 4 13.571 13.799 - 3.9
E-P-SH-ST-FD 22.170 4 12.640 14.251 - 3.8

of the analyses are shown in fig. 7 and 8 and a summary of the results at the
failure load of each analysis is shown in Table 2.

The instability effects of axial forces in an elasto-plastic analysis are smaller
in the elastic ränge than in the four storey frame, but failure follows immediately
after the formation of only two hinges by buckling of the right hand column,
reducing the carrying capacity of the portal by 27.5% below the simple plastic
collapse load. The effect of overall change in geometry on this failure load is to
raise it ot 12.4% below the simple plastic collapse load after allowing two more
hinges to form thus giving a mechanism and a large increase in deflections.

The effect of strain hardening on the analysis including the effects of instability
and change in geometry is to increase the failure load to give a reduction in

carrying capacity below the simple plastic colapse load of 3.8%. It is important
to note while the effect of overall change in geometry on the elasto-plastic
analysis including instability had a pronounced effect, the effect was virtually
negligible on the elasto-plastic analysis including instability and strain hardening

except for a small Variation in deflections. The program required a total of
20 iterations and 1 minute 23 seconds of Computer time.
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Example 3. 50 ft 0 in Span Pitched Roof Portal Frame

The frame is shown in fig. 4, it has pinned base connections and is subjected
to horizontal and vertical loading and was taken from a B.C.S.A. publication
[11] where it is elastically designed in mild and high yield steel. The results of
the analyses are shown in fig. 9 and 10 and a summary of the results at the
failure load of each analysis is shown in Table 3.

- Real hinges -

• Plastic hinges

Fig. 9. Order of hinge for-
mation for the B.C.S.A.
portal frame. Steel to B.S.

968: 1962. All members

Mp 77.14 tft.
E 13,100 t per sq. inch.
fy 28.1 t per sq. inch.

Load y.L A—A A—A
W tons

y

y>"y y*

yyy7"

1L-* T^^^^^^^^^^^
• Formation of plastic hinges

Elastic plastic analysis Wp 28053t

- // A Elastic plastic strain hardening analysis Wi3 29 383 t

/

/

ü i

Elastic plastic stability finite deflection analysis Wi2 21 359 t
A Elastic plastic strain hardening stability finite deflection

analysis W,s 22 662 t

28 32 36 40
Horizontal deflection at joint 8 ins

Fig. 10. Elastic plastic strain hardening load deflection cur¬
ves for the B.C.S.A. frame. Steel to B.S. 968: 1962.

Table 3. 50 ft 0 in span pitched roof portal frame pinned base connections

Percentage changes
Analysis Wf No. of Joint 8 Joint 5 in ultimate load

tons hinges %max ins ymax ins (wf=\oo%)
E-P 28.053 2 24.331 14.836 0

E-P-ST 21.246 2 28.383 14.108 -24.3
E-P-ST-FD 21.359 2 27.877 15.548 -23.9
E-P-SH 29.383 2 23.286 14.594 + 4.7
E-P-SH-ST 22.575 2 27.238 13.817 -19.5
E-P-SH-ST-FD 22.662 2 26.769 15.148 -19.2

As the frame has pinned base connections, only two strain hardening hinges
are required to obtain a mechanism, and in all the analyses a mechanism is
obtained before local instability. The instability effects of the axial forces
reduce the carrying capacity of the structure by 24.3% below the simple plastic
collapse load. The effect of overall change in geometry on this failure load is to
raise it slightly and is accompanied by a small reduction in the horizontal
deflections and a small increase in the vertical deflections.

The effect of strain hardening on the analysis including the effects of
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instability and change in geometry is to increase the failure load to give a

reduction in carrying capacity below the simple plastic collapse load of 19.2%.
This shows that for this particular pinned base portal the effects of instability
and change of geometry due to large deflections decrease the stiffness of the
portal considerably and that strain hardening has only a small effect. The

program required a total of 13 iterations and 35 seconds of Computer time.

Conclusions

An investigation into the relative effects of strain hardening and instability
due to axial forces on plane frames, together with an examination of the concept
of the strain hardening hinge has been fully discussed in the authors' previous
paper [2]. The purpose of this paper was to investigate the additional effect of
change in geometry due to large deflections in an elasto-plastic analysis which
includes the effects of instability and strain hardening.

An examination of results of the three examples summarised in Tables 1, 2

and 3, reveals that the effect of change in geometry on the collapse load of
multi-storey frame and the two pitched roof portals is very small.

Thus the general conclusion can be drawn that an accurate prediction of the
behaviour and collapse load of building frames can be obtained from an elasto-

plastic analysis which only considers the effects of strain hardening and instability

due to axial forces, and neglects the effect of change in geometry due to
large deflections. Such an analysis, discussed in the authors' previous paper is

far more economical in Computer time and requires fewer iterations for
describing the complete behaviour up to collapse of steel frames. In the
exceptional case where a more accurate analysis is required this can be
performed without difficulty using the program described.

Notation

A Cross-sectional area
c Carry over factor
[D] Generalised displacement matrix
E Young's modulus of elasticity
EI Flexural rigidity
[F] Generalised force matrix
[FR] External restraint matrix
[Fp] Plastic force matrix
[FpR] Total reduced external loading matrix [Fp] + [FR]
h Equivalent cantilever length
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/ Second moment of area of a section
k The strain hardening factor
jL0 Initial unstrained length of a member
Lc Chord length of a deformed member
M Bending moment
Mp Fully plastic moment
P Axial force in a member

q, p Set of member axes
5 Shear force
[S] Stiffness matrix for the entire structure
[Sp] Stiffness matrix for the reduced structure
s Stiffness factor
W Load
Wf Failure load
x y Set of general axes

x Projected length of a member with respect to the ar-axis

y Projected length of a member with respect to the ?/-axis

a0 Angle of inclination for an undeformed member to the #-axis

ax Angle of inclination for a deformed member to the x-Sbxis

ß A unit multiplying factor of ± 1

e Axial strain in a member

€^ Axial strain error
6 Joint rotation
6 Rotation at the end of a member
9' Relative hinge rotation
<rS Angle between initial member direction and deformed member

direction
</>! to </>5 The Livesley stability funetions
cf)R Member sway displacement error
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Summary

High working stresses permitted with high yield stress steels lead to large
deflections in the elastic and post elastic states. The paper investigates the
effect of large deflections on ultimate load behaviour of structures by analysing
three frames using a Computer program in which effects of instability, plasticity,
strain hardening and large deflections can be included or suppressed. It is
concluded that an elasto-plastic analysis which included strain hardening and
instability effects is sufficiently accurate in predicting the behaviour of structures

up to collapse.

Resume

Des tensions admissibles elevees, ainsi que les aciers ä haute limite d'elas-
ticite provoquent de grandes deformations dans les domaines elastiques et
plastiques. Cet article examine l'effet des grandes deformations sur le
comportement ä la ruine de trois cadres ä l'aide d'un programme d'ordinateur oü
l'on peut prendre en consideration ou negliger les influences respectives de

l'instabilite, de la plasticite, de l'ecrouissage et des grandes deformations. On
en arrive ä la conclusion qu'un calcul elasto-plastique qui tient compte de

l'ecrouissage et de l'instabilite est assez exact pour determiner le comportement

a la ruine des structures.
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Zusammenfassung

Hohe zulässige Nutzspannungen sowie hohe Streckgrenzen des Stahles
führen zu großen Ausbiegungen im elastischen oder nachelastischen Zustand.
Dieser Beitrag untersucht den Einfluß der großen Ausbiegungen auf das
Traglastverhalten anhand dreier Rahmen, unter Benützung eines Rechenprogramms,

das die Einflüsse der Instabilität, Plastizität, Verfestigung und der
großen Ausbiegungen entweder berücksichtigt oder nach Wunsch vernachlässigt.

Aus den Berechnungen folgt, daß eine elasto-plastische Rechnung,
welche die Verfestigung und die Instabilität berücksichtigt, genügend genau
ist für die Voraussagung des Verhaltens bis zum Zusammenbruch.



Vorbeulungs- und Eigenspannungs-Einflüsse bei der
überkritischen Beulung von Platten

Effect of the Initial Deformations and the Besidual Stresses on the Bückling of
Plates in the Post-critical Bange

Influences des deformations initiales et des contraintes residuelles sur le voilement
des plaques dans le domaine post-critique

H. STEUP1)

Dr.-Ing. Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Lehrstuhl für Statik der Baukonstruktionen
und Stahlbau der Technischen Universität Dresden

1. Allgemeines

Die bislang ausgearbeiteten Theorien der überkritischen Plattenbeulung
und zahlreiche Versuche haben deutlich vor Augen geführt, daß die konventionelle

Beullast, als eine Verzweigungslast im Sinne der EigenWerttheorie,
das wirkliche Tragverhalten besonders bei sehr dünnwandigen Stegblechen
und verwandten Konstruktionsteilen nur mangelhaft oder auch gar nicht
beschreibt. Die praktische Berechtigung der Eigenwerttheorie ist hier
allerdings darin zu suchen, daß eine durchaus sichere Abschätzung der
Tragfähigkeitsgrenze infolge der Vernachlässigung überkritischer Stabilisierungseffekte
mit Formeln relativ einfacher Bauart möglich ist und besonders im Bereich
kleiner und mittlerer Plattenschlankheiten die Verzweigungslast eine technisch
brauchbare Annäherung an die wirkliche Tragfähigkeitsgrenze bietet.
Unterschiedlich zur Notwendigkeit bei dünnwandigen Schalen aus Gründen der
Sicherheit quadratische Verzerrungsterme in Rechnung zu stellen, kann bei
den Platten hier in vorteilhafter Weise Material eingespart werden, wenn es

gelingt eine theoretisch fundierte Bemessungsgrundlage zu entwickeln.
Die theoretische Erforschung des Verhaltens von Platten mit Beanspru-

x) Die vorliegende Arbeit ist aus einer Vertragsforschungs-Aufgabe zwischen dem
Institut für Industrieanlagenmontagen und Stahlbau, Leipzig, und der Technischen
Universität Dresden, Lehrstuhl für Statik der Baukonstruktionen und Stahlbau, Prof.
Dr.-Ing. habil. G. Bürgermeister, entstanden.
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chungen im elastischen Bereich erweist sich bereits als relativ schwierig, wenn
dabei die praktisch auftretenden Randbedingungen bezüglich der Dehnung,
Biegung und Torsion der Randglieder (Gurtungen und Pfosten) in exakterer
Weise berücksichtigt werden sollen. Demzufolge besitzt eine erweiterte Theorie
des elastisch-plastischen Verhaltens derartiger Systeme gegenwärtig nur dann
aktuelle Bedeutung, wenn bei Verzicht auf die Anwendung der differentiellen
Plastizitätsgesetze ein Grenztragfähigkeitszustand mit Hilfe einfacher Fließ -
mechanismen angegeben werden kann. Vgl. hierzu auch die Arbeiten von
Basler und Thüblimann [5] sowie Skaloud [10]. Der Einsatz leistungsfähiger
Digitalrechner bietet jedoch weitere Möglichkeiten, auch komplexere Probleme
der geometrisch nichtlinearen Plattentheorie zu lösen und eine Bewertung des

Tragverhaltens über die «Pseudo-Traglasten», etwa im Sinne der Spannungstheorie

II. Ordnung bei Berücksichtigung quadratischer Verzerrungsterme
sowie Imperfektionen hinsichtlich der Vorbeulung und des Eigenspannungs-
zustandes anzustreben. Ein Fließsicherheitsnachweis beulgefährdeter Platten
in Anlehnung an das Vorgehen bei den Druckstäben unter Zugrundelegung
der linearen Elastizitätstheorie bietet jedoch keine Möglichkeiten, die
stabilisierende Wirkung der Membranspannungen im überkritischen Bereich in
Rechnung zu stellen.

Die hinsichtlich der Vorbeulungen, Eigenspannungen und orthogonalen
Anisotropie erweiterten KÄRMÄNschen Differentialgleichungen lauten in
dimensionsloser Schreibweise für den «Plattenanteil»

K*T? + 2*K*yW^?+ajfi^= (l~^)oc (i)
jd2(0 + 0o) d2(w + iö0) d2(& + &0) d2(w + w0) d2(& + <P0) d2(w + w0i

\ dyf di2 d^2 dn2 dgdrj dge

und den «Scheibenanteil» (vgl. v. B. [2])

•Wq)|

Ä*g£4+2(X bxVdg2d7]2 + 0C bVJ~±-(*' (2)

\d2(w + w^) d2(w + w0) d2(w + w0) d2(w + w0) d2w0 d2w0 d2w0 d2w0
" d7,2f'{ d£dv, d^drj d^ dr]2 didrjdgdr} d%2

Dabei gilt bei Beschränkung auf NAViERsche Randbedingungen mit den
dimensionslosen Koordinaten i; xja, v yjb für die Vorbeulung, bezogen auf
Plattenstärke t

U)
w0 =-f ^^iVmnsinmrr^sinn7Tr] ZVpwp(£,ri) (3)

" m n p
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Fig. 1.

a) Randversteifte Platte unter fiktiven überkritischen Spannungen,
b) Spannungsbild für homogenen Anteil der Spannungsfunktion.

sowie die deformationsbedingte Ausbeulung
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Die Spannungsfunktion der Eigenspannungen mit <P0 (£, 77) und der
deformationsbedingten Spannungen mit 0(%,rf) wird in dimensionsloser Schreibweise

gesetzt 0Q 0o/Et2 bzw. 0 0/Et2, a ist das Seitenverhältnis der Platte mit
a\b. Um ein den praktischen Gegebenheiten möglichst anpassungsfähiges Feld
der Eigenspannungen zu formulieren, wird die zugehörige Spannungsfunktion
aus 2 Anteilen aufgebaut. Das Spannungsfeld (A) stellt lediglich in der
Querrichtung der Platte eine Gleichgewichtsgruppe dar und beschreibt daher die

Verteilung etwa bei längeren geschweißten Gurt-Stegblech-Systemen.
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Es gelten die Abkürzungen

aF Zugspannung an der Fließgrenze.
e0 Verhältnis der Randeigenspannung zur Fließgrenze crxQ(rj 0;l) aF€.
k0 Negatives Verhältnis von Randeigenspannung zu Eigenspannung in

halber Plattenbreite cxx0(rj 0; 1) —k0-3.0(77 0,5).

kx,k2 Koeffizienten ^ -0,375tt-0,25(1-h-i); k2 -0,375tt + 0,75 (1 + -£-).

Ein «echtes» Eigenspannungsfeld (B) bildet nach beiden Achsenrichtungen
Gleichgewichtsgruppen mit verschwindenden Randspannungen und genügt
der Spannungsfunktion

^?)=^yi(|)287r2(11+2^)[(i~cos27r^)+^(3sin7T^~sin37r|)]

• [(1 — cos 2 77 rj) + &x (3 sin tt 77 — sin 3 tt rj)],

wobei die Abkürzungen gelten

VxoiV^®', l) °>€1> 0-i/o(f °; l) uF€2i
ax0(£ 0,5,rJ 0)

<jx0 (| 0,5, 77 0,5)'

* " 3ic! ' 2/"2\€2 a2 /'
Für die Spannungsfunktion 0(|, 77) 0h+0h+^p gn^ der homogene Anteil

*-I[^^4-H+^^*Kf2w4 <9>

welcher die linke Seite der Gl. (2) mit Null erfüllt, während eine homogene
Zusatzlösung bei Voraussetzung geradebleibender Ränder bezüglich der
Deformation in der Stegblechebene außer Ansatz bleibt. Die partikuläre Lösung
der Spannungsfunktion wird in bekannter Weise mittels Koeffizientenvergleich

abgeleitet.
Multiplikation der Gl. (1) jeweils mit einer Ansatzfunktion und Integration

über den Bereich liefert die GALERKiNsche Gleichung zur Bestimmung der in
p indizierten Beulkomponenten C[p] bzw. der Gesamtausbeulung D[p]
C[p] + V[p].

GM 2C[p] yP,xi + ZD W (ß[p,xl+ßo[p,x\)
P P (10)

+ Z£Z(D[p]D[ri-V[p]VM)D[v]y[P,n,v]=0.
p p. V

Hierin sind die bei Produktbildungen auftretenden Indizes entsprechend
m,n->p i,j -> p r,s->v p,q->x stellvertretend ersetzt. Die auftretenden
Integrale, sämtlich geschlossen lösbar, werden in einer ALGOL-orientierten
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Schreibweise bezeichnet, wobei auf eine Charakterisierung der jeweils eindeutig

festgelegten Terme sin p tt | bzw. sin q tt 77 verzichtet wird.
Die Bezeichnungen s und c charakterisieren sin- bzw. cos-Funktionen,

denen die Halbwellenzahlen m bzw. n usw., ggf. geklammert, beigefügt werden.

Durch x oder y werden im Integranden auftretende Faktoren £ bzw. 77

zum Ausdruck gebracht. Es gilt dann
1 1

I sm jsinmTT^sinpTT^d^, Isn f sin n tt r] sin q tt r] dv,
0 ö

1 1

lern j*cosm771sinpTri; dt;, Icn J*cosntt77sinqtt77 ^77,
0 0

1

Islcs J sin 1 77 77 cos s 77 77 sin q tt 77 ^77,
0

1

Icmx J*cosm77|sin£>77Üd£, usw.
0

Die indizierten Hilfsgrößen in den GALERKiNschen Gleichungen lauten dann

oc[p,X] =(Kxm* + 2oc2Kxym2n2 + K±Ky)Ism'Isn, (10a)

ß[p>x\ v%('q Q)oL2m2(Ism-Isn — i(s'Ism'Isny)
-f er* (| 0) o£n2(Ism-1sn — @-1smx-1sn)
+ 2t* oc3mn-1cm- Icn, (10b)

^[p,x] 12(l-^V2(|)2f^{^^[^(3-/-./,l5.
— 9-1sm* Is3sn — 3Ic2smIslsn-\-9-Ic2smIs3sn)
+ &y (4c-Is3sn-Ic2sn —12-Islsm'Ic2sn)
+ ^^i/(9* Islsm- Islsn — 21 • Islsm-1 s3sn — 3- Is3sm- Islsn
+ 9- Is3sm- IsSsn — 4:' IsmIc2sn + 4:' Ic2sm- Ic2sn)]

€ oc. n
+ 777T—7r^z\&nr(4:'Ic2sm'Is3sn-l2-Ic2sm'Islsn)

8(1 + 2&X)L xx

+ &y(3>Islsm'Isn — 9Is3smIsn — 3'IslsmIc2sn
+ 9- Is3sm- Ic2sn)+&x&y(9- Islsm- Islsn—
21 Is3sm-Islsn —3lslsmIs3sn + 9Is3sn'Is3sn
— 4- /c2sm-1sn + 4:- Ic2sm- Ic2sn)]

2 & SY rYY) 'Y)

~o/i2 oq A&x(6'Is2cm'Iclcn-6'Is2cm-Ic3cn)
+ &y(6- Iclc m -1 s2cn — 6-Ic3cm-Is2cn)
+ &x&y(9' Ic3cm- Ic3cn — 9- Ic3cm-Iclcn — 9- Iclcm- Ic3cn
+ 9 • Iclcm- Iclcn + 4:- Is2cm- Is2cn]
— €0m2[Ism'Isn + k1'Ism-Islsn + k2-Ism'Is3sri]\, (10 c)

y[p,lL,v] l2(l^p,2)a2Zf[^F[p,fJi,v,a], (lOd)
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wobei noch gilt

,r a2 mnij — cüi\o]a)o\o]m2j2
4 ^(m + c^M^ + 2^^

F[p,fju, v, a] {(m + c^! [er] i)2«s2 + (w + a>2 [er] j)2} Ic(m-ha)1 [or] i) s r
-Ic(n + a>2[a] j)s(s) + (m + cox[tr]i) (w + co2[ex] j)rs
• 7 ä (m + cox [o-] i) c r • 7 s (ti H- co2 [er] c (5)

mit der Vorzeichenzuordnung

a=l 2 3 4

Cüjor]

a>2[cr]

-1
-1

-1
+ 1

+ 1

-1
+ 1

+ 1

Da sich die Randversteifungsglieder der Platte an der Kraftübertragung beteiligen,

wäre eine exakte Befriedigung der Gleichgewichts- und Verträglichkeitsbedingungen

an den Rändern wünschenswert. Da der Programmierungsaufwand

hierdurch bei Einarbeitung von Korrekturtermen der Spannungsfunktion
erheblich anwächst, wird nach dem Vorgehen von Djubek und Kodnar

[11] lediglich eine mittlere Verträglichkeit von Dehnung des jeweiligen
Randgliedes (Gurt bzw. Pfosten) und des anliegenden Plattenrandstreifens längs
der Kontaktlinie gefordert. Werden NAViERsche Randbedingungen nicht
beibehalten, so erscheint es bei allgemeineren Belastungsfällen unmöglich,
Ansatzfunktionen des GALERKiNschen Typs bei Befriedigung der dynamischen
Randbedingungen bereitzustellen. Das energetische Verfahren oder auch
diskontinuierliche Berechnungsmethoden verdienen dann den Vorzug. Bezüglich
der Äquivalenz beider Verfahren im Falle der frei drehbaren Plattenauflagerung

vgl. die Arbeiten von Kromm und Marguerre [1] sowie Kodnar [7].
Die «mittlere» Erfüllung der erwähnten Randbedingungen führt nach einigen
Rechnungen auf die Zuordnung der Randspannungen für die Membranlösung
und die überkritischen Schnittkräfte nach Fig. 1 entsprechend den 4

Bestimmungsgleichungen ((yi=CfxjCFE, <Jy=<Jyj<TE USW.)

^(^ 0)Sal + a*(i, l)8oa + a*tf 0)8aa + a*tf=l)8a4«8flo (11)

mit den Koeffizienten 8afc5 wobei gilt Fx Fg +Fg'+ bt, Fy Fp + Fp+at

11 ~ F E 2 F ' 12 " F E 2 F '
^x -^x " Mx Mx ^x u -*-x

814 S13>813
Fg + Fg' E ^

Fx Ey 2'
821

Fp + Fp E \x.x

Fv Ex 2 ' o22 — ö21,

ö23 - F E 2 F ' 24 ~ F E 2 F '
-Ly -^y * ±y ^y ^y * ±y
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31 FxExb+ZFx\b 2 bj' 32 Fx Ex b 3 Fx\b 2 b}'

Ö33~ 2U 6 li bjE^y
041 - 2^ a Fy ajEx^'
~ _ Fp E ax 1 at iax 1 a2\ _ Fp E a2 l at la2 l a{\
43" J^ J^" ¥ + 3 t; \¥ " 2 TT]' 44 ~ ~~¥y i;i"3J;t"2i)'

°34 *~ "33 >

842 841>

Lx UE a -*-x m n

820= l,5(l-^)^4^22rc2(^-^„),

830

+ 12(1~^2)- -^222 (A™ A* - vm„ vmj) (k[i]+k [2])m=i [i - (- i)»+i],
77 -*# m n j

s40= i,5(i-M»)(A^_^^\22»«(i)Sm-K2,

+12(^/)^zzz(^mnDin-vmnvij(k[i]+kmn=7i-(-ir^].
a77 ^2/ m n i

3. Rechenprogramm

Ausgehend von der Verzweigungslast des vorgegebenen Beulfeldes unter
der kombinierten Belastung des Systems Stegblech-Gurtung bei NAviERschen
Randbedingungen (z.B. BeulVorschriften oder Tafeln nach Klöppel-Scheer
[4]) werden die fiktiven Schnittkräfte des überkritischen Bereiches bei
Einschaltung des vorzugebenden Überschreitungsgrades als «gemittelte» Werte
bestimmt. Die Randschubkräfte T Q/bt gelten längs der Berandung als
konstant. Die für die Beulberechnung der Platte maßgebenden Randmembranspannungen

er* usw. lassen sich dann innerhalb eines Iterationszyklus mit
4 Unbekannten bestimmen, wenn jeweils die Beulamplituden des
vorhergehenden Schrittes vorliegen. Die GALERKiNschen Gleichungen werden vorteilhaft

nach der Methode Newtons aufgelöst, wenn die Startwerte von den
Zielwerten nicht zu weit entfernt liegen. Die jeweils verbesserten Beulamplituden
folgen aus

ZACMJ§^L G[P], M 1...P, (12)

0[/*]+J <?[,*]->C[M], (13)
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Tafel 1. Grobflußdiagramm zur Berechnung der überkritischen Spannungsumlagerungen

Start

Einlesen Stufenmdex, Elastizitatskonstanten, Plattenschlankheit, Seitenverhältnis, Ver¬
hältnis der fiktiven Randspannungen, Normal Schubspannungsverhaltnis,
Konvergenzgenauigkeit, Variantenzahl innerhalb einer Stufe, Rasterteilung für Spannungsausdruck,

Ausgangs Schatzwerte für Beulamplituden, Halbwellenzahlen

Einlesen Variantenindex, Iterationsschrittzahl, Uberschreitungsgrad, Dehnsteifigkeits
I werte der Randgheder, Vorbeulamphtuden, Eigenspannungsparameter

Ausdruck Samtliche eingelesenen Werte
—VI

Gleichungssystem Bestimmung der fiktiven Randspannungen aus den beulkritischen
Spannungen, Berechnung der Randspannungen für homogenen Anteil der Mem
branlosung aus 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten

Gleichungssystem Bestimmung der Elemente G [p] und deren Ableitungen für Newtonsche
Verbesserungen, Berechnung der Änderungen der Beulkomponenten aus einer
Zahl von Gleichungen gleich den Beulkomponenten

Ausdruck Änderungen der Beulkomponenten und gleichlaufend iterierte Randmembran
I Spannungen

Konvergenztest Sofern vorgegebene Schrittzahl noch nicht erreicht Einleitung neuer
v

I Iterationsstufe

Iterationsverlangerung Falls Genauigkeitsgrenze bei Erreichen der vorgegebenen Schritt
zahl noch nicht erreicht, wahlweise Verlängerung der Schrittzahl und auch Schritt
weite möglich, Einleitung neuer Iterationsphase

Iterationsabbruch Wenn Genauigkeitsgrenze bei Erreichen der endgültigen Schrittzahl
I nicht erreicht, Ansprung von neuem Stufenbeginn

Spannungsfeld Abarbeitung einer Laufanweisung für Rasterkoordinaten und Berech
nung der Membran Biege und Vergleichsspannungen an der Plattenober und
Unterseite

Ausdruck Membran Biege und Eigenspannungen, Vergleichsspannungen an der
Plattenober und Unterseite

Ausdruck Spannungsumlagerungskoeffizienten an den Randern der Platte, gemittelte
Spannungen der Randversteifungsglieder entsprechend der Vertraghchkeits-
beziehung und Gleichgewichtsbedmgungen

Rucksprung Auf nächstfolgende Variante innerhalb der jeweiligen Stufe
-I

Rucksprung Auf nächstfolgende Stufe mit neuen Startwerten für Beulkomponenten
-I

Ende

Für eine Genauigkeitsschranke A C 0,00001 war die Konvergenz mit etwa
3 bis 8 Schritten erreicht. In einigen Fallen, wo die maßgebende Nullstelle der
GALERKiNschen Gleichungen infolge alternierender Divergenz nicht eingeengt
wrerden konnte, führte eine halbe Schrittweite bei der Verbesserung zum Ziel.
Das Rechenprogramm wurde daher für einen Iterationszyklus mit variabel
steuerbarer Schrittweite aufgestellt. Nach Berechnung der Beulamplituden
erfolgte die Aufrechnung der Membran-, Biege- und Vergleichsspannungen an
der Plattenober- und -Unterseite für einen beliebig zu wahlenden Raster, etwa
mit einer 0,2-Teilung für Breite und Hohe der Platte. Die Beschrankung der
Hauptspeicherplatze des Digitalrechners NE 503 zwang angesichts des relativ
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umfassenden Programms zu einer 5 maligen Segmentierung bei Inanspruchnahme

der Zusatzkernspeicher. Die Grobstruktur des Flußdiagramms ist aus
der Tafel 1 ersichtlich.

4. Einige Auswertungsergebnisse

Bei der Begrenzung der Zahl von Beulparametern zur Approximation der
tatsächlichen Beulfigur, die bei jeweils variabler Vorgabe aus praktischen
Erwägungen mit 7 erfolgt, sind beulgefährdete Bleche größerer Seitenverhältnisse

wegen der zunehmenden Halbwellenzahlen, besonders in der
Längsrichtung, schwierig zu erfassen. Überdies ist die Konstanz des Momentes nur
bei kleineren a-Verhältnissen in guter Annäherung erfüllt. Bei längeren Platten
dürfte die überkritische Tragreserve wegen ungenügender Querversteifungs-
wirkung ohnehin abfallen. Eine Erfassung der Beulfigur setzt hier voraus, daß
die Periodizität der Faltung bei Annahme der ungünstigen maximalen und
konstanten Biege- und Schubkräfte erkannt wird. Aus diesen Gründen
beschränken sich die vorliegenden Ergebnisse zunächst auf Fälle mit a 1 bzw. 2,

können aber bei dem vorliegenden Programm auf beliebige Seitenverhältnisse
erweitert werden.

Wie in Abschnitt 5 ausführlicher dargelegt wird, interessieren im Rahmen
dieser Arbeit vor allem die Faktoren, welche die Erhöhung der fiktiven
überkritischen Nennspannungen (bei Ausschaltung des überkritischen Beuleffekts)
nun infolge dieser Ausbeulung erfahren. Dabei wird die im Beulfeld auftretende
größte vom Überschreitungsgrad £b abhängige Vergleichsspannung, unter
Berücksichtigung der Membran-, Biege- und ggf. Eigenspannungsanteile, auf
die maximale und ortsmäßig fixierte Vergleichsspannung des beulkritischen
Zustandes mit gb 1 wie folgt bezogen

aV(max) (£ft) °VKlimax) (b& x) S& fGV •

Gleicherart gilt für die Erhöhung der beulkritischen Nennspannungen im
Druckgurt

°q (£ft) crg(€b l) %b kGV > °g (f ft) crg(£b l) fft kGV •

Die Spannungsumlagerungen im Zuggurt zeigen eine geringe abbauende Tendenz

und werden nicht gesondert betrachtet. Im Falle vorwiegender Schub-
beanspruchung verlieren die «Spannungsmultiplikatoren» kGV an Bedeutung,
da die beulkritische Bezugsgröße als Normalspannung nicht existiert. Nach
dem Vorgehen von Djubek und Kodnar [11] ist die überkritische
Gurtspannung dann auf die fiktive Schubnennspannung entsprechend

°g (f&) TKi (€b=l) £& ks > °V (fft) TKi (£& l) €b K

zu beziehen.
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Eine Betrachtung des Einflusses der Randversteifungsglieder läßt erkennen,
daß die Spannungsmultiplikatoren gewissen Abminderungsbeziehungen genügen.

Da die Reduktionen erst im überkritischen Zustand wirksam werden,
empfiehlt es sich zunächst ohne Berücksichtigung des Vorbeulungs- und
Eigenspannungseinflusses anzusetzen

/o l + (/,-l)8o. kr. i + (*„-i)yo. *o i + (*;-i)yo>
wobei / bzw. k die vom Überschreitungsgrad abhängigen «Grundwerte» mit
Fg/bt FJfbt 0; Fp\at Fp\at 0 darstellen. Die «Korrekturkoeffizienten»
durch den Index (G) auf Gurtungseinfluß hinweisend, sind demnach für den
Überschreitungsgrad £h 1 ebenfalls 1 und hängen von den bezogenen Gurtbzw.

Pfosten-Dehnsteifigkeiten, dem Platten-Seitenverhältnis und dem fiktiven

überkritischen Spannungsbild ab. Im Sonderfall des fiktiven konstanten
Druckes, bei welchem für den Fall langer Blechabmessungen die Faltung mit
quadratischem Raster a0 1 erfolgt, gelten die Werte nach Fig. 2. Bei reiner
Biegung stellt sich im Falle langer Platten eine Periodizität der Beulfigur mit

1.7
kG

1,6

1,5

1,4

1,3

1.2

1,1

fg= Fg /bt fg'= Fq'/bt
fg JgS-—--—

fp= Fp/at=0 fp'=Fp/at =0

0,25/ 0,50/ ^* 1,00
2 00t^z^ oo

1,5 3,0

Fig. 2. Spannungsmultiplikator k& einer quadratischen Platte unter einachsigem Druck in
Abhängigkeit des Überschreitungsgrades f& und der RandVersteifung/^ =fg.

2.0

«= -=-

fp fp=0

fg=f

0.15

0,30

0.45

2,5 i
Fig. 3. Vergleichsspannungsmultiplikator /#
abhängig vom Überschreitungsgrad und der

Randversteifung.

2.0
Ck=2.5

2P1.8

1.5-

1.4

Tt

1.2

1.0
0,15 0,30 0,45 fg 0,60

Fig. 4. Vergleichsspannungsmultiplikator /#
bei schubbeanspruchter Platte mit ajb — 2.
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a0 2/3 ein. Das Feld mit den Abmessungen a 2 läßt daher 3 Halbwellen in
der Längsrichtung im Bereich kleinerer Überschreitungsgrade erwarten. Die
Spannungsmultiplikatoren / sind in Fig. 3 angegeben.

Bemerkenswert sind die aus Tafel 2 ersichtlichen Invarianzeigenschaften
der Korrekturbeiwerte innerhalb gewisser Bereiche. Erwartungsgemäß wird
die Vergleichsspannung in Abhängigkeit der Gurtsteifigkeiten am meisten für
fiktiven konstanten Druck (0 1) und auch reine Biegung (*/r= — 1) reduziert.
Bei reinem Schub verändern sich die Werte relativ wenig. Man kann daher in
Annäherung für verschiedene k-Verhältnisse Zwischenschalten. (Vgl. auch
Fig. 4 und Fig. 11.)

Die Multiplikatoren yQ, die wegen der Bezugnahme auf fiktive
Normalspannungen nur bei nicht zu kleinen Normal-Schub-Spannungsverhältnissen
Bedeutung erlangen (etwa k> 1), sind bei reiner Biegung auch näherungsweise
vom Überschreitungsgrad unabhängig. Sie können ebenfalls nach der sicheren
Seite hin eingeschränkt werden.

Würden die überkritischen Gurt- und Pfostenspannungen auf die maximale
fiktive Vergleichsspannung oder «Nennspannung» des überkritischen Bereiches

bezogen, so wäre die Unterscheidung in Teilbereiche mit starkem und
schwächerem Schubanteil belanglos. Da aber mit Rücksicht auf das in der
Bemessungspraxis gut eingebürgerte Verhältnis der «mitwirkenden Breite» (im Falle
0=1, k co entspricht bmlb l/kGV) die Spannungsumlagerung der
Randnormalspannung im allgemeinen zugeordnet wird, ist im Falle reinen Schubes

(k 0), wie bereits von Djubek und Kodnar [11] ausgeführt, auf die
Nennschubspannung entspr. Gl. (16) zu beziehen. Bei Einfluß von Randsteifig-
keiten, welche in den durchgeführten Rechnungen mit fg fg + 0, fp fp 0

berücksichtigt wurden, gelten bspw. die reduzierten Werte entsprechend

a 2 ks 0,102 cpG a =2 ks 0,272 cpsG

K 0 fg 0,00 1,00 k 0 fg 0,00 1,00

£6= 1,5 0,15 0,73 &=2,5 0,15 0,72

0,30 0,57 0,30 0,56

0,45 0,47 0,45 0,46

0,60 0,36 0,60 0,34

wobei hier abweichend von den anderweitigen Korrekturkoeffizienten gilt

far =1 + (/o-1)8f 1 + (/„- 1)Mf> (19)

kGV l + (kG-l)yv=l + (kg-l)yGyv. (20)

Die auf die Nennschubspannung des überkritischen Bereiches bezogenen
Spannungsgrößen in den vertikalen Randgliedern mit fp f'p=:0 ändern sich
nur unwesentlich mit der Gurtsteifigkeit, sind aber im vorliegenden Falle kaum
aussagekräftig.
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Tafel 2. Korrekturkoeffizienten in Abhängigkeit der Dehnsteifigkeit der Randglieder

System und Beulungstyp
Systemparameter

Randversteifung 8g YG

at 2/3 /,=/,' 0,00 1,00 1,00
+ -1 0,15 0,62 0,49
K 00 0,30 0,49 0,33

trn ii ii rJ h= 2 0,45 0,43 0,25

\ i7

0,60 0,41 0,22

k L_, i a 2/3 fg=fi 0,15 0,58 0,48
0 -1 0,30 0,44 0,33

fP=fp 0 K 00 0,45 0,38 0,25
h= 2,5 0,60 0,35 0,22

^11» ^12» ^13» ^31
a 2/3 /*=/* 0,16 0,64 0,49
0 -1 0,30 0,52 0,33
K 00 0,45 0,44 0,26
6= 1,5 0,60 0,39 0,23

a 2 /,=/; 0,15 0,93 0,64
0 -1 0,30 0,91 0,48
k - 1,25 0,45 0,90 0,38
6= 2 0,60

/„=# 0,15

0,89

0,85

0,33

0,59^ l i T r a 2

Kl
1

1

1

0 -1 0,30 0,80 0,43
1 ii K 5 0,45 0,76 0,33

6= 2,5 0,60 0,88 0,28

fP =fp o a 2 /*=/* 0,15 0,92 0,61
0 -1 0,30 0,88 0,45

^11, ^12» ^22» ^21»
^31, ^32» ^33

/c 2,5 0,45 0,86 0,34
6 1,5 0,60 0,85 0,29

a 2 /*=/* 0,15 0,89 0,62
0 -1 0,30 0,84 0,46

6= 2,5 0,45 0,81 0,36
0,60 0,80 0,34

a 2
K 0

/*=/* 0,15
0,30

0,97
0,95

—
1 1

1
il

i 1

1 jt 6= 1,5 0,45 0,94 —
1

1

1 Jr 0,60 0,94 —

fP=fp 0 a 2 /,-=« 0,15 0,97
K 0 0,30 0,95 —

^11, ^12» ^22» ^21» 6= 2,5 0,45 0,94 —
^31» ^32» ^33 0,60 0,94 —

Einige Einflüsse von Vorbeulungen auf den Spannungsmultiplikator /
zeigen die Fig. 5, 6 und 7.

Die Berücksichtigung von jeweils ungünstig anzunehmenden Vorbeulungen
soll derart erfolgen, daß die infolge GurtVersteifungen abgeminderten
Spannungsmultiplikatoren sekundär eine Erhöhung erfahren. Mit dem Index (V)



*0GOfcwHH

9h

«1

Ä

k-l

en£

fc

s

O>

^0

W

^

QQCO

efes

:&r-1

¦Kä

ph

•<S>

fc

^

M

Ös

WCO

S

S

fe

pfcucöÖfcwpHo

£^*ä

©
»O

Tt«

o
OS

Q0

IO

00

CO

CM

OS

CM

»O

CS

CO

CM

OS

t*
CO

©
OS

CO

pH

00ph1>

cM

l>
00

O
cM

I>

u

O
CM

Th

CO

OH(N

oq

t*h

co

r>
co

tu

O
rH

CM

CM

Th

iO

i-HpHcMCO

i-h

CM

CO

CO

1

1

1

1

1

1

1

1

lO

O
CM

CM

CO

CO

H(M(N

CM

CO

CO

pH

pH

pH

O
i—l

I>
00

CO

CO

00

pH

|>
05

^oo

I>
CO

rH

Th

*0
OS

OS

l>
CO

1>

OS

CO

»O

I>

O
OS

IO

CM

©
CM

Th

»O

00

l>
CO

CM

00

OS

u

O
CM

CO

Th

©
pH

cM

CM

CO

TJH

CO

O
CM

Oh(M

CM

CO

CO

OpHCMCM

OrHH^UO

O
CM

Th

iO

OOOO

Th

IO

CO

O
O
pH

i—l

i-H

pH

l-H

pH

rH

rH

~"~

pH

CM

(M

rt«~

r-i
t-i
pH

pH

pH

pH

i—1

pHi-HpHpH

pH

rH

pH

pH

pH

rH

pH

IO

IO

o
o
o

o
o
o

CMiOOiO

cM

*0

©
iO

oiooio

0*0

0
10

o
o
o

o
o
o

»ooio

IO

o
IO

H(M

IO

o

H(N

lOI>

O
CM

iO

I>

O
CM

»O

t>

io
o
io

ioo>o

O
pH

pH

O
rH

pH

OOOO

OOOO

o
o
o
o

o
o
o
o

O
pH

pH

©
pH

pH

II

II

II

II

II

1

1

1

„III

II

II

-P

<N

<N

<N

CO

n

co

a»

p~

N

P-

^

N

p*

U

P^

s

o

o

II

II

S

o
o
o
o

O
O
O

o
o
o

o
o
o

o
o
o

o
o
o

»O

©
©
©

»OOOO

'Lo

o
o

looo

,D

o
*o

o
io

iO

o
iO

iO

o
»o

IO

o
io

iO

o
io

iO

o
io

cM»OOiO

(MWOiO

SJio

o
io

«IQ

o
w

P-

P*

^or-r-r

^OHH

O>

O
O
rH

rH

O
rH

pH

O
pH

pH

O
rH

pH

O
rH

pH

O
pH

pH

OOpHpH

OOpHpH

II

II

II

II

II

ll

II

II

II

^

^

P-

P~

P*

^

P-

P~

^

u

stem-

amete

HH

8(M

II

II

II

II

pH

p_|

CO^lOfO

CO

ÎO

Th

»O

TU

»O«

iO

iO

IO

Th

rH

pH

CO

II

II

II

pH

|

CM

II

II

II

pH

|

CO

II

II

II

CM

I

<M

O

CM

1

(M

O

II

II

II

II

II

II

II

II

CM

rH

O

II

II

II

II

II

II

CMIOphO

(N

(M

(N

O

II

II

II

II

II

II

II

II

m
es

8
~5~

*
-u$

8
-ä»*£

8
-$.*&

8
-ä-'vS

8~S-^n^

8"S~^^

8^S

8^s*

8
*^<^

8
**£^

&

TY>>.

>>

^u

Beulungs

Tafel

2

o
o

II

II

ô
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2.0

*GV

VI2=0,5-V„

1.8
' I

fp =01,6 fn=0
fn *f

1,4

0.15

0,3C

,45
0,60

1,0
0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 V„ ',50

Fig. 5. Vergleiehsspannungsmultiplikator/cr bei
verschiedenen Vorbeulkomponenten (a/b 2/3).

2.0

2,5

2,0

V||.V2ls0,5Vn

F
ÜV=

*=l,25 fg V=0,45

1.0
0,25 0,50 0,75 V 1,00

Fig. 6. Vergleichsspannungsmultiplikator
fcv bei verschiedenen Vorbeul¬

komponenten

2.0

£=2,5
*GV

2.0
1,8

1.5

tf=2
Vn=V\r v22
Vx,= -0,5 V„

fn 0,45

fQ'=0,45

fn'= 0
1.2

1.0
0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 V,, 1,50

Fig. 7. Vergleichsspannungsmultiplikator fGV bei verschiedenen Vorbeulkomponenten.

auf «Vorbeulung» hinweisend, gilt dann, wenn wieder auf Grundwerte bezogen
wird (vgl. Tafel 3)

K(fg fg*0)=ks(fg f9 0)<pG, ks k's (für fg f';fp f'p). (18)

Wird ein Vorbeuleneinfluß nicht berücksichtigt, so lauten die
Korrekturkoeffizienten Sv — 1, yv 1. Liegen die Werte k oder / nahe bei 1, so werden
bereits kleine Abweichungen infolge des Vorbeulungseinflusses durch relativ
große §- und y-Werte zum Ausdruck gebracht. Für unterkritische Zustände
sowie den Fall £h 1 verliert daher dieses Vorgehen an Bedeutung. Die
Vorbeulungen sind in ihrem Einfluß auf die maßgebenden Spannungen
unterschiedlich. Für praktische Berechnungen erscheint es ausreichend, den Vor-
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beulungstyp bei Beschränkung auf 3 den größten Beulamplituden etwa
proportional zugeordnete Komponenten anzusetzen. Im Falle der reinen Biegung
ist z.B. mit V11 2V12 gegenüber V12 0 ein ungünstigerer Einfluß ersichtlich.
Bei k oo sind die Faktoren 8F für 0=1 und i/j — 1 etwa gleichermaßen von
den entsprechenden Vorbeulkomponenten abhängig. Bemerkenswert ist auch
die Verwandtschaft der yv-Werte bei unterschiedlichen RandVersteifungen
unter sonst gleichen Parametern (a 2/3, i/j= — 1). Bei schub- oder biegeschub-
beanspruchten Feldern liegen die 8F-Werte für gleiche Überschreitungsgrade
ebenfalls benachbart. Eine Vereinheitlichung der yF-Werte erscheint schwierig,
da diese besonders bei kleinen ^-Werten recht unterschiedlich sind. Jedoch
läßt sich eine Einschränkung der yF-Werte in Abhängigkeit der effektiven
Vorbeulamplitude und des Überschreitungsgrades nach Fig. 12 vornehmen,
sofern keine genaueren Berechnungen durchgeführt werden.

Bei der Bewertung des Eigenspannungseinflusses interessieren vor allem
die Erhöhungen der Vergleichsspannungen im Feldbereich. Da die Druck-
spannungstrajektorien bei der überkritischen Beulung in die steiferen Randzonen

verstärkt einfließen, wirken die dort allgemein auftretenden
Zugeigenspannungen abbauend. In der Zuggurtung oder den zugbeanspruchten
Randstreifen kommt es zu einer Spannungserhöhung. Für den Fall des fiktiven
konstanten Druckes ist in Fig. 8 die Erhöhung der Vergleichsspannung für
einige Feldpunkte angegeben. Bei größeren Überschreitungen entsprechend
größeren Ausbeulungen geht der Eigeneinspannungseinfluß merklich zurück.

3,0

2,6
£b =1,5

ih 1,5^b2,2
+<

^o-Op
1,8

cb

^b £b
>,4

£b 3

1,0

-f t^.hA t=}--==£b l,5 Ch-2
0,6

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
€0 (b/t)2
10000

Fig. 8. Vergleichsspannungsmultiplikatoren /0 in Abhängigkeit der Eigenspannungen und des
Überschreitungsgrades (ip 1).
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Da die beulkritische Spannung mit zunehmendem Schlankheitsverhältnis
reduziert wird, steigen bei gleichen Überschreitungsgraden die vorspannungs-
abhängigen Vergleichsspannungen an. Fig. 9 zeigt die Abhängigkeit der
Vergleichsspannungserhöhung bei einem quadratischen Feld unter reiner Biegung,
wobei die Eigenspannung am Rand von doppeltem Betrag wie in Feldmitte

1,9

£h=l,3v
1.7 M^i <<tCb 1.31,6

k ä-f-C
1.5 Ck~tN3

1,4

Ck=2
1,3 ^£-Ck 3
1.2

Ch=2
&>

Cb=3

0,6 0,80,2 0,4 1.0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
£0(b/t)2 /10000

Fig. 9. Vergleichsspannungsmultiplikatoren /0 in Abhängigkeit der Eigenspannungen und des
Überschreitungsgrades (ifi= — 1).

angesetzt wurde. Ein Vergleich derjenigen Werte, welche für die Parameter

e0, e1? e2 sowie k0 und k± bestimmt wurden, zeigt eine relativ gute
Übereinstimmung der maximalen Vergleichsspannungen und damit auch der bezogenen

Werte. So gilt bspw. auf die EuLERspannung im Falle der 2 fachen
Überschreitung bezogen

£ 0,77 0,25 £ 0,5, 71 0,5 £ 0,5,77 1

€i =€2 0,5

K±= 2

<A=-1
42,8 20,9 50,1

€0 0,5

k0= 2

0=-l
41,7 20,7 50,5

Schließlich gilt für ein anderes Verteilungsverhältnis der Eigenspannungen
an den entsprechenden Feldpunkten

€i =€2 0,5

k1= 3

0 -l
42,9 20,7 50,2
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Es liegt daher nahe, den ohnehin schwierig zu erfassenden Verlauf der
Eigenspannungen in brauchbarer Näherung einachsig, nämlich im Sinne des Eigen-
spannungsfeldes (A) anzunehmen. Ob ein solches vereinfachtes Vorgehen auch
im Falle der schubbeanspruchten Platten statthaft ist, bedarf noch weiterer
Untersuchungen.

5. Zur Bemessung beulgefährdeter Platten unter Ausnutzung
überkritischer Tragreserven

Die Forschung auf dem Gebiete der überkritischen Beulung kann noch
nicht als abgerundet gelten, da eine Reihe von Einflüssen, nämlich die
Biegesteifigkeit und auch Torsionssteifigkeit der Randglieder bei Deformationen in
und aus der Plattenebene, das Verhalten relativ langer Platten und das praktisch

auftretende Bild der EigenspannungsVerteilungen, noch nicht genügend
abgeklärt sind. Es erscheint z. Z. übereilt, die bewährte Bemessungsgrundlage,

2,0

£k=2,5

1,8
2,0

.6
N5

1,4

1.250,5 2,5 3

Fig. 10. Vergleichsspannungsmultiplikator / und Randspannungsmultiplikator kg in Abhängig¬
keit des Normal-Schubspannungsverhältnisses k (a/b 2).

beruhend auf der Konzeption der beulkritischen Spannungen, in der ganzen
Breite der Bemessungspraxis des Stahlbaues generell zu verlassen um auf eine
noch nicht ausreichend fundierte Traglast- bzw. Pseudotraglast-Theorie
überzugehen. Da die im Stahlbau erst seit einigen Jahren breiter diskutierten
Bemessungsfragen des überkritischen Bereiches ein schrittweises Überleiten
ratsam erscheinen lassen, sollte etwa entsprechend der Konzeption Massonnets
u. a. Forscher die Kenntnis der gröber einzuschränkenden Traglasten bzw.
Pseudotraglasten des elastisch-plastischen bzw. elastischen Körpers in eine
weitere Reduktion der bisher gebräuchlichen Sicherheitszahlen einfließen. Zur
Beschreibung des hier betrachteten Pseudo-Traglast-Zustandes ist jeweils ein
Überschreitungsgrad der beulkritischen Belastung zu bestimmen, für welchen
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eine Fließspannungs-Ungleichung erfüllt werden kann und für welchen die

Tragfähigkeit der Randglieder infolge der Spannungsumlagerungen verbürgt
ist. Vgl. [6], [8], [12]. In dem hier der Theorie zugrunde gelegten Fall
geradebleibender Ränder, bei welchen also eine genügende Biegesteifigkeit hinsichtlich

der Deformationen in und aus der Plattenebene vorhanden ist, kann in
Anlehnung an das bisherige Bemessungsverfahren wie folgt verfahren werden.

a) Verzweigungslast der gewöhnlichen Beulung

Für die Spannungs-Parameter i/j= — 1 0 < /c < oo gilt unter der Voraussetzung

der Überlagerung nach dem «Beulkreis» für die kombinierte kritische
Normalspannung

JKi

lkl77±
und die kombinierte kritische Schubspannung

TKi~77
worin bedeuten aE Eulerspannung des Beulfeldes,

ka Beulwert für reine Biegung,
kT Beulwert für reinen Schub.

Liegt die BeulVergleichsspannung vVKi oberhalb des elastischen
Formänderungsbereiches, so ist in der althergebrachten Weise bei Abminderung der
ideellen Beulvergleichsspannung zu bemessen. Für eine Beulvergleichsspan-
nung unterhalb der Fließgrenze kann eine überkritische Reserve näherungs-
weise in Rechnung gestellt werden

b) Pseudo-Traglast des überkritischen Bereiches

Unter Zugrundelegung der Plattenschlankheit A bft kann eine maßgebende
Vorbeulenamplitude, bezogen auf Blechstärke, z. B. aus der Fig. 14 entnommen

werden. Die ungünstige Wirkung von Schweißeigenspannungen läßt sich
stellvertretend durch eine Vergrößerung des Vorbeuleneinflusses abdecken,
oder aber durch eine Vergrößerung der Spannungsmultiplikatoren, etwa entspr.
Fig. 10 erfassen. Da der Faktor e0 das Verhältnis von Eigenspannung am
Rand zur Fließspannung anzeigt, kann den praktischen Gegebenheiten
entsprechend wenigstens eine technisch angenäherte Erfassung des

Eigenspannungseinflusses vorgenommen werden. Mit zunehmender Schlankheit des

Bleches sollte jedoch wegen dessen Verformungsnachgiebigkeit der Eigen-
spannungsparameter e0 relativ niedriger angesetzt werden. Quantitative
Aussagen bedürfen hier noch weiterer theoretischer und auch experimenteller
Untersuchungen.
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Sg
1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0

f ^z—¦ -—-— —— —., 1,25

"¦
___ 2,5_

r^ ^5

^.

0,2 0,4 OJB 0,8 f 1,0

2.0
max

1.51.8

1.6
0,5

1,4 0,25
1,2

1.0
1,25 2,5 5 K »

Fig. 11. Korrekturfaktoren 8g und yc in
Abhängigkeit der Randversteifung fg ~fg

(a/b 2).

3.5

2,5
2.0

2.5

0.5 LO 1.5

Fig. 12. Korrekturfaktor yv in Abhängigkeit
des Normal-SchubspannungsVerhältnisses k

mit a/6 2.

4,0,

3,0

2,0

1,0

0

^
50 100 150 200 X 250

Fig. 13. Korrekturfaktor 8y m Abhängigkeit
der maximalen Vorbeulung.

Fig. 14. Ungewollte Vorbeulung m Abhängigkeit
des Plattenschlankheitsgrades X b/t.

a) Fall enger Toleranzbeschrankung.
b) Fall weiter Toleranzbeschrankung.

Bei Vorgabe eines Überschreitungsgrades der kombinierten beulkritischen
Spannungen sind nun die Korrekturbeiwerte entsprechend den Fig. 11, 12

und 13 in die Ungleichungen

VvfmaxiÜib) GFi (23)

°g(£b) ^°g(Kr), W
°g(£b) ^°'g(Kr) (25)

bei Beachtung der Gl. (14) bis (18) einzusetzen. Die Grenzspannung vg(Kr)
gedrungener RandVersteifungen entspricht etwa der Fließgrenze, andernfalls
erfolgt eine Abminderung im Sinne des plastischen Knickens. Die Bindung an
einen reduzierten «Sicherheitsgrad» kann nun derart erfolgen, daß mit
zunehmender Überschreitung bis zum Erreichen der hier ausgewiesenen Pseudo-
traglast gesetzt wird

Pseudotraglast wird erreicht mit £& 1,5

Reduzierte «Sicherheitszahl» der
konventionellen Beulvorschriften
Lastfall Hauptkräfte vB 1,25

Haupt- und Zusatzkräfte vB 1,17

2,0

1,20

1,10

2,5

1,10

1,00

Mit der weiteren Zuschärfung der Theorie, besonders der Erkenntnis des

elastisch-plastischen Verhaltens im überkritischen Bereich, werden die so defi-
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nierten «reduzierten» Sicherheitszahlen zugunsten der wirklichen Traglasten
in den Hintergrund treten. Durch den Einsatz leistungsfähiger Digitalrechner
durfte es möglich sein, die zur Beschreibung der Beulfigur erforderliche Zahl
von Beulkomponenten weiter zu erhohen, für die Erkenntnis des wirklichen
GrenzVerhaltens gewinnen jedoch die Fließmechanismen besonders an Bedeutung.
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Zusammenfassung

Für frei drehbar gelagerte Platten wird der programmierte Algorithmus
zur Berechnung der Vergleichsbpannungeii sowie der mittleren Spannungen
in den geradebleibenden Randelementen mitgeteilt. Die Multiplikatoren für
die Erhöhung der überkritischen Nennspannungen im Plattenfeld und den
Randelementen zeigen in Abhängigkeit ungünstiger Vorbeuleneinflusse gewisse
invariante Tendenzen, die sich für eine Bemessung nutzbar machen lassen.
Auch Einflüsse von Eigenspannungsverteilungen können verschiedentlich
verallgemeinert werden.
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Summary

The author presents the programmed algorism for the calculation of the
comparative stresses together with the mean stresses in the straight components

of the edge, for simply supported plates. The multipliers for the increase
in the post-critical nominal stresses in the plate and in the edges show certain
invariable tendencies, depending upon unfavourable pre-buckling effects.
These invariants may be useful for design purposes. Even the influences of
residual stress distribution can often be generalised.

Resume

L'auteur communique Falgorithme programme pour le calcul des tensions
de comparaison ainsi que des tensions moyennes dans les elements droits du
bord, pour des plaques simplement appuyees. Les multiplicateurs pour l'aug-
mentation des tensions nominales post-critiques dans la plaque et dans les
bords montrent certaines tendances invariables, dependant d'influences de

prevoilement defavorables. Ces invariantes peuvent etre utiles au dimensionnement.

Meme les influences de repartition des tensions residuelles permettent
souvent une generalisation.
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Vibrations des grandes cheminees en acier sous Paction du vent

Schwingungen großer Stahlschornsteine unter Wind

Wind-induced Vibration of Tall Steel Chimney Stacks

A. VANDEGHEN M. ALEXANDRE
A.I. Lg, Directeur Docteur en Sciences, Chargee d'Etudes

S.A. Coekerill-Ougree-Providence, Seraing, Belgique

Introduction

A notre connaissance, c'est en 1952 que la litterature technique a signale
pour la premiere fois des vibrations importantes d'une cheminee en acier. Les

exposes publies au cours des 16 dernieres annees montrent que le sujet a ete
aborde par de nombreux chercheurs. En fait, il fallait presque tout apprendre
de ce phenomene qui ne peut etre etudie que par voie experimentale. Dans ce

domaine, la progression est lente et il est certain que le phenomene est encore
tres incompletement connu.

L'etude sur modeles reduits reste actuellement fort imparfaite [20]. II est
notamment impossible dans les conditions usuelles des tunnels aerodynami-
ques d'atteindre les nombres de -Reynolds que l'on rencontre sur cheminees
reelles et malheureusement la Variation de ce nombre modifie 1 'allure du sillage
responsable des oscillations. Les essais en tunnel conservent neanmoins leur
importance pour les etudes comparatives ou pour fixer les idees sur l'allure
generale de certains phenomenes.

Des resultats quantitatifs pleinement valables ne peuvent etre obtenus que
sur cheminees reelles au moyen de recherches qui s'averent difficiles et de

longue duree et dont les resultats restent incertains.
Chaque annee apporte des contributions nouvelles au probleme; elles sont

parfois contradictoires et jusqu'ä present, les resultats ne peuvent pas etre
consideres comme definitifs dans toute la gamme de vitesses du vent. II est

pourtant impossible d'attendre la Solution parfaite pour construire les cheminees

des nouvelles centrales, cheminees que la taille des centrales et la lutte



96 A. VANDEGHEN - M. ALEXANDRE

contre la pollution atmospherique fönt de plus en plus grandes. On congoit
qu'il faille avancer en se basant sur les resultats acquis et dimensionner les

cheminees en adoptant des methodes et des coefficients empiriques qui pour-
ront certainement evoluer en fonetion des recherches futures.

La presente note resume les derniers resultats acquis et s'efforce de jeter
les bases d'un calcul rationnel, valable au moins dans nos regions. L'ameliora-
tion de ce calcul necessite des donnees experimentales complementaires.

Position du probleme

A. L'action du vent comporte plusieurs sources differentes d'excitation
periodique:

a) Les coups de vent et rafales frappent l'obstacle avec une periodicite plus
ou moins reguliere. Cet effet nous parait pratiquement d'assez peu d'importance

pour les cheminees d'usine comme nous l'exposons plus loin. II doit
au contraire etre pris en consideration dans l'etude des chäteaux d'eau.

b) Meme en l'absence de coups de vent, la poussee n'est pas constante; eile

comporte une composante variable liee a la structure du vent ineident. En
outre, la direction du vent fluetue constamment autour d'une orientation
moyenne. Ces effets sont nettement moins importants que le suivant.

c) L'effet essentiel est du au sillage. Sous sa forme la plus reguliere, ce dernier
contient une allee de tourbillons alternes, dits de Benard -Karman, qui
se detachent des deux flancs de la structure en exercant un effort alternatif
de frequence N perpendiculaire ä la direction du vent (fig. 1).

c<s^- -v@i---ei f_=5i3.9...J!@i Kg- i.^____™^__.J^
d) II peut exister, particulierement pour des structures de section non-circu-

laire, un phenomene d'instabilite elasto-aerodynamique dans lequel la
Vibration de la structure reagit sur l'ecoulement de l'air en donnant lieu,
par un mecanisme complexe, a l'entretien de la Vibration. Ce phenomene
est tres marque, par exemple, dans les vibrations des ponts suspendus et
des fils recouverts de glace.

e) Enfin, le mouvement de 1 'oscillateur et de l'air entraine n'etant pas regi,
en toute rigueur, par un Operateur differentiel lineaire, il en resulte une
possibilite d'excitation sous-harmonique [21]; a notre connaissance, le

phenomene n'a jamais ete rencontre dans les structures cylindriques et
nous ne croyons pas utile de Tenvisager actuellement.

B. II y a resonance quand la frequence de 1'excitation est egale ä la
frequence propre / de l'un des modes de Vibration de la structure.
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a) La structure effectue des vibrations de flexion d'ensemble; par exemple,
la cheminee vibre comme une poutre encastree ä sa base.

b) Les tranches des cheminees cylindriques sont des anneaux qui peuvent
vibrer dans leur plan avec 4 noeuds (fig. 2). Nous revenons plus loin sur la
possibilite de ce phenomene qui a ete rarement constate [10].

Fig. 2.

C. En conclusion, le probleme se ramene principalement ä la determination
des vibrations perpendiculaires ä la direction du vent par resonance de la
cheminee sous l'effet des tourbillons de Benard-Karman ou, plus generale-
ment, du sillage de Constitution periodique. En toute rigueur, le plan de Vibration

peut n'etre pas exactement perpendiculaire au vent, par couplage de
vibrations ou si la raideur de la fondation de la cheminee et la distribution
des masses entrainees dans la Vibration varient de facon assez sensible avec
l'azimut.

Remarquons que des vibrations dues ä la meme cause sont observees sur
d'autres obstacles de section circulaire exposes ä un courant fluide: fils,
antennes, missiles, tubes d'echangeurs thermiques, periscopes, structures
internes de reacteurs atomiques, refrigerants atmospheriques, etc.

Frequence de Pexcitation

Dans ce qui suit, nous nous bornerons aux obstacles de section circulaire
peu variable (cheminees).

Rappeions la definition du nombre de Reynolds: Re ;

V: vitesse du vent, m/sec;
D\ largeur de la surface frappee, m; diametre, dans le cas d'une cheminee;
vc\ viscosite cinematique, m2/sec; 15-IO-6 m2/sec pour l'air a 20° C.

A. A partir d'une valeur basse de Re, il y a formation d'une allee de
tourbillons alternes. Sans entrer ici dans des considerations theoriques ou experi-
mentales sur la stabihte d'une teile allee, nous nous bornerons ä constater
qu'elle existe et que la frequence N de la poussee transversale alternative

Sf vqu'elle produit est iV --^-c/sec; S est le nombre de Strouhal, fonetion de Re.

Nous appellerons vitesse critique du vent Vc la valeur ä laquelle a lieu la
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resonance; eile est obtenue en egalant la frequence propre /c/sec de la structure

et la frequence N des tourbillons: Vc ^- m/sec.

B. Des que la vitesse du vent s'approche de la vitesse Vc, la Vibration de

la cheminee devient assez importante pour influencer de fa9on sensible les

phenomenes aerodynamiques. C'est alors le mouvement de la cheminee qui
impose la frequence de la formation des tourbillons, ceux-ci continuant ä

quitter l'obstacle avec une frequence egale a la frequence propre de celui-ci.
Cet accrochage de la Constitution du sillage a la Vibration de la cheminee
subsiste pratiquement dans une plage assez etroite de vitesse du vent a partir
de Vc. Le diagramme de l'amplitude en fonetion de V presente done, depuis
une valeur un peu inferieure ä Vc jusqu'ä la vitesse de decrochage, un pic plus
ou moins marque, de meme nature que le pic classique de resonance d'un
oscillateur faiblement amorti, mais quelque peu elargi par le phenomene
d'accrochage des frequences.

C. Avant 1960, on adoptait pour S le diagramme de la fig. 3 [1] sur lequel
on trouve, pour Re pas trop eleve, la valeur longtemps classique S 0,18 ä 0,20.

S

0,4

0,3

0,2

0,1
I01 IO2 I03 IO4 I05 IO6 Re

Fig. 3.

On avait pourtant constate que, pour Re 2-105, le phenomene devenait
different; on croyait que le sillage etait alors aperiodique, mais on s'etonnait
que des cheminees aient neanmoins vibre alors que Re atteignait 7-106 et
meme 11- IO6.

Gräce aux travaux de Fung [3] notamment, on sait maintenant que, pour
certains nombres de Reynolds, apparait un phenomene nouveau: les
tourbillons continuent d'exister, mais ne se presentent plus avec une frequence
unique et bien determinee, de sorte que 1'excitation ne peut plus etre etudiee

que par une analyse statistique.
Dans cette zone aleatoire, oü 1'analyse des efforts de poussee transversale

revele l'existence d'un spectre de frequences, le terme spectral correspondant
ä la frequence propre de la cheminee est toujours suffiamment intense pour
entretenir une Vibration notable. On peut dire que, l'amortissement etant
faible et la resonance etant par consequent tres aigue, la cheminee selectionne
dans le spectre de 1'excitation le terme possedant sa frequence propre et reste

pratiquement insensible aux autres termes, pour autant que le terme selec-
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tionne ne soit pas tres petit par rapport aux autres; c'est un phenomene
classique dans les vibrations aleatoires.

On constate done un mouvement de frequence / dont l'amplitude augmente
avec la vitesse du vent.

D. II existe done des regimes differents correspondant a des zones deter-
minees du nombre de Reynolds. II est evidemment tres important de connaitre
les nombres de Reynolds qui limitent les differentes zones. Les etudes publiees
indiquent certaines valeurs, mais des discordances existent et il faut etre
prudent dans les conclusions tirees des essais.

Limites des divers regimes

A. Un vent constant produit sur un obstacle un effort dans sa direction
(drag ou trainee FD) et un effort perpendiculaire ä sa direction (lift ou portance
FL). La trainee par unite de longueur de l'obstacle est donnee par

FD CDDq kg/m;

q est la pression dynamique; on a g F2/16 kg/m2.
Bien que la trainee ne provoque pas de sollicitations d'importance com-

parable a celles dues a la portance alternative, l'etude du coefficient CD est
instruetive, car il est certain que ce coefficient depend de la Constitution du
sillage. L'allure de la courbe de CD fournit done de precieuses indications sur
les divers regimes d'ecoulement. En fait, ces indications sont plus nettes que
celles tirees des variations de la portance alternative.

Cd
1 ,H

1,0

^>

\>

^

0,6
\
\

0,2

V

Fig. 4.

La fig. 4 represente CD relatif aux cheminees cylindriques en fonetion du
nombre de Reynolds [19]:

— pour Re<2-105, CD est constant; on dit que le nombre de Reynolds est
sous-critique ou hypoeritique (ne pas confondre la vitesse critique definissant
le changement de regime et la vitesse Vc pour laquelle les tourbillons de
Benard-Karman sont en resonance avec la cheminee);
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— de 2-105 ä 5-105, il existe une premiere zone de transition dans laquelle
il y a chute brusque de CD;

— de 5- IO5 a 1- IO6, CD est a nouveau pratiquement constant; le nombre de

Reynolds est supercritique ou hypercritique;

— de 1-106 ä 3,5-IO6 s'etend la deuxieme zone de transition dans laquelle
CD augmente;

— enfin, pour i?e>3,5 106, le nombre de Reynolds est dit transcritique et
CD est ä nouveau sensiblement constant.

B. Nous avons vu precedemment que, pour les nombres de Reynolds rela-
tivement faibles qui sont atteints dans la plupart des essais en tunnel aero-
dynamique (Re<2-105), les tourbillons sont periodiques, la valeur de S etant
constante et voisine de 0,2.

C. Fung [3] a determine experimentalement le spectre de la poussee
transversale en fonetion de S pour Re allant de 3,3- IO5 a 1,39- IO6. S est propor-
tionnel a Jy, puisque S —^~.

Le carre moyen de la poussee due ä une bände etroite de S est proportionnel
00

a la densite spectrale F (S) que l'on a normalisee en posant JF (S)dS= 1.
o

F(S)

T7V 2

Courbe Re!0€
1 0T33
2 0,57
3 l,00
4 1 ,13
5 1,27
6 1,39

/\
\v

x-^
/^v ^

^a^
0,4 0,60,2

Fig. 5.

La fig. 5 contient plusieurs courbes de F (S). Pour Re superieur ä 8-105,
elles sont pratiquement independantes de Re. Entre 3,3- IO5 et 6- IO5, il y a un
maximum net de F (S) pour S voisin de 0,15. Pour tous ces nombres de

Reynolds, il existe encore une forte excitation a la frequence /.
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D. Cherchons maintenant a situer la limite superieure du domaine d'exis-
tence des phenomenes aleatoires.

Des essais en tunnel [3,5,20] ont ete realises pour Re atteignant 1,8- IO6.

Jusqu'ä cette valeur, on a constate que les amplitudes continuaient a
augmenter considerablement avec la vitesse du vent bien que la valeur de la
vitesse critique Vc ait ete franchie depuis longtemps; la zone aleatoire existe
done certainement pour 1,8- IO6.

E. Que se passe-t-il pour des nombres de Reynolds encore plus grands?
Faute de disposer d'essais depassant 1,8- IO6 sur modeles reduits, il faut

recourir ä des essais sur cheminees reelles.
L'etude de Ozker et Smith [6], qui precedait celle de Fung, et celle

d'auteurs japonais [5] ont montre que pour Re allant jusqu'ä 1-107, les vibrations

augmentent progressivement en fonetion de V. La fig. 6 reproduit le
diagramme publie par Ozker et Smith.

1

t
1

Vent suivant plan d'une
file de cheminees

VC|

i> 2

20 IO610 10

Fig. 7.

Fig. 6.

30 IO6

F. Dans l'etat actuel de nos connaissances, on peut done admettre les
conclusions suivantes:

— le sillage regulier avec S environ 0,2 existe jusque environ Re — 2- IO5;

— le sillage de Constitution aleatoire existe au-delä de Re 2-105 jusque
Re=l'l07;

— les frequences d'excitation voisines de celle correspondant ä la resonance
sont fortement representees dans le spectre de la force due au sillage de
Constitution aleatoire;

— au-delä de Re= 1 • IO7, il n'existe pas de valeurs experimentales publiees ä

notre connaissance.

G. Une Observation tres importante a ete faite par Smith et Mac Carthy
[7]: quand le rapport —r- du nombre de Reynolds ä la frequence de la cheminee

depasse une valeur approximative de 12-IO6, l'amplitude tend ä diminuer
(fig. 7). La cause de ce phenomene est inconnue; il se peut qu'ä partir d'un
certain nombre de Reynolds, il y ait diminution de l'excitation due aux
tourbillons.
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Regime de Vibration ä prevoir pour le calcul des cheminees

Le tableau I ci-apres donne Re pour 50 m/sec, vitesse de vent exceptionnelle
ä une hauteur voisine de 50 m, selon la norme beige NBN 460.01.

Tableau I
», m Re, IO6

1 3,33
2 6,66
3 10,0
4 13,3
5 16,7
6 20,0

On voit que toutes les grandes cheminees sont soumises ä une excitation
aleatoire sous le vent maximum reglementaire. Le regime sous-critique dans

lequel il existe une vitesse Vc bien determinee n'a lieu, sauf pour les petits D,
qu'ä des vitesses de vent tres basses ne produisant qu'une faible excitation.

Donnees experimentales pour le calcul des amplitudes

A. Etudes sur cheminees cylindriques

a) Ozker et Smith [6] ont longuement etudie les vibrations d'une cheminee
de diametre 3,2 m supportee par l'ossature d'un bätiment et depassant de

47 m le toit de la centrale. Les vibrations importantes se sont produites dans
la zone aleatoire. Les auteurs expriment la force transversale par unite de

longueur due aux tourbillons par la formule

FL=CLDqkglm; (1)

ils supposent q constant sur toute la hauteur de la cheminee.
Cette formule a le merite de la simplicite, mais eile cache des phenomenes

complexes que nous examinerons plus loin. Nous verrons que l'emploi de la
formule (1) est prudent parce qu'elle tend ä surevaluer FL quand la cheminee
est encastree au sol.

Supposant que la force est periodique, les auteurs ecrivent que, ä la
resonance, l'amplitude au sommet est egale ä

A Asj. (2)

As est la fleche au sommet sous une force statique FL uniforme, S est le
decrement logarithmique (logarithme neperien du rapport de 2 amplitudes
successives yx et y2 du corps en oscillation libre: 8 L—).

b) On observe que, comme dit ci-dessus, la cheminee selectionne dans le

spectre une etroite bände de frequence autour de sa frequence propre.
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c) Les formules (2) et (1) contiennent les coefficients S et CL qui sont deter-
mines successivement par les mesures faites. Les valeurs admises pour CL sont
evidemment proportionnelles ä celles retenues pour 8.

Le decrement logarithmique est obtenu en observant les oscillations libres
de cheminees que l'on a flechies puis liberees. On constate que des cheminees
dont les dimensions sont identiques ne se comportent pas de la meme fagon,
par suite des differences entre leurs constructions, les terrains et les parties
de bätiment participant ä la Vibration.

Le diagramme de la fig. 8 se rapporte ä plusieurs cheminees munies d'un
revetement [7]: il montre que S varie avec l'amplitude de la Vibration.

S
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^5

I 2

Amplitude en pouces

Fig. 8.

Nous donnons dans le tableau II les principales caracteristiques des cheminees

etudiees:

Tableau II
N° Fixation Revetement Construction

1

2 et 3
4 et 5

encastree au sol
sur poutres
sur ossature metallique

gunite
brique et mortier
brique et mortier

soudee
rivee
rivee

La fondation de la cheminee 3 est reliee ä celle de 2 grandes chaudieres et
de 3 tremies. La courbe qui lui correspond montre qu'une grande partie de
1 'amortissement d'une cheminee provient de sa fondation (prise au sens large).

La valeur adoptee par Sulzer apres l'essai d'une cheminee de 100 metres
est § 0,025 [8].

Pour des cheminees construites sur sol dur, de meme que pour celles qui ne
sont pas munies de revetement, 8 est necessairement plus petit.

Scruton, dans un article dejä ancien [9], avait signale 0,01; mais cette
valeur, plus faible que celles indiquees par tous les autres auteurs, ne nous
parait pas devoir etre retenue.

Par contre, De Ghetto et Long [10] ont publie des valeurs beaucoup plus
optimistes que nous reproduisons au tableau III oü p est la pression specifique
sur le sol, en kg/cm2.
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Tableau III
Fondation sur sol Fondation sur sol Fondation sur pieux

Cheminee relativement elasde raideur moyenne; ou sol peu elastique
tique; p 0,75 0,75<p<l,5 ou sur rocher

avec
revetement 0,63 0,105 0,063
sans
revetement 0,105 0,052 0,035

§ 0,063 correspond tres bien aux valeurs donnees par Ozker et Smith.
Les autres valeurs paraissent elevees et comme les auteurs ne donnent pas 8

en fonetion de l'amplitude, nous croyons qu'il est dangereux de les appliquer.
Nous considerons que, comme une partie tres importante de l'amortisse-

ment provient de la fondation, il y a lieu d'etre tres prudent quand l'etude
ne peut s'appuyer sur une mesure de § directement applicable au cas considere.
Par ailleurs, il est certain que les cheminees rivees ont un amortissement
superieur aux cheminees soudees, mais nous n'introduisons pas cette distinc-
tion dans les 8 que nous recommandons ci-apres.

d) Ozker et Smith et differents auteurs ont examine le cas de cheminees

disposees en file dans la direction du vent. Ils ont constate que, ä partir de la
2e cheminee, la force laterale due aux tourbillons est plus importante que
pour une cheminee isolee. Ozker et Smith ainsi que Smith et MacCarthy
[6, 7] ont obtenu les maxima ci-apres:

CL 0,093 quand le vent souffle perpendiculairement au plan des cheminees.

CL 0,173 quand le vent souffle parallelement au plan des cheminees.

II est evident que, en toute rigueur, ce coefficient doit dependre du pas de
la file de cheminees. L'effet du pas est bien connu pour les ecoulements autour
de faisceaux tubulaires d'echangeurs [15].

La periode spatiale de 1'allee reguliere de tourbillons de Benard-Karman
est 4,3 D et on constate que ce sillage organise regne sur une distance de 1'ordre
de 3 periodes en aval de l'obstacle. II est certain que la majoration de CL va
en s'amenuisant quand le pas de la file de cheminees augmente et il est rai-
sonnable de penser que cette majoration devient negligeable lorsque ce pas
atteint environ 3 fois la periode spatiale du sillage organise; ä plus forte
raison en est-il ainsi dans le cas d'un sillage de Constitution plus ou moins
aleatoire.

Nous suggerons done de prendre la valeur maxima de CL(CL 0,2) tant
que le pas de la file de cheminees est inferieur ä 7 D et de faire ensuite decroitre
CL lineairement pour atteindre la valeur minima (CL 0,l) lorsque le pas est
egal ä 14 D.

e) Nous ne retiendrons pas les valeurs signalees par De Ghetto et Long
qui sont beaueoup plus elevees (de 0,2 ä 1,9). Nous pensons que ces auteurs
les ont obtenues en partant des valeurs trop elevees, que nous avons signalees
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ci-dessus, pour le decrement logarithmique et, comme nous 1'avons dit au
debut de ce chapitre, la valeur CL calculee ä partir des essais est proportion-
nelle ä 8.

f) En consequence, en concordance avec les 8 choisis, nous considerons que
l'on peut adopter en toute securite:

CL 0,1 pour une cheminee isolee;
CL 0,2 pour une file de cheminees, soit le double du precedent, sous reserve

que le pas de la file n'excede pas ID.

B. Etudes en tunnel

a) Resumons les essais que Fung a realises sur un cylindre fixe ou en
oscillation forcee. Les forces de portance et de trainee sur le cylindre d'essai
fixe rigidement et soumis ä 1'action du vent sont mesurees au moyen de cap-
teurs ä strain-gages dont les signaux sont enregistres sur bände magnetique
et analyses.

Fung obtient le carre moyen de l'amplitude de la force transversale expri-
mee en kg au moyen de la formule

00

F2 (qDhfCUF(S)dS
o

oc

dans laquelle on a pose j*F (S)dS= 1 pour normaliser la fonetion F (S); h est
o _la hauteur du cylindre, C\ le carre moyen du coefficient de portance. Les

mesures effectuees ont fourni '(7^=0,14 et les valeurs de F (S) qui sont
reproduites dans la fig. 5 pour diverses valeurs de Re.

La structure elastique qui regoit la force F definie ci-dessus obeit ä l'equation

classique de 1 'oscillateur equivalent ä la structure:

Mij + cy + ky force;

M est la masse, c la constante d'amortissement, k la constante elastique.
L'expression

z(jco) Ul-a>2 + j^a>\M (oj*-6o2 + 2jyco0w)M

est l'impedance mecanique de la structure; j / — 1; y est le rapport de l'amor-
tissement ä l'amortissement critique 2ikM et on a § 27ry; cü0 k/M est la
pulsation propre.

La moyenne du carre de l'amplitude de 1'oscillateur equivalent est donnee
00

par la relation y2 (qDh)2Cl |
¦ U9dS. Comme S —^- -^—^, eile s'ecrit:

o

r-wm»? f(gh



106 A. VANDEGHEN - M. ALEXANDRE

Enfin, si y est tres petit, c'est-ä-dire si 1 'amortissement est faible, ce qui
est le cas usuel, on obtient la valeur approchee

f-l^f^T^'^ 7^&47^H^)-
b) Cette formule a ete etablie pour un cylindre isole, suspendu elastique-

ment, recevant sur toute sa longueur une poussee transversale uniforme et
dont tous les points vibrent avec la meme amplitude. En toute rigueur, il
faudrait introduire des corrections pour la correlation longitudinale et l'effet
d'extremite; on peut les negliger dans le cas d'une cheminee. Par contre, l'effet
d'une file de cheminees ne peut etre neglige.

Reste ä tenir compte de la deformee dynamique. Elle est definie par une
fonetion a(x), x etant la distance ä la base; a(x) est choisi de maniere ä etre
egal ä l'unite au sommet. D'apres un resultat classique tire de la theorie de
1'oscillateur equivalent ä la cheminee, on peut ecrire la valeur de l'amplitude
au sommet en reduisant la pression ä l'abscisse x proportionnellement ä a(x)
et en explicitant la masse equivalente M:

y2 ^ci_ D Uq(x)D(x)a(x)dxf
y h

[ j m (x) a2 (x) dx]2 cog 8
o

f(^R)\2ttV) (3)

D (x) est le diametre en x, m (x) la masse par unite de longueur.
Le carre moyen de l'amplitude en un point quelconque i est obtenu en

multipliant 1'expression ci-dessus par le carre de l'amplitude relative a(i) de
la deformee: ,.x9 9/.,9_9y(lf a2(l)2y2m

Nous pensons qu'il ne faut considerer que le mode fondamental de la Vibration.

II est certainement tres rare de rencontrer les modes superieurs.

c) Des auteurs japonais ont essaye en tunnel un tube suspendu elastique-
ment et vibrant ä sa frequence propre. Pour retrouver l'allure des diagrammes

F(S)

4'

0,2 0,4 0,5 S
Fig. 9.
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obtenus par Fung, ils ont du supposer un amortissement fonetion de la
vitesse.

Ils donnent pour le spectre le diagramme de la fig. 9. La valeur moyenne
des resultats est tres proche de la courbe moyenne F (S), mais il apparait des

pics tres importants et tres localises; pratiquement, il ne faut tenir compte
dans le calcul que des sommets des pics. Nous croyons done necessaire d'effec-
tuer le calcul avec la courbe enveloppe des pics que nous avons tracee en trait
mixte.

d) Les essais en tunnel de Chen [15] confirment les resultats de Fung et
fournissent une courbe de l'amplitude en fonetion de V similaire ä celle de
Ozker et Smith.

C. Etüde sur cheminees coniques

La formule (3) et la figure 9 ont servi de base ä l'etude effectuee par les
auteurs japonais sur 4 cheminees coniques [5]. Le diametre D introduit dans
la formule (3) est celui qui existe ä 70% de la hauteur ä partir de la base. Les
auteurs considerent que l'amplitude maxima probable est egale ä 3 iy2. Un
calcul classique en matiere de vibrations d'amplitude aleatoire et de frequence
sensiblement constante (loi de Rayleigh) indique qu'il y a une probabilite de

99% pour que cette amplitude ne soit jamais depassee. II faut remarquer que
le choix de cette limite comporte un certain arbitraire et nous pensons qu'il
eüt ete plus prudent, en se basant sur la distribution de Rayleigh, d'adopter
4 ä 5 iy2 comme amplitude maxima possible au cours d'une duree assez longue.

La concordance entre les amplitudes mesurees et les amplitudes calculees
est relativement bonne, ce qui est rassurant, vu l'incertitude qui subsiste
dans 1'application aux cheminees reelles des essais en tunnel.

D. Conclusions

Nous avons effectue plusieurs applications numeriques ä des cheminees de
diametres differents. Les formules (1) et (2) donnent des amplitudes plus
elevees que la formule (3) et la fig. 9 combinees avec ymax 3 iy2, ce qui
pourrait s'expliquer par l'insuffisance du coefficient 3; la concordance est
acceptable avec le coefficient 5 ou meme 4.

Dans l'etat actuel de nos connaissances, nous recommandons done par
prudence les formules (1) et (2) avec les coefficients suivants:

GL 0,1 pour cheminee isolee,
0,2 pour file de cheminees (pas ^7D);

decrement logarithmique pour le vent normal tel que defini dans la norme
beige NBN 460.01:

cheminee avec revetement: 8 0,030,
cheminee sans revetement: 8 0,020.
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Apres avoir calcule les sollicitations dans le cas du vent normal, on les

multiplie par
\u'exceptionnel

'normal I
1,87,

pour obtenir celles du cas exceptionnel de la norme beige.
Cette formule empirique tient compte de 2 faits:

— la portance alternative varie comme le carre de la vitesse du vent,
— le decrement logarithmique augmente avec l'amplitude.

Cette formule approchee est verifiee par la courbe experimentale publiee
par Ozker et Smith; eile n'est certainement pas rigoureuse dans toutes les

applications, mais nous croyons pouvoir l'adopter avec securite.

Moyens utilises pour reduire les amplitudes

Nous ne connaissons pas d'exemples d'application d'un amortisseur dyna-
mique ä une cheminee.

A. Amortisseurs ä viscosite places dans des haubans fixes ä la cheminee

Ce Systeme, qui est simple dans le cas d'un mät pose sur rotule et haubane,
est rarement applique ä une cheminee d'usine. II a ete neanmoins utilise avec
succes sur une cheminee qui avait vibre dangereusement [11].

B. Cables mous

Ces cables sont montes comme des haubans mais ils ne sont pas tendus [1].
On en a place ä la centrale de Schelle apres avoir constate les vibrations d'une
cheminee qui venait d'etre mise en service.

C. Amortisseur annulaire ä viscosite place en tete de la cheminee

Ce dispositif realise par Sulzer [8] consiste en un anneau entourant le

sommet de la cheminee et dont l'interieur comporte une serie de plaques
annulaires horizontales fixees par leurs bords et percees d'un grand nombre
de trous (fig. 10). L'anneau contient de l'huile qui s'ecoule dans les trous
pendant la Vibration. Sulzer dimensionne le dispositif pour qu'il soit efficace

en hiver comme en ete, la temperature modifiant la viscosite de l'huile. Ce

dispositif est utilise ä la centrale des Awirs.

Huile

Plaques paralleles
perforees

Cheminee Fig. 10.
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D. Ailettes helicoidales

Cette Solution (fig. 11) a ete etudiee par le National Physical Laboratory
sur des modeles reduits places en soufflerie [4,12]. La reduction des vibrations
est due ä la perturbation de 1 'allee des tourbillons dont la poussee transversale
alternative est sensiblement affaiblie.

La trainee augmente pour 2 raisons: la surface frappee est plus importante,
le coefficient de trainee CD est plus eleve.

Pour les nombres de Reynolds atteints, CD est toujours inferieur ä l'unite
pour une cheminee usuelle (fig. 4). Par contre, quand la cheminee est munie
d'ailettes en helice, le coefficient CD est voisin de 1,15 quel que soit Re, le
calcul de la poussee etant effectue avec le diametre circonscrit aux helices [13].

Le dispositif optimum comporte 3 ailettes dont la hauteur est 0,09 D et le

pas 5 D. II suffit de placer le dispositif amortisseur sur le tiers superieur de la
cheminee pour obtenir des resultats satisfaisants.

E. Cables helicoidaux

La publication [5] relative aux essais entrepris pour rechercher la disposition
optima des cables montre que ce dispositif n'est efficace qu'ä condition de

choisir avec soin le nombre et le pas des helices; la fig. 12 represente ce qui
a ete adopte.

Fig. n. Fig. 12. Fig. 13.

F. Ailettes verticales

Le dispositif perturbateur des tourbillons doit necessairement agir quelle
que soit la direction du vent; c'est la raison pour laquelle les deux Solutions
precedentes comportent des elements disposes en helice.

Un Systeme plus facile ä realiser consiste en plats rectangulaires verticaux
disposes comme l'indique la fig. 13. Une application a ete precedemment
realisee [14].
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La hauteur des plats, leur longueur, le nombre de plats par virole, le deca-
lage entre les rangees de plats successives sont autant de parametres qui
peuvent avoir une influence sur les amplitudes de la Vibration.

Pendant la biennale 1965-1967, nous avons effectue des essais ä l'Institut
von Karman de Dynamique des Fluides de Rhode-St-Genese gräce ä l'appui
du C.R.I.F. (Centre de Recherches de l'Industrie des Fabrications Metalliques).

Apres avoir essaye plusieurs dispositions de plats, nous avons choisi:

4 plats par virole,
decalage de 30° entre les rangees successives,
longueur des plats: 0,75 ä 0,9D,
hauteur: 0,09 D.

Parallelement aux mesures de vibrations, il a ete effectue des mesures de la
trainee. Comme pour les ailettes en helice, on a constate que, quel que soit le
nombre de Reynolds, le coefficient CD est constant. On peut utiliser CD= 1,15,
le calcul etant effectue avec le diametre circonscrit aux ailettes.

II suffit de mettre des plats sur la moitie superieure de la cheminee; on
s'efforcera de mettre le meme nombre de plats dans les diverses generatrices
suivant lesquelles ils sont alignes. Les essais ont montre la necessite de respec-
ter avec suffisamment de soin les positions angulaires des ailettes.

G. Facteur de reduction des amplitudes

Nous ne discutons de ce facteur que pour les 3 dispositifs qui ont fait l'objet
de publications et celui que nous avons experimente.

a) Amortisseur ä viscosite. Les essais que Sulzer a realises sur une cheminee
de 100 m ont donne

8 0,04 lorsque 1'amortisseur est presque vide,
8 0,17 pour 1'amortisseur plein,

ce qui permet de conclure ä une reduction de l'amplitude dans le rapport 1/4.

b) Ailettes en helice. Les essais realises en tunnel et sur cheminee ont
montre une tres grande diminution de l'amplitude. II semble d'apres ces
resultats qu'il soit prudent de compter sur un rapport de reduction de 1/4
bien que les essais en tunnel aient ete beaucoup plus favorables et que le NPL
admette que les vibrations sont pratiquement eteintes.

c) Cables en helice. La comparaison des amplitudes sur modeles reduits de
tube lisse et de tube avec cables donne le rapport 1/5.

Les auteurs de la publication [5] ont effectue des essais sur cheminees
reelles, lesquels ont conduit ä un rapport qui est tres voisin de 1/3.

d) Ailettes verticales. Nous croyons pouvoir compter sur le rapport 1/3
en general.
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e) En conclusion nous constatons que, quel que soit le dispositif adopte pour
diminuer les amplitudes des vibrations, on peut compter les ramener ä environ
1/3 de la valeur que l'on constaterait sur une cheminee non pourvue de ce

dispositif.

H. Remarque relative ä la rugosite du modele en tunnel

Correlativement ä l'effet de cables et d'ailettes, il est indispensable que la
rugosite du modele soit tres voisine de celle de la cheminee.

Effets des coups de vent

A. Un coup de vent isole peut se produire au moment de l'arrivee du front
froid d'un grain important. La vitesse du vent varie brusquement; dans le

rapport de Baes et Joukoff [25], un anemogramme montre une Variation
pratiquement instantanee de 3 ä 25 m/sec.

L'effort de trainee passe quasi-instantanement ä la valeur correspondant
ä la nouvelle vitesse du vent. Ceci entraine des sollicitations maxima
correspondant sensiblement au doublement de la Variation statique de la trainee.
II est interessant de constater que le reglement russe impose de doubler la
sollicitation pour toutes les constructions en acier dont la frequence est infe-
rieure ä 2 c/sec.

Par contre, il ne se produit rien de semblable dans les vibrations
transversales ; elles s 'etablissent ä leur valeur de regime correspondant ä la nouvelle
amplitude de la portance alternative.

Comme ce sont ces vibrations qui conditionnent le calcul de la resistance
de la cheminee, un coup de vent isole est done sans influence sur ce calcul.

B. Des coups de vent se succedant ä intervalles plus ou moins reguliers sont
susceptibles d'entrainer des vibrations importantes dans le sens du vent si leur
frequence est en resonance avec celle de la cheminee et si celle-ci est peu
amortie.

Les divers auteurs qui ont releve les frequences des coups de vent, parti-
culierement dans les pays ä typhons, signalent pour ces frequences des valeurs
de 0,125 ä 0,25 c/sec [25].

II est done recommande d'eviter pour les cheminees des frequences propres
aussi basses. Irminger et Nokkentved preconisent un minimum de 0,33 c/sec
au bord de la mer, 0,25 dans l'interieur des terres [2]. Compte tenu des princi-
paux harmoniques de 1'excitation, ces chiffres nous paraissent des minima
fixes tres bas mais dont, fort heureusement, les grandes cheminees sont
suffisamment eloignees.

C. Les divers reglements, notamment [18, 22], contiennent des prescriptions
tres differentes relativement ä l'effet des coups de vent.
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Vibration des anneaux

La frequence propre fa du fondamental d'un anneau d'aeier d'epaisseur e

en mm et de diametre Denm est donnee par la formule [26]

S'il y a un revetement, /„ doit etre divise par l/l -fpQ1 s u re^ emen g'ü^ Ja x r poids de 1 acier
existe des raidisseurs annulaires suffisamment rapproches pour etre totalement

fl2efficaces, fa doit etre multiplie par V-g- • moment d'inertie par unite de longueur;
nous pensons que l'effet des raidisseurs est encore mal connu.

La resonance des anneaux excites par les tourbillons a evidemment lieu

lorsque fa 2N, d'oü S ^.
Dans le cas de vibrations d'anneaux observe par W. S. Swiger [6]; la

vitesse du vent qui a produit la resonance etait de 11 m/sec et la frequence
correspondait ä S 0,225. Un calcul des sollicitations au moment de la
resonance nous parait impossible actuellement; nous manquons notamment de

donnees relatives ä 1'excitation et ä 1 'amortissement qui est probablement
eleve dans le eas d'un revetement epais. Nous supposons en outre que la
Vibration ne doit pas avoir lieu sur toute la hauteur de la cheminee, les
conditions necessaires n'etant pas reunies sur une grande hauteur.

Nous croyons tres recommandable d'eviter que fJ2 soit voisin de /, pour
ne pas faire coincider deux resonances, compte tenu notamment de la selection

operee par la cheminee dans le spectre de S, laquelle peut renforcer par
accrochage des frequences l'effet du terme en /.

Methodes de calcul de la frequence propre, de la deformee, des amplitudes, des

moments de flexion alternatifs et des tensions

A. Calcul de f et de la deformee a (x) du mode fondamental de Vibration

Si la cheminee en acier a un diametre et une epaisseur uniformes et n'est
pas munie de revetement, on peut montrer que les deux premieres frequences
propres sont donnees par les formules simplifiees

/i lOlOyy c/sec, /2 6,27/l5 Deth'.m.

S'il y a un revetement n'intervenant que par sa masse et non par sa rigidite,

il faut multiplier les valeurs precedentes par V^ P etant le poids de

l'acier de la virole et p celui du revetement, en kg/m.
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En regle generale, l'epaisseur n'est pas constante, il arrive aussi que la
partie inferieure de la cheminee soit conique. Dans ces conditions, le moyen
le plus rapide pour determiner la premiere frequence propre est d'utiliser la
methode de Rayleigh, la formule etant

yy 2-i*-iif 2^PzMclsec
avec Pf poids total du trongon i, kg;

z{. ordonnee de la deformee statique sous les poids Pi appliques perpen-
diculairement ä Taxe de la cheminee, mm;

g: 9810 mm/sec2.

Le calcul des frequences propres peut etre effectue sur ordinateur. Nous
utilisons une methode iterative similaire ä celle que Holzer a imaginee pour
les frequences propres de torsion; eile est rigoureuse et fournit la deformee

dynamique determinee au moyen des forces d'inertie.
Rappeions que a(x) est 1'ordonnee de la deformee quand l'amplitude au

sommet est egale ä l'unite. A defaut de la determiner par l'emploi de 1'ordinateur,

on peut la calculer numeriquement ou graphiquement en appliquant aux
Pi des coefficients proportionnels aux z?.; au besoin, on procede ä 2 approximations

successives. Le procede est semblable au calcul classique d'une vitesse

critique de flexion.

B. Calcul de la fleche statique As au sommet de la cheminee

La vitesse du vent varie en fonetion de la hauteur par rapport au sol. II
s'ensuit que q et Re varient le long de la cheminee; en regime non aleatoire,
la vitesse Vc est atteinte d'abord au sommet mais la Vibration qui en resulte
impose la frequence / aux tourbillons qui se detachent tout le long de la
cheminee. En regime aleatoire, il faudrait aussi introduire les spectres ä divers
niveaux et les effets de correlation transversale. La force transversale due aux
tourbillons varie done le long de la cheminee.

Mais l'emploi des coefficients de Ozker et Smith entraine evidemment
l'adoption de leur methode de calcul simplifiee. Ces auteurs ont admis que q

est sensiblement constant sur toute la hauteur de la cheminee. Comme leurs
recherches ont ete effectuees sur des cheminees dont la base etait pratiquement
au niveau du toit de la centrale, l'anemometre etant fixe au tiers de la hauteur
environ, nous proposons d'utiliser les valeurs de q variables avec la hauteur
donnees dans la norme beige NBN 460.01 qui definit une pression dynamique
normale et une pression dynamique exceptionnelle. Celle-ci est relative ä des

pointes de vent locales de courte duree et dont la probabilite d'apparition est
faible; la pression dynamique normale peut agir plusieurs fois par an.

Bien entendu, la poussee est nulle sur la partie inferieure de la cheminee
si eile est enfermee dans un bätiment.
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On tiendra compte eventuellement de la deformation de la structure sur
laquelle la cheminee est fixee.

C. Calcul de Vamplitude A au sommet

Elle est calculee par la formule (2) et en tenant compte eventuellement d'un
coefficient reducteur si la cheminee est munie de dispositifs anti-tourbillons.

L'amplitude au niveau x est egale k Aa(x).

D. Calcul du moment de flexion ML du ä la Vibration

Chaque tranche de cheminee de masse m(x) engendre un effort d'inertie
4:7T2f2m(x) Aa(x). II en resulte immediatement les moments de flexion alterna-
tifs ML dans toutes les sections.

Quand on a obtenu la frequence propre par un calcul ä l'ordinateur, on
connait immediatement les moments de flexion dans toutes les sections pour
une amplitude unitaire au sommet. Les moments ML sont obtenus en les

multipliant par A.
Utiliser la deformee stat'que au lieu de la deformee dynamique constitue

une approximation par exces.

E. Calcul du moment de flexion MD du ä la poussee du vent

On utilise le coefficient CD relatif au cylindre nu ou avec ailettes, la repartition

reglementaire de q en fonetion de x et le coefficient reducteur Cr selon
la norme NBN donne au tableau IV.

Tableau IV
H en m Coefficient C1

10
20
50

100

0,85
0,80
0,74
0,70

Pour tenir compte des coups de vent quasi periodiques, on evitera des

frequences propres trop basses.

En regle generale, MD est petit vis-ä-vis de ML.
Pour fixer les idees, le tableau V donne les valeurs en kg/m2 de CrCDq et

de CL q y pour les cheminees de grand diametre et pour une pression dynamique

q= 100 kg/m2. Bien entendu, comme nous 1'avons vu, le moment de flexion
alternatif est calcule au moyen des efforts d'inertie engendres par la Vibration

et non au moyen d'un effort 0Lq-^ par unite de longueur; neanmoins le tableau

fixe utilement les idees. Le coefficient reducteur Cr a ete pris egal ä 0,75. Le
coefficient CD a ete pris egal ä 0,7 pour une cheminee nue; pour une cheminee
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avec ailettes, il a ete dit plus haut comment variait la poussee. 8 a ete pris
egal ä 0,030 et CL ä 0,1 ou 0,2 comme dit precedemment.

cheminee nue

cheminee avec ailettes

de h=0,06D

Tableau V

CrCDq

0,75.0,7-100 53

0,75-1,15-1,12-100 89

CLq

cheminee
isolee

cheminee
en file

0,1-100-
0,030

1050
350

1050 2100

700

On voit que, pratiquement, ce sont les sollicitations dues aux vibrations
transversales qui imposeront l'epaisseur des viroles. La poussee classique
reglementaire joue un role si reduit qu'on pourrait la negliger.

F. Tensions longitudinales

Le moment de flexion maximum est donne par Mf— yM^ + Mj^. A la tension

de flexion Rf qui lui correspond, nous ajoutons la tension de compression
Rc due au poids pour obtenir la tension de compression maxi R.

G. Tensions transversales

Ces tensions sont liees ä 1 'ovalisation de la cheminee due ä la repartition
azimutale des pressions et depressions produisant la trainee. Cette repartition
a ete proposee par divers auteurs. Nous recommandons la repartition repre-
sentee par la fig. 14, proposee par Blanjean [16].

60

60°

Fig. 14. Fig. 15.

Le reglement ABS prevoit une repartition schematisee (fig. 15) qui a le
merite de simplifier les calculs; son utilite est moindre actuellement, l'emploi
d'un ordinateur permettant aisement de calculer un anneau soumis ä des
forces quelconques agissant dans son plan.
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Quand les cheminees sont munies d'ailettes, les depressions deviennent
moins importantes et les tensions dues ä 1 'ovalisation diminuent certainement.

Nous proposons dans tous les cas d'appliquer les resultats obtenus ä partir
de la fig. 14 qui conduit, au point le plus sollicite par la Vibration d'ensemble,
ä un moment de flexion 19qD2kgmm par m de longueur; D en m et q en

kg/m2. Dans le plan perpendiculaire, le moment de flexion atteint 84 qD2.

H. Tensions combinees

Par securite, on peut supposer que la tension de compression R resultant
de la flexion et du poids propre existe dans la section la plus sollicitee trans-
versalement et on la combine avec la tension de traction R0 due ä 1'ovalisation,
de teile sorte que la tension maxi equivalente est d'apres le critere de Hencky-
von Mises

Re= iR2 + R2 + RR0,

R et R0 etant pris en valeur absolue.
Nous negligeons les tensions de cisaillement qui sont tres faibles.

Tensions admissibles

A. Introduction

Etant donne le caractere extremement exceptionnel du vent maximum [25],
nous admettrons que soit atteinte dans ce cas la limite elastique ou la tension
de flambage local. La tension ä prendre en consideration est Re calculee comme
dit ci-dessus; il n'y a pas lieu d'introduire ici un coefficient de concentration
de tension.

Sous le vent normal, nous considerons la resistance ä la fatigue et nous
admettrons un coefficient de securite voisin de 1,33. Pour les töles en acier 42,

on peut compter sur une limite d'endurance de 24 kg/mm2; le taux de fatigue
admissible est done de 18 kg/mm2.

La sollicitation par fatigue fera l'objet d'un chapitre final oü l'on s'efforcera
d'indiquer ce que devrait etre un calcul rationnel.

B. Flambage d'ensemble

Le calcul est classique. II peut etre traite par les formules du NBN 1

combinees avec celles de la note technique B. 10.51 du C.E.C.M. [17].
Nous avons pu verifier que dans les grandes cheminees d'usine actuellement

construites en Belgique, il n'y a aueun risque de flambage d'ensemble; la
verification de la securite au flambage est pratiquement superflue pour ces
cheminees.
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C. Flambage local par voilement de la virole

Nous retiendrons deux points importants signales par Timoshenko [23]:

— quand il y a compression Rc et flexion Rf combinees, on obtient une
approximation süffisante de la tension de voilement en supposant que la
contrainte combinee de compression devient egale ä la tension critique du
cylindre soumis ä compression pure;

— la tension de voilement dans le cas de flexion pure est superieure ä la tension
critique de compression pure.

Afin de tenir compte de ces 2 caracteristiques, la Esso Research and
Engineering Company a adopte une formule generale [29] que nous avons retrouvee
ä partir de la formule donnee par Timoshenko en faisant les hypotheses sui-
vantes: la tension admise est basee sur un coefficient de securite 2, le rapport
entre les charges critiques de flambage d'une virole flechie et d'une virole
comprimee est 1,4. Cette formule est

0,56-0,16^^-
R^ 2E-e Bc + Bf

D 1+0,004
E

limite elastique

E est le module d'elasticite. Rc etant negligeable vis-ä-vis de Rf dans le

cas d'une construction elancee, on peut adopter au numerateur la valeur 0,56;
e et D sont exprimes dans les memes unites.

Dans le cas d'une construction en acier A42, on a E 20 500 kg/mm2,
limite elastique 26 kg/mm2; 1'introduction des caracteristiques ä chaud
modifie legerement ces valeurs, par ex. ä 225° on a respectivement 19 500 et
19,5 kg/mm2 environ.

On obtient done le tableau VI.

Tableau VI
e Rcr
D kg/mm5

0,0025 13,8
0,0030 16,6
0,0035 19,3
0,0040 22,1
0,0045 24,9
0,0050 >26,0

II est certain que le danger de flambage local est moindre lorsque le taux
de compression comporte une composante variant ä une frequence suffisamment
elevee; en quelque sorte, on peut dire que le flambage n'a pas le temps de se

produire. Ce phenomene etant encore mal connu et les frequences des cheminees

etant basses, nous supposerons par securite que la compression a un
caractere statique et appliquerons la formule precitee.
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D. Fatigue

a) La resistance ä la fatigue ne fait intervenir pratiquement que l'amplitude
de la tension RL resultant du moment ML de flexion alternative. Bien entendu,
il faut multiplier RL par le coefficient de concentration de tension K; il faut
ä la fois un trace et une execution extremement soignes pour l'abaisser ä 2

environ, sauf ä la jonction de viroles par soudures bout ä bout oü K est plus
voisin de 1.

II est important de remarquer ä ce propos que:

— une bride boulonnee trop peu rigide fait naitre, tant dans la virole que
dans la bride elle-meme, des tensions locales elevees du cöte tendu;

— les raidisseurs verticaux, qui peuvent etre recommandables pour les struc¬
tures oü predomine l'effet du poids propre, entrainent ä leur jonction
superieure avec la virole l'existence de pointes de tension.

On preferera ä ces systemes, par exemple: une bride rigide et symetrique
par rapport ä la töle de la virole, deux brides ecartees et entretoisees, un
caisson circulaire dont la virole forme une paroi.

Chaque cas est ä examiner en fonetion du mode d'attache ä la base. II en
est de meme de la liaison entre viroles.

b) Nous ebauchons en fin de la presente note une methode rationnelle de
calcul ä la fatigue. Nous verrons que les donnees statistiques necessaires ä

pousser le calcul jusqu'ä sa conclusion ne sont pas disponibles actuellement.
Force nous est done de nous contenter, provisoirement, de limiter ä 18,0

kg/mm2 la tension de fatigue sous le vent normal. II en resulte que la tension
de fatigue sous le vent exceptionnel est de 18,0-1,87 33,7 kg/mm2, ce qui
permet ä 1'acier de supporter un nombre de cycles que nous considerons comme
largement süffisant.

R Kg/mm*
00-

——^__ _£*frop0/n.

-^Äp^pW.

1

Fig. 16.
IO6 2 IO6 nr cycles
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Pour 1'acier A42, on peut admettre notamment que le nombre de cycles nr
et la tension alternative R sont relies par la droite de la fig. 16 que nous avons
obtenue ä partir d'essais de fatigue executes au CNRM pour le CECM [24];
par securite, nous avons abaisse quelque peu la valeur de la limite d'endurance
et accru legerement la pente de la droite. Considerant que nr augmente tres
rapidement quand la tension decroit et que les pointes de vent maximum sont
extraordinairement rares et breves [25], nous estimons que la securite choisie
est süffisante.

Pour une temperature de 1'ordre de 250°, nous diminuons la limite d'endurance

de 2 ä 3 kg/mm2.

Exemple numerique

A. Donnees

Soit la cheminee de 4,22 m de diametre representee ä la fig. 17; eile est
calculee dans le cas d'une file de cheminees. II est prevu un revetement en

gunite de 50 mm d'epaisseur. Le toit de la centrale etant au niveau 20 m, le
vent n'agit que de 20 m ä 58 m. Des ailettes verticales de 250 mm de hauteur
sont prevues entre le niveau 40 m et le sommet.

Fig. 17.

B. Calcul des tensions

a) Frequence propre et deformee dynamique. Le calcul effectue ä l'ordina-
teur a donne la frequence propre / 1,615 c/sec.

Le tableau VII donne les distances des sections considerees par rapport ä
la base, les efforts tranchants, les moments flechissants et les amplitudes de
la deformee.
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Tableau VII
X S M a
m kg kgm mm
58 0 0 1,000
52 84 507 0,808
46 211 1833 0,620
40 325 3788 0,443
34 400 6188 0,290
28 450 8890 0,170
22 483 11788 0,090
20 495 12778 0,074
15,2 504 15194 0,044
5,2 504 20247 0,005
0 505 22867 0,000

b) Fleche statique As. Elle est determinee dans le cas du vent normal en
appliquant les efforts repris au tableau VIII, calcules ä partir des pressions
dynamiques q de la norme NBN 460.01.

X g.

m kg/m
58 81,4
52 80,4
46 79,2
40 78,0
34 76,8
28 75,6
22 71,0
20 66,0
15,2 0
5,2 0
0 0

Tableau VIII
4 x q D Ax e / mm4
m au niveau x mm oie X\ a X'i^.-t

3 1030 10 292,9-IO9
6 2030 10 292,9-109
6 2000 10 292,9-IO9
6 1970 10 292,9-IO9
6 1940 12 351,9-IO9
6 1910 15 440,9-IO9
4 1200 15 440,9-IO9
1 278 15*) 2025,0-IO9

2610,0-IO9
2610,0- IO9

*) A la cote 20, pour des motifs de soudage, on a augmente l'epaisseur sur une hauteur de
350 mm. Cette augmentation d'epaisseur n'a pas ete consideree dans les calculs.

On a obtenu As= 18,1 mm.

c) Amplitude A. 8 0,030; coefficient reducteur du aux ailettes: ^.

FL CLDq 0,2Dq.
Vent normal:

AN 0,2Aal± =0,2-,M^« 126 mm.

Vent exceptionnel:
AE 126-1,87 235 mm.

d) Moments ML. Ils seront determines ä chaque changement d'epaisseur
en utilisant le tableau VII. Le niveau est indique en indice.
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Vent normal: MS7 5150-126 650000 kgm,
MS1= 7800-126= 982000 kgm,
M20 12778-126 =1610 000 kgm.

Vent exceptionnel: üf37 5150-235 1 210 000 kgm,
M31 7800 • 235 1 830 000 kgm,
M20 12778-235 3 003 000 kgm.

e) Moments MD. Nous avons applique ä la partie de la cheminee munie
d'ailettes

FD 0,73-l,15(4,22 + 0,50)gkg/m

et ä la partie non munie d'ailettes

FD 0,73-0,7-4,22gkg/m

q etant extrait du tableau VIII et 0,73 du tableau IV; nous avons obtenu le
tableau IX.

Tableau IX
Moments en kgm

Vent ikf37 M31 M20
normal 72 000 115 000 209 000
exceptionnel 144 000 230 000 418 000

f) Tensions longitudinales. On a calcule une tension de compression

Rc 0,80 kg/mm2 ä la base.

Pour simplifier, on prendra la meme tension dans les autres sections
calculees.

Les moments de flexion combines sont donnes au tableau X, en kgm.

Tableau X
Vent üf37 M31 M20

normal 654 000 988 000 1 624 000
exceptionnel 1 219 000 1 844 000 3 032 000

Tensions longitudinales combinees R, kg/mm2.

Tableau XI
Vent a?37 x31 x20

normal 5,81 6,72 8,57
exceptionnel 9,58 11,85 15,31

ejD 0,00237 0,00285 0,00357

Les tensions alternatives maxima dues ä ML sont 7,77 pour le vent normal
et 14,51 pour le vent exceptionnel.
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g) Tensions transversales. Le moment flechissant M0 19qD2 est calcule
aux differents niveaux.

Tableau XII
Vent X

m
q

kg/m2 M0kgm Ijv mm3 R0 kg/n
normal 37

31
20

77
76
65

108 000
107 000

91 500

16 700
24 100
37 600

6,47
4,44
2,43

exceptionnel 37
31
20

154
152
130

217 000
214 000
183 000

16 700
24 100
37 600

13,00
8,88
4,88

Le raccordement des viroles entre elles est effectue par soudure bout ä bout.
Des brides destinees ä maintenir en place les viroles pendant le montage
renforcent localement; il en resulte que, dans la soudure, les tensions R0 sont
negligeables.

Notons qu'au milieu des viroles de hauteur 6 metres, un raidisseur circulaire

plat a ete prevu; il n'en a pas ete tenu compte par securite.

h) Tensions combinees Re iR2 + R% + RR0.

Tableau XIII
x

Vent m Re kg/mm2

normal 37 10,64
31 9,73
20 10,00

exceptionnel 37 19,63
31 18,02
20 18,25

C. Tensions admissibles

a) Tensions sous le vent exceptionnel. Le tableau XIII montre que, sous
le vent exceptionnel, les tensions Re sont inferieures ä la limite elastique
26 kg/mm2.

Les tensions R sont comparees aux tensions de voilement des viroles; les

rapports e\D figurent dans le tableau XI et les tensions admissibles dans le
tableau VI.

b) Flambage d'ensemble. Nous n'indiquerons pas la verification qui a ete
faite. Comme nous l'avons dit precedemment, il n'y a aucun risque de flambage
d'ensemble.

c) Tensions alternatives. Nous considerons un coefficient de concentra-
tion de tension K egal ä 1,5 dans les joints de viroles soudees bout ä

bout. A 350 mm de la base, comme il y a un changement d'epaisseur plus
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important, nous prenons K 2. Nous ne faisons pas le calcul au raccordement
avec le caisson de fixation, 1 'augmentation de l'epaisseur de la virole com-
pensant l'augmentation du coefficient de concentration.

Les tensions alternatives maxima valent done:

— vent normal: 7,77 • 2 15,54 kg/mm2;
— vent exceptionnel: 14,51 • 2 29,02 kg/mm2.

Les tensions maxi atteintes dans le cas du vent normal sont inferieures aux
limites choisies au chapitre D precedent, ä savoir 18,0 et 33,7 kg/mm2.

Sous le vent exceptionnel, le nombre de cycles qui pourrait etre Supporte
avant fissure, en supposant qu'il n'y ait pas d'autres moments de vibrations,
serait 320 000 cycles, c'est-ä-dire:

D. Note sur les vibrations des anneaux

Nous avons obtenu sans tenir compte des raidisseurs:

e mm fa c/sec

10 0,94
12 1,18
15 1,55

La frequence propre de la cheminee etant / 1,615 c/sec, 2/ est tres different

de fa, ce qui est satisfaisant.

E. Conclusions ä tirer de Vexemple numerique

S'il n'avait pas ete prevu d'ailettes anti-tourbillons, les tensions alternatives
auraient ete sensiblement triplees.

Sous le vent exceptionnel, la tension serait d'environ 100 kg/mm2.
Independamment des phenomenes de fatigue - qui fönt intervenir pour

une tension aussi elevee et purement theorique la notion de low cycle fatigue -
il est evident qu'une sollicitation aussi elevee est inadmissible.

II en resulte que l'utilisation d'un Systeme capable de reduire ä un niveau
acceptable les vibrations dues au vent est la condition indispensable de
resistance d'une cheminee economique.

Esquisse d'une methode rationnelle de calcul de la resistance aux tensions
alternatives

A. Introduction

II ressort de ce qui precede que le veritable danger de ruine d'une cheminee

provient des vibrations qu'elle execute perpendiculairement au vent et que,
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par consequent, il est indispensable de verifier que les degäts dus ä la fatigue
n'excedent pas la limite admissible.

Dans ce qui precede, nous n'avons pu evaluer la resistance de la cheminee
ä la fatigue que d'une maniere sommaire et ne serrant pas de pres la realite
physique. Les donnees actuellement disponibles ne permettent pas de faire
mieux; neanmoins, nous nous efforgons ci-apres de montrer ce que serait une
methode rationnelle de calcul. Nous avons base cette tentative de calcul sur
les notions de degäts cumules par fatigue et de probabilite des divers niveaux
de sollicitations.

B. Critere de ruine par fatigue

Nous utiliserons pour calculer les degäts cumules le critere de Palmgren-
Miner dont il est largement fait usage dans d'autres domaines (missiles, reser-
voirs sous pression, etc. et qui a l'avantage de posseder une expression
mathematique simple et maniable.

L'experience montre que, sous une tension alternative R, la ruine est

atteinte apres nr(R) cycles. Considerons la composante alternative de la
sollicitation de la cheminee en un point. La composante statique est faible et
ne joue pratiquement aucun role dans le dommage par fatigue. Le calcul ci-

apres ne fait done intervenir que la sollicitation de + R k — R due ä la Vibration.

Si la tension R existe pendant n cycles (n<nr), le dommage qui lui est
du est mesure, par hypothese, par le rapport n\nr. La rupture par fatigue est

atteinte lorsque le dommage cumule est egal ä 1 'unite: 2 nlnr 1 la somme
etant etendue ä tous les regimes de Vibration auxquels est soumise la cheminee

au cours de son existence.

C. Calcul du dommage par fatigue pour une vitesse de vent V constante

Nous avons vu que, en pratique, la cheminee vibrait toujours ä sa

frequence propre; son amplitude varie de fa£on aleatoire et on peut calculer le

carre moyen du deplacement au sommet pour une vitesse determinee V du

vent, de preference par la methode de Fung, sinon ä partir de l'amplitude
maxima selon Ozker et Smith que nous considerons egale ä 4/carre moyen.

On peut en deduire le carre moyen de la sollicitation, auquel il faut appliquer
un coefficient de concentration de tension, ce qui donne finalement la valeur
de aR, racine carree du carre moyen de la sollicitation alternative au point le

plus sollicite. A partir de cette valeur quadratique moyenne, il est possible de

calculer le dommage produit par n cycles sous 1'action du vent de vitesse V.

En effet, un resultat classique, du ä Rice, de la theorie generale des vibrations

aleatoires de frequence approximativement constante s'enonce comme
suit [27]: la probabilite p(R)dR d'une amplitude comprise entre R et R + dR
obeit ä une loi de Rayleigh (fig. 18).
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p(R) =-^-exp'(_2^)-

Si T (V) est la duree totale du vent de vitesse V, le nombre de cycles est

T(V)f, f etant la frequence propre de la cheminee. La tension est R (ä dR
pres) pendant T (V)fp(R)dR cycles. Le dommage par fatigue qui en resulte
est donne par 1'expression

D(V) T(V)f$£ (R)dR
nr(R)

"*

P(R)

0.5

0,4

0.3

0.2

0.1

Fig. 18.

4 R/crR

En toute rigueur, la limite superieure de 1'integrale ne devrait pas etre
infinie; mais l'erreur est minime et dans le sens de la securite.

Le diagramme bilogarithmique reliant R et nr(R) est pratiquement une
droite dans une zone assez etendue de Variation de R; d'oü nrRb K, K etant
une constante. Pour les aciers usuels dans la region autour de IO6 cycles, il
semble qu'on puisse prendre 6 5. Le nombre de cycles supportable varie
done dans une mesure extremement considerable avec la tension (fig. 16); rien
ne peut etre neglige pour que le calcul tienne compte le mieux possible de
cette Variation. II est evident que la grandeur du dommage par fatigue est
tres sensible ä la valeur de l'exposant b.

Lorsque la sollicitation n'excede pas la limite d'endurance, nr est infini (ou,
du moins, tres grand). Neanmoins, il a ete constate une meilleure concordance
du critere de Palmgren-Miner et des resultats experimentaux lorsque l'on
continue ä appliquer la loi nrRb K pour les sollicitations inferieures ä la
limite d'endurance.

D'oü D(V) T(V)f
Ko2R

i

T(V)f
K [/2aB(F)]53,32.

On peut faire usage, pour le calcul de 1'integrale, de tables telles que celles
de Jahnkb et Emde [28].
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D. Effet de la direction variable du vent

La direction du vent etant variable, la tension R due ä un vent de vitesse
V n'existe pas toujours au meme endroit; d'oü une premiere distribution de

cette tension en fonetion de l'azimut. La publication de Baes et Joukoff [25]
donne le diagramme polaire de la repartition de la direction du vent ä Uccle
(moyenne de 50 annees); on constate la forte predominance de l'axe SW-NE;
la probabilite d'un azimut compris dans les demi-quadrants centres sur cet
axe est de pres de 50%.

On peut raisonnablement admettre que la probabilite des vents les plus
violents est aecrue dans les directions predominantes, ce qui accentue encore
l'inegalite de leur repartition azimutale.

Faute de mieux, nous ferons done l'hypothese que le vent V est contenu
avec une probabilite § dans 2 demi-quadrants opposes et J dans les autres
azimuts; pour simplifier, nous supposerons ces probabilites distribuees
uniformement dans chaeun de ces 2 domaines (fig. 19).

2 4

Surface= 1/6

; 3tt
Surface l/6 Fig. 19.

L'effet de fatigue maximum de la cheminee se produit dans le plan P per-
pendiculaire au vent dominant; quand le vent fait un angle a avec ce plan P,
la tension dans le plan P est egale au maximum multiplie par cosa; D(V) est
done une fonetion D(oc) de a par 1 'intermediaire de oleosa. II en resulte que
la valeur de D (V) devient:

2 4 -W8 14 tt/2 tt/8 tt/2
-— 2$D(*)doc + --~2$D(oc)da [0,86-2j + 0,14-2j]D(a)da.* n 0 3 3 77^/8 0 ^/g

E. Repartition temporelle de la vitesse V

Pour achever le calcul du dommage total D, il faut enfin tenir compte du

temps pendant lequel regne le vent de vitesse V. Au cours d'une duree totale TJ
le vent de vitesse comprise entre V et V + dV existe pendant T (V) Ts (V)dV.
Reste ä connaitre la distribution s (V).

Comme nous l'avons dit precedemment avec insistance, il ressort avec
evidence du rapport de Baes et Joukoff [25] que le vent de vitesse maxima
a un caractere tres exceptionnel: c'est une occurrence rarissime et de duree
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extremement breve. II faut neanmoins prevoir l'eventualite de circonstances
particulierement defavorables, etant donne l'effet predominant des sollicitations

elevees sur le nombre de cycles supportable.
Nous n'avons pu tirer des donnees de la meteorologie aucune determination

de la distribution s(V). Les informations dont nous avons eu connaissance

portent principalement sur le vent moyen mesure pendant des intervalles
consecutifs de 2 heures ainsi que sur le rapport des vitesses maxima aux
vitesses moyennes pendant ces intervalles. II ressort neanmoins de ces donnees

(voir les fig. 25 ä 29 et 36 de Baes et Joukoff) que les vitesses V les plus
courantes obeissent probablement ä une repartition analogue ä celle de

Rayleigh. Nous proposons done d'adopter

*<f>-*¦*(-&)
et d'admettre que, pendant une vie industrielle de 40 ans, les vents de 40 ä
45 m/sec regneront probablement pendant une duree cumulee de 6 heures,
ceux de 45 ä 50 m/sec pendant 20 minutes, ceux de plus de 50 m/sec pendant
une minute, en nombres arrondis. II en resulte oy 8,60 m/sec.

II est clair que les choix de s(V) et de ov ne sont que des hypotheses de

travail permettant de fixer les idees et qui n'ont de valeur que si des releves

meteorologiques adequats les confirment, au moins dans le domaine des
vitesses assez elevees.

En utilisant l'expression ci-dessus de s(V) et en remarquant que (Jr(V)
GR(Knax)(j/—I > on trouve enfin l'expression du dommage total au cours

de la duree T.

o

Compte tenu des valeurs precitees Vmax 50 m/sec et crF 8,60 m/sec, on
aboutit ä la formule

t\ __ m ±GR\*max) -*¦

_ * t
K 530 530 nr[aB(Vmax)y

F. Coefficient de securite. Formule finale

Nous avons formule ci-dessus la valeur moyenne du dommage; pour
employer la terminologie du calcul des probabilites, nous avons calcule l'espe-
rance mathematique de D. Les valeurs possibles de D se repartissent autour
de la moyenne suivant une loi tres proche de la distribution gaussienne, par
application du theoreme fondamental de la limite centrale. L'ecart quadra-
tique moyen de cette distribution depend des ecarts propres aux differentes
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etapes du calcul. On peut montrer que celui qui provient de 1'application de

la loi de Rayleigh est tres petit par suite de la valeur elevee de l'exposant b.

Pour la repartition de l'orientation du vent ainsi que pour l'exposant b,

nous avons admis les hypotheses incluant, croyons-nous, des marges de securite.
Le critere de Palmgren-Miner n'est pas ä l'abri de la critique et demande

un coefficient de securite important; toutefois, on ne perdra pas de vue que
la naissance d'une fissure pendant une tempete exceptionnelle n'entrainera
pas ipso facto la ruine de la cheminee.

L'incertitude majeure provient de la duree d'existence des vents de vitesse
elevee, faute de donnees experimentales.

Nous proposons done que D soit affecte d'un facteur de securite tres eleve,
de 1'ordre de 10.

D'oü provisoirement le critere ci-apres: le nombre de vibrations qu'accom-
plirait la cheminee en oscillant continuellement ä sa frequence propre pendant
40 ans doit etre inferieur ä 53 fois le nombre de cycles lu sur la fig. 16 pour la
sollicitation cjR(Vmax). On fera usage de la droite extrapolee au-delä de la
limite d'endurance.

Ou encore: f2,5-107 < nombre de cycles pour oR(Vmax).

G. Application numerique ä la cheminee calculee dans la presente note

La tension maxima due ä la fatigue etant 29,02 kg/mm2, aR vaut \ de cette
valeur, soit 7,25 kg/mm2. Sur la fig. 16, il correspond ä cette valeur un nombre
de cycles nr l,25- IO8.

La frequence propre / etant de 1,615, le critere de securite est largement
satisfait.

En l'absence d'ailettes anti-tourbillons, la tension serait environ triplee,
soit 22 kg/mm2. Le nombre de cycles nr etant alors 3,3- IO6, la securite serait
largement deficiente.

H. Correction pour les files de cheminees

CL est double, sauf pour la premiere cheminee, lorsque le vent souffle pa-
rallelement ä la file. Nous supposerons, pour fixer les idees et ne pas compliquer

Segment 3

0

Segment 1

j~g~rj——
HAa : Angle ou existe l'effet de file Fig- 20.
_
Segment 2 j
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davantage la question, que ce doublement subsiste dans un angle A oc de la

direction du vent, avec Ja=l,5— radians, D etant le diametre, en m et L
l'entracte des cheminees, en m.

Si a est 1'angle de la file avec la direction de Taxe des vents dominants, la
fig. 20 montre qu'il faut ajouter ä D(V) un terme correctif [D(2orReosoc) —

D (aRcosa)] A ol, multiplie par 0,86 si oc tombe dans le segment 1, par 0,14 s'il
tombe dans les segments 2 ou 3.

On trouve aisement que le dommage Dtot calcule precedemment doit etre

multiplie par 1 + y-cos5aX (62 ou 10, selon l'angle a).

Conclusions

A. Nous pensons avoir montre qu'il est necessaire d'introduire dans les

reglements relatifs ä l'effet du vent sur les cheminees des prescriptions tenant
compte de la sollicitation la plus dangereuse, provenant de la Vibration perpen-
diculaire ä la direction du vent.

Faute de mieux, nous recommandons le calcul utilisant la methode et les
coefficients tires principalement des travaux de Ozker et Smith.

II serait cependant preferable que des recherches sur le spectre de la
sollicitation, le coefficient d'amortissement et la distribution des vitesses du vent
permettent d'appliquer une methode de calcul plus rationnelle. Sans doute
l'esquisse que nous en avons proposee est-elle tres imparfaite; sans doute
faut-il aussi admettre que les circonstances meteorologiques locales ne seraient
generalement pas connues avec une bonne precision; en particulier, il est
certain qu'un vent soutenu (ce qui est le cas en tunnel, pres de la mer, dans
une vaste plaine) est plus nuisible qu'un vent d'allure irreguliere (ce qui est
le cas dans l'interieur du pays, particulierement en site tourmente).

Mais il nous a paru neanmoins que la methode esquissee meritait, malgre
toutes ses imperfections, d'etre presentee aux lecteurs, parce que c'est dans
de telles voies, croyons-nous, que l'on devra rechercher le calcul du danger
de ruine des constructions sous l'effet de la fatigue.

B. Le danger de ruine d'une construction possede toujours, dans une mesure
variable avec la construction, un caractere aleatoire. II nous parait evident
que, des que ce caractere s'accentue, la notion de la garantie donnee par le
constructeur doit evoluer. La garantie ne peut alors signifier que l'engagement
du constructeur de se conformer soit ä un reglement national ou impose par
le maitre de l'oeuvre, soit ä une methode proposee par le constructeur et
admise par le client. Cette garantie est accomplie lorsque le calcul, le dessin
et la construction ont ete faits en conformite avec cet engagement.

C. II nous parait superflu d'insister sur la necessite de recherches permettant
de combler, si c'est possible, les lacunes de la connaissance des phenomenes
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de Vibration des grandes cheminees. II est extremement souhaitable que, sur
un sujet important mais de coüt relativement modeste, une collaboration
internationale puisse s'etablir.

Avant de terminer, nous exprimons nos remerciements aux Directions du
C.R.I.F. et de 1T.R.S.I.A. pour leur aide financiere, aux professeurs de l'Insti-
tut Von-Karman de Rhode-St-Genese et du Laboratoire aerodynamique de

1'Universite de Liege pour les facilites qui nous ont ete donnees pendant les

essais ainsi qu'ä toute 1'equipe de chercheurs du C.R.I.F. avec qui nous avons
collabore pendant plusieurs annees.
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Resume

Apres avoir fait le rappel des connaissances actuelles en matiere de vibrations

des grandes cheminees soumises ä 1'action du vent, les auteurs proposent
une methode de calcul pratique qui tient compte du spectre des sollicitations
par le vent et des tensions admissibles au voilement et ä la fatigue.

Ils suggerent egalement une methode de calcul ä base probabiliste dont
l'application requiert une meilleure connaissance statistique du vent.

Etant donne l'importance du sujet, il est souhaitable que des recherches
se poursuivent tant meteorologiques que relatives aux coefficients de portance
et d'amortissement ä introduire dans les formules.

Zusammenfassung

Die Autoren bringen die derzeitigen Erkenntnisse auf dem Gebiet der
Schwingungen großer Schornsteine unter Windeinfluß in Erinnerung. Sie

schlagen ein praktisches Berechnungsverfahren vor, bei welchem das Spektrum

der Beanspruchungen durch Wind und die gegen Einbeulen und Ermüdung

zulässigen Spannungen berücksichtigt werden.
Sie schlagen ebenfalls ein auf der Wahrscheinlichkeitsrechnung beruhendes

Verfahren vor, dessen Anwendung jedoch eine bessere statistische Kenntnis
der Winde erfordert.

Wegen der großen Bedeutung dieses Gebietes ist es wünschenswert, daß
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weitere Untersuchungen angestellt werden und zwar sowohl auf meteorologischem

Gebiet als auch im Hinblick auf die in die Formeln einzusetzenden
Auftriebs- und Dampfungsbeiwerte.

Summary

After summarising the present state of knowledge relating to wind-induced
Vibration of tall chimney Stacks, the authors put forward a practical method
of calculation which takes into account the spectrum of the oscillatory wind
lift and the allowable buckling and fatigue stresses.

They further suggest a probabilistic method, the application of which
requires a better knowledge of wind statistics. In view of the importance of
the subject, it is to be hoped that research work will continue, both on its
meteorological aspects and in regard to the lift and damping coefficients to be

introduced into the formulae.



Long Reinforced Concrete Columns in Biaxial Bending

Flexion biaxiale de colonnes elancees en beton arme

Lange Stahlbetonsäulen unter zweiaxialer Biegung

R. F. WARNER
Senior lecturer in Civil Engineering, University of New South Wales, Australia

1. Introduction

Various methods are available for Computing the ultimate strength in
combined compression and biaxial bending of reetangular [1,2,3] and irregu-
larly shaped [4] reinforced concrete sections. The strength of long reinforced
concrete compression members has also been studied to some extent for the
specific case of bending about one prineipal axis [5, 6, 7]. The general case of
long reinforced concrete column behaviour in biaxial bending has not, to the
knowledge of the author, been considered in the literature, despite the fact
that columns in many structures are subjected to significant biaxial bending
action.

A method for determining the load-deformation characteristics of reinforced
concrete column sections in biaxial bending is briefly described in this paper.
The method is then used in a study of the behaviour of pin-ended columns
subjected to loads with biaxial end eccentricities.

Notation

a depth of section
b width of section
er eccentricity of load measured from centroid of section
ex eccentricity of load in x-y axis system; see Fig. la
ey eccentricity of load in x-y axis system; see Fig. la
e„ eja
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eß ejb
er0 eccentricity of load on long column; see Fig. 3

fc concrete stress
f'c concrete control cylinder strength
fs steel stress
fsy steel yield stress

kx ratio of strength of concrete in column to control cylinder strength
l column length
p As/Ac; proportion of steel reinforcement

q y^t ; reinforcement ratio
kl Je

Ac concrete area in section
As steel area in section

^c €cl€c'> concrete strain ratio
E^ value of Ec in the (i,j) th concrete elemental area
Ek value of Es in the k-th steel elemental area
^s €sl€sy j steel strain ratio

Ei *il<
Na number of rows of elemental concrete areas

Nh number of columns of elemental concrete areas
Nc total number of elemental concrete areas
Ns number of elemental steel areas
P compressive force in section
Pmax strength of long column; see Eq. (33)
P0 strength of column of zero length
Pu ultimate strength of section for zero eccentricity
$c /c/^i/c' concrete stress ratio
Si3- value of Sc in the (i,j) th concrete element
Sk value of Ss in the k-th steel element
S'k equivalent concrete stress ratio in the k-th steel element
$s fslfsy> steel stress ratio
oc x/a; non-dimensional co-ordinate
ß y/b; non-dimensional co-ordinate

yx parameter affecting the shape of the loading portion of the concrete
stress-strain relation

y2 parameter affecting the shape of the unloading portion of the concrete
stress-strain relation

€c concrete strain
erc concrete strain when stress is k1 fc

es steel strain
€sy steel yield strain
e0 strain at corner 0; maximum compressive strain in section
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€x strain at corner 1; minimum strain in section

rj a\b; depth to width ratio of section
6 inclination of neutral axis of strain to y axis. Also inclination of plane

of assumed deflected shape to the x axis
</> curvature
ifj angle defining biaxial eccentricity of force P acting on a section
0O angle defining biaxial eccentricity of load on a long pin ended column

2. Load Deformation Characteristics of Cross-Section

A symmetrically reinforced reetangular cross-section is considered and an

x-y axis system is taken with origin at the corner 0, as shown in Fig. la.

0

"Y,

Q

7

1

A

•

x |r — b -

FIG 1a

Fig. 1. Cross section details.

K
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1yT y\
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<
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i-yb
(Lyj)th concrete element

FIG 1c

A force P is assumed to act at point A, defined in the x-y axes by the eccen-
tricities ex and ey. The eccentricity of the load with respect to the centroid G

of the section is defined by the distance er and the angle ip, where
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e, i/(6/2-e„)» + (a/2-eJä, (1)

If the usual assumptions of perfect bonding and plane distribution of strains
are made, the strain distribution in the section can be defined by the three
quantities c0, ex and 9. The strain e0 occurs in corner 0. For convenience it is
assumed that e0 is the maximum positive (i.e. compressive) strain in the
section. The strain e1? which may be positive or negative, occurs in the corner
diagonally opposite 0 and is the minimum strain in the section. The angle 9,

which lies in the ränge 0 ^ 9 ^ tt\2, defines the inclination of the neutral axis
of strain to the y axis, as indicated in Fig. lb.

For various particular cases, e.g. uniaxial bending (9 0) and diagonal
bending of square sections (a b, 0 45°), it is possible to derive simple ana-
lytic expressions for the compressive force and moments which exist in a
section with a given strain distribution. However, an analytic approach is not
feasible in the general case of biaxial bending. In the present study, an
approximate method is adopted in which the steel and concrete in the cross-
section are partitioned into many small elemental areas. The total force in the
section is thus evaluated by summation of the elemental forces acting on the
elemental areas, while the moments are found by summation of the moments
of the elemental forces. This method is essentially an extension of a previous
study of the ultimate strength of reinforced concrete sections in combined
compression and biaxial bending [4].

The reetangular concrete section is thus considered to be made up of Nc
reetangular elements, each of width A b and depth A a and area A Ac AbAa.

The numbers of rows and colums of elements are Na ajA a and Nb b\A b,

respectively. The position of the (i,j)th element is defined by the co-ordinates
of its centroid, xi and y$, as shown in Fig. 1 c. The strain at this point is given
by the following expression

/ xicos9 + yjsin9\

The concrete stress-strain relation is assumed to be of the shape indicated
by Fig. 2a, and is expressed non-dimensionally in terms of stress ratios and
strain ratios as

EC^Q: Sc 0, (4a)

0ZECS1.0: Se=YlEe + (9-2Yl)E*+(y1-2)El, (4b)

i.o^y2: 8-=1-\~X'Xa' (4C)

Fc^y,: 8C 0, (4d)
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Fig. 2. Stress strain relations.

where the quantity Sc is stress, non-dimensionalised by dividing by the
concrete compressive strength,

Sr Jc_
hie

(5)

and Ec is strain, normalised by dividing by the strain e'c which occurs at the
stress k± f'c,

ec y. (6)

The open parameter y± allows the shape of the loading portion of the curve
to be adjusted to suit concretes of various stiffness Em,

Vi KV
while the parameter y2 allows the shape of the descending portion of the curve
to be varied. It will be noted also that the unloading region, Ec> 1.0, extends
indefinitely and so caters for large compressive strains which can occur in
restrained members under certain conditions [8].
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It is convenient to rewrite Eq. (3) in terms of strain ratios,

E« E1 + (E0-EMl-V"iC°Sd+ß?7d), (8)
%J \ 77 cos 0 +sin 0 /

in which oci and ß3- are non-dimensionalised coordinates,

*i ~a> & T'
and rj is the depth-to-width ratio of the section,

a

Eqs. (4) and (8) together allow the stress ratio S^ and hence the elemental
force in the (i,j)th concrete element,

AP k1f'cAAcSij, (9)

to be determined for any assumed strain distribution. The moments of this
elemental force about the x and y axes are

AM^bkJ'cAAcßjSt;, (10)

AMy ak1f'cAAc*iSij. (11)

The steel reinforcement in the cross-section is assumed to be distributed
in Ns elements, each of area A As. The position of the k-th steel element is
defined by its co-ordinates ak xkla and ßk yk/b, so that the strain e^ in this
element can be expressed, using a strain ratio Ek ekJ€sy, as

H«,+(*-*,)(--*¦;",':£?')}£ (12>

The elasto-plastic stress-strain relation represented in Fig. 26 is taken to apply
to all steel elements;

Es <: -1.0: Ss -1.0, (13a)

-1.0£E8£+ 1.0 : Ss Es, (13b)

Es^ +1.0: Ss +1.0. (13c)

In Eqs. (13) the stress and strain ratios are obtained by dividing by yield
stress and yield strain, respectively. Eqs. (12) and (13) define the stress ratio
Sk for the &-th steel element, and hence the elemental force,

AP fsyAAsSk, (14)

can be determined together with the elemental moments,

AMx bfsyAAsßkSk, (15)

AMy afsyAAscckSk. (16)
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Since each elemental steel area excludes an equal area of concrete from the
section, the above expressions are modified as follows:

AP =AAs(fSySH-hfcSu), (14a)

AMx bAA8ßk(f8ySk^k1f'eSfk)9 (15a)

AMy aAAsock(fsySk-k1f'cS'k). (16a)

In the above equations, the double subscript ij is used for concrete stresses
and strains, while the single subscript k applies to steel stresses and strains.
The only term which does not follow this pattern is Sk, which is an
"equivalent" concrete stress ratio in the k-th steel element. This quantity is the
concrete stress ratio obtained from Eqs. (13) for the strain in the k-th steel
element.

The total force P and the total moments Mx and My are now obtained by
summation over the cross-section. This yields the expressions

Na Nb Ns Ns
P =k1i'cAAc{ZZSii +q'ZSk-v'ZS'k}, (17)

i=l 1 A;=l k=l
Na Nb Ns Ns

mx Pey bkycAAc{z Z «iSa+q' 2 «*#*-?' 2 «*«;}, (is)
i=lj=l fc=l k=l

Na Nb Ng N8
Mv Pex akycAAc{Z Z ßjS» + q' Z ßkSk-p' Z ßkS'k}, (19)

i=l?' l fc=0 k=0

in which the following terms are introduced,

Ncm „, N,
m

As ^ pL
V =ätP> 2 ät<Z> P=-r> 1 V

Ny * Ny '-ab' * kyc-

In the special case of zero eccentricity, i.e. for constant strain over the
cross-section, the ultimate strength is given by

Pu k1f'cAAcNc(l-p + qS0), (20)

where S0 is the steel stress ratio corresponding to the strain ratio e'Jegy.

Eq. (17) may be non-dimensionalised by dividing by Eq. (20);

Na Nb Ns Ns

P 2 Z sti+q'Z sk-P'z s'k
•* i=l 7 1 fc=l fc=l (91\
Pu ~ Nc(l-p + qS0)

* >

The equations for moments Mx and My can likewise be non-dimensionalised
by dividing by Eq. (17). This yields expressions for the eccentricities e0c eja
and eß eylb;

Na Nb N8 Ns

2 2 ociS^+q' 2 <*ksk-v' 2 *ksk
__ i=l ?' 1 fc=l fc l /99\^ - N~~Nb Ns Ns ' ^LL)

i=lj=l k=l k=l
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Na Nb Ns Ns

2 ZßiSv + q'ZßkSk-P'ZßkS'*
1 1 j l k=l fc=l /9Q\eß= N^Wt W. W, • ^ö)

2 ZSa+q'ZSk-p'ZS*
i=l7=1 k=l fc=l

Finally, Eqs. (1) and (2) can be rewritten in terms of ea and eß;

€L /(0.5 - eß)2 + rj2 (0.5 - ej2, (24)

0=tan-i(i^). (25)

The above equations allow the force and moments to be calculated in a

reetangular section with a known strain distribution. The large number of
arithmetic calculations required can be readily and speedily executed with
a digital Computer. Indeed, this analysis has been developed speeifieally for
Computer use, and the equations have been incorporated in several programs.
These programs use iterative type techniques which search out and find the
deformation condition in a section for a given loading condition. One such

program has been used in a study of the general moment curvature relation
for column sections in biaxial bending [9].

For the study of long column behaviour described in the following section
of this paper a simple non-iterative subroutme was written in FORTRAN IV
language which evaluates the force P\PU together with the biaxial eccentricity
(i.e. er\b and ifj) for any given set of input values E0, E± and 9. Other input
data for this sub-program include partitioning details (Na, Nb, Ns) and section

properties (rj,p,q). The co-ordinates of the steel elements, ock and ßk, are
generated in the subroutine, but details such as reinforcement cover, number
of bars (elemental areas) in top, bottom and side faces, are read in as data.

Although computations carried out using the method described in this
section are necessarily approximate, any desired accuracy can be obtained
by a suitable choice of the fineness of the partitioning of the section. Further -

more, several important advantages are associated with this finite approach
and have been discussed in some detail in References [4, 9]. Briefly, sections
with irregulär shape and non-uniform distribution of reinforcement can be

treated in a simple manner, while effects such as strain hardening in the steel
reinforcement and finite concrete tensile strength can be taken into account
with only minimal changes to the Computer programs and very slight increases

in required Computer computation times.

3. Long Column Behaviour

If the equations derived in the previous section of this paper are used to
evaluate the actions in a section for various assumed strain distributions it
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becomes clear that the neutral axis of strain is not usually perpendicular to
the line A G (Fig. la) joining the point of load application A to the centroid G

of the section. For a square, symmetrically reinforced cross-section the difference

between the angles 9 and ifj can be as large as ten degrees. For a constant
load P, the angle difference 8 9 —ifj tends to increase with increasing moment
[9]. For reetangular sections, the difference § can of course become much
larger than ten degrees.

It therefore follows that the deflected longitudinal axis of a reinforced
concrete column in biaxial bending would be non-planar, following a compli-
cated path in three dimensions. It further follows that a typical cross-section
in such a column would be subjected to small torsions and shears, in addition
to the axial force and bending moments. Nevertheless, at least in the case of
members with solid sections, it is doubtful if these secondary actions would
be large enough to affect significantly the deflected shape and strength of the
column. In this present preliminary study the section is assumed to be tor-
sionally rigid and the torsions and shears are ignored. Furthermore, the non-
planar deflected shape of the column is approximated by a planar curve.

The behaviour of a pin ended reinforced concrete column is considered for
the special case of longitudinal loads applied with equal biaxial eccentricities
at each end. This load condition is shown in Fig. 3, with a force P acting at
an eccentricity defined by the distance er0 from the geometric centre and the
angle i/j0.

Fig. 3. Assumed deflected shape.

Deflection at
mid-height

v Plane into which the
longitudinal axis bends
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The deflected shape is approximated by a cosine curve. The two parameters
defining the assumed curve are w, the maximum deflection in the column at
mid-height, and 9, the angle between the x axis and the plane into which the
centre line is assumed to have deflected. Note that the angle 9 is not equal
to the angle i/j0 The deflection is therefore represented by 9 and the equation

77 Z
s wcos- l '

The curvature in the section at mid-height is therefore

A second equation for this curvature can be written in terms of the strains in
the section,

<f> (e0 — ex) (a cos 9 + b sin 0)_1,

hence the following expression for the deflection w is obtained,

sd + sm6)\b) 'b TT2 (rj COS/
(26)

Consideration of the deformations in the section at mid-height shows that
the neutral axis of strain for this section is perpendicular to the deflection
plane. Thus, the neutral axis is inclined at the angle 9 to the y axis. In Fig. 4

the original and the deflected positions of the section are represented. The
eccentricity of the force P relative to the geometric centre in its deflected
position, G', is made up of the initial eccentricity er0 at inclination ifs0, plus

Li
L_

Deflected position
of section

A: Point of application of load
G' Geometrie Centre of mid - height

section in undeflected position
G1- Deflected position of G

Fig. 4. Deflection of section
at mid-height.
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the deflection w at inclination 9. The components of w in the x and y directions

are
u wcos9, (27)

v wsin9, (28)

respectively, and those of er0 are

e± er0cos if;0, (29)

e2 er0sinifj0. (30)

The total eccentricity of P is thus given by

Eqs. (26) through (32) allow the eccentricity of P to be calculated for any
given set of values E0, E± and 9 in the mid-height cross-section. An independent
calculation of erjb and i/j for this same strain distribution can also be made by
considering equilibrium of internal moments in this section, i. e. by using the
equations derived in Section 2 of this paper.

In general, the two sets of values of erjb and ifj will not agree if computed
for an arbitrarily chosen set of input values E0, Ex and 9. This non-agreement
indicates that the assumed strain distribution cannot occur at any stage of
loading of the particular column under consideration. Conversely, only when
the separate calculations give the same values for er\b and ifj does the strain
distribution represent a possible stage in the loading of the column.

It is also clear that the maximum compressive strain E0 increases mono-
tonically from zero as the column deflects. This is not true, necessarily, for
either Ex or 9. Nevertheless, for a chosen E0 value, a search technique can be

employed to determine a set of values of Ex and 9 which equates, within a
specified allowable error, the two sets of values of er/b and xjj as calculated on
the one hand from the deflection requirement (Eqs. (31) and (32)), and on the
other hand from the equilibrium requirement (Eqs. (24) and (25)).

Furthermore, by choosing successive, increasing values of E0 and searching
each time to obtain the corresponding E1 and 9, a> sequence of points on the
load deflection curve of the column can be obtained. The strength of the
column can then be found as the load at which the deflection curve becomes
horizontal, i.e. when

£-°- (33)

A general Computer program has been written which can be used to determine

the load-deflection curve (PjPu versus wjb and 9) for a wide ränge of
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possible column shapes and sizes. Computations based on the equilibrium
requirement in this program are made using the subroutme described in
Section 2 of this paper.

Development of the necessary search technique was simplified to some
extent by the fact that the values of i/j and 9 change only slowly as E0 increases,
while changes in Ex are usually of the same order of magnitude as the changes
in E0. Thus, for the n-th E0 value, the initial trial values of both 9 and E1

can be taken equal to their final values for the previous, (n— l)-st, step.
However, an exhaustive and time consuming Computer "search" is sometimes
required to find the values of 9 and Ex which correspond to the first (smallest)
E0 value.

Additional input data required in the main program include the errors in
er/b and ifj which will be tolerated in the search procedure, and magnitude of
the increment of EQ. To maintain maximum generality, all input and output
data are non-dimensionalised while all stresses and strains used in the
computations are evaluated in the ratio forms of Eqs. (5) and (6). The program
has been written in FORTRAN IV language and has been tested and run on
an IBM System 360/50 Computer. The computation time required to obtain
one complete load deflection curve is somewhat less than one minute.

In Fig. 5 typical load deflection curves are plotted from computations made

^
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Fig. 5. Load deflection curves; various column lengths.
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for a column section with the length-to-width ratio varying between zero and
100. The computations were carried out for the following data:

Material Properties

7l 2.2; y2 4.0; eje'c 0.5;

Column Details

a\b 1.0; q 0.5; er0/6 0.25; 0O 30°;
Reinforcing bars distributed as shown in Fig. 5.

Partitioning Details

Na Nb= 10; Ns 16;

Computation Details

Allowable error in er\b 0.005;
Allowable error in ifj =0.01 radians;
Increment in E0:A EQ 0.05.

The unloading portions of the curves in Fig. 5 were obtained by incrementing
the strain ratio E0 until it reached a value of 3.0, when computations were
arbitrarily discontinued. No physical significance should therefore be associated
with the points of termination of the plotted curves.

The Variation in column strength is plotted against length-to-width ratio
in Fig. 6 for several sections and load eccentricities. To obtain uniformity in
the load scale, column strengths have been divided by the strength of a similar
column of zero length, P0. For purposes of comparison the ACI strength
reduction factor, R, for use in the design of long columns in single curvature
uniaxial bending, is also plotted in Fig. 6 against l/b. The value of R is given
[10] as

R 1.07- 0.008 (l/r) ^ 1.0, (34)

where r is the radius of gyration of the section, which is here taken as 0.3 6.

Although the line representing Eq. (34) lies on the safe side of all of the column
curves plotted in Fig. 6, it must be remembered that a considerable additional
safety margin is required in the design interaction equation to account for the
effects of creep deflection in columns under sustained loading. Indeed, the
closeness of several of the curves to this interaction line for relatively small
length-to-width ratios might well indicate that a design equation more con-
servative than Eq. (34) would be appropriate for columns in biaxial bending
under sustained loading.

The Computer program described in this paper is at present (1968) being
run for a wide ränge of input data to obtain further Information for the
development of simple interaction equations for the design of columns in
biaxial bending.
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1 0.50 0.25 30° 0.562
2 0.50 1.00 30° 0.159
3 0.25 0.75 15° 0.177
4 0.25 0.50 45° 0.281
5 0.50 0.50 15° 0.349

Fig. 6. Typical curves of strength vs. slenderness for columns with square sections.

4. Concluding Remarks

Various simplifying assumptions have been made in this study of
reinforced concrete column behaviour in biaxial bending. In order to emphasise
the preliminary nature of the work, the more important of these assumptions
are discussed briefly.

In the analysis of the load-deformation characteristics of the cross-section,
the two basic assumptions of perfect bonding and plane distribution of strains
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are made. These assumptions are probably accurate provided compressive
stress exists over the entire section preventing the formation of cracks. When
the section is cracked the assumption of perfect bonding is highly idealised
and may well lead to significant error in computed curvatures. Nevertheless,
most previous studies of the uniaxial bending of reinforced concrete columns
have also been based on this simplification.

A two parameter cosine curve has been used to approximate the deflected
column shape. It has been indicated that the actual shape must be non planar.
Although an over-estimation of column strength will result from this approximation,

the magnitude of the error is unknown and can be determined only
when a more accurate analysis has been undertaken. However, in the special
case of uniaxial bending it has been determined that column strength is
relatively insensitive to variations in the assumed column shape. This may well
be true also in the general case of biaxial bending.

Long column behaviour has been studied in this paper only for short-time
loadings. Significant reductions in the strength of actual in-service columns
will occur as a result of time dependent effects such as concrete creep.

Despite the limitations implied by the simplifying assumptions, the analysis
presented should prove to be a useful tool in the study of reinforced concrete
column behaviour. In particular, the method of determining the load-defor-
mation characteristics of a section is convenient when programmed for
Computer computation. It represents the only feasible method of analysing
sections of non-symmetric or irregulär shape,
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Summary

A study is made of the behaviour of long reinforced concrete columns in
biaxial bending. A method is first developed for determining the deformations
in a reetangular reinforced concrete section subjected to a biaxially eccentric
force. The method involves a large number of elementary arithmetical
calculations and has been developed for Computer computation. On the basis of
several simplifying assumptions, notably concerning deflected shape, a study
is made of the behaviour and strength under short-time loadings of pin-ended
columns under biaxially eccentric loading.

Resume

L'auteur developpe une methode pour determiner les deformations d'une
section reetangulaire de beton arme soumise a une force excentrique par
rapport aux deux axes. La methode, qui comprend un grand nombre d'opera-
tions arithmetiques elementaires, ä ete developpee pour le calcul electronique.
Sur la base de certaines hypotheses de simplification, notamment pour la
forme de la section deformee, on etudie le comportement et les contraintes
de colonnes articulees soumises a une force biaxialement excentrique de

courte duree.

Zusammenfassung

Untersucht worden ist das Verhalten langer Stahlbetonsäulen bei Biegung
um beide Hauptachsen. Zuerst wird ein Verfahren zur Bestimmung der
Verformungen in einem rechteckigen Stahlbetonquerschnitt unter zweiaxial
ausmittiger Last entwickelt. Dieses Verfahren zieht eine große Anzahl einfacher
Rechenoperationen nach sich, so daß der Elektronenrechner zu Hilfe gezogen
wurde. Auf Grund verschiedener vereinfachender Annahmen, unter anderem
bezüglich der Biegelinie, wurde das Verhalten und die Beanspruchung unter
Kurzzeitlasten für gelenkig gelagerte Stützen untersucht.
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1. Introduction

Dans ces dernieres annees, les efforts de modernisation de nombreuses
Administrations de Chemins de fer se sont, entre autres, portes sur l'augmen-
tation des vitesses. D'ores et deja des trongons de ligne sont equipees pour
des vitesses de plus de 200 km/h a la S.N.C.F. (France) et a la D.B.
(Allemagne federale de l'Ouest) et nos confreres japonais ont realise la liaison
desormais celebre du Tokaido oü des vitesses de pointe de 250 km/h sont
atteintes.

Cette evolution ne va certes pas sans poser aux ingenieurs des chemins de
fer une grande diversite de problemes. Parmi ceux-ci, il y a le comportement
des ouvrages d'art sous les charges roulantes animees de grandes vitesses,
superieures ä celles jamais atteintes jusqu'ä present.

Consciente de ce probleme, l'Union Internationale des Chemins de fer
(U.I.C.) a charge un Comite d'Experts de son Office de Recherches et d'Essais
(O.R.E.) de l'etude de ce probleme. Ce Comite, place sous la Presidence de
Monsieur A. Soete, Ingenieur en Chef ä la S.N.C.B., execute actuellement de
nombreux mesurages ä la fois sur modele reduit et sur ponts existants, ainsi
qu'ä diverses etudes, notamment statistiques, qui doivent aboutir ä de pre-
cieux enseignements pratiques.

Nous avons pense qu'il n'etait peut etre pas sans interet que nous nous
livrions ä la presente etude theorique du probleme en tenant compte autant
que possible des divers parametres en jeu. C'est ce travail que nous presentons
ä la meditation et a la critique du lecteur.
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II faut encore noter que les formules avancees ci-dessous, bien qu'etablies
dans l'esprit de l'examen des effets dynamiques des charges roulantes sur
ponts-rails, sont en fait egalement valables pour les ponts-route.

2. Les charges roulantes

De par les ressorts des vehicules, les vibrations des engins-moteurs, les

irregularites du chemin de roulement, les charges roulantes ne sont pas
constantes et sont, au contraire, constituees de forces pulsantes.

On considerera (voir fig. 1) que chaque essieu donne lieu ä un effet qui est
la superposition

— d'une charge constante mobile Pc

— et d'une charge alternee mobile Q cos cot.

S£S Q*9PC

Fig. 1.

L'amplitude de la force alternee Q est ainsi une fraction 9 de Pc. La force
pulsante mobile peut done s'ecrire

Pc(l+9coscot) P.

II faut attirer 1'attention ici sur le fait que:

co est bien la pulsation de la force transmise par les roues au pont (et non de

la caisse de la locomotive par exemple). Elle depend de la constante
elastique des ressorts du materiel roulant notamment, et est caracteristique
pour un vehicule donne.

9 doit egalement etre caracteristique d'un vehicule donne. Dans certains cas

toutefois, 9 depend de la vitesse. C'est le cas pour le desequilibre du aux
balourds des roues des locomotives a vapeur.

3. Cas d'une force mobile P d'intensite constante

Soit une poutre de section constante Q de densite y et de longueur l simple-
ment appuyee et parcourue par la force d'intensite constante Pc animee d'une
vitesse v (voir fig. 2).
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ra
Fig. 2.

L'expression generale des vibrations produites, exprimee en fleches est,
d'apres Timoshenko1).

UttX

(zpM ~ -Zq^T L
sm- l sin-

mrvt
^¦j n2 (n2 tt2 a2 — v212) l

(i)

E
sin-

yÜTT^a ^^n3 (n2tt2a2 — v212)

n27T2at
sm- l2

ou a |/Elg
yQ '

En etudiant la fleche de la section mediane, et en exprimant le temps t

correspondant a la position de la force sur le pont en fraction i de Ijv, soit

t i—, l'expression ci-dessus se transforme aisement en:

2PCP v l /• •
(zP )^ _

' / 0 Tro. xsmniTT-\ Fe>a eItt^ 4rt n2(n2-7r2K2)\
ttK 2i)sinwvn K\ (2)

pour laquelle on a pose K
la>0

oü co0 est la pulsation propre de la poutre, qui a pour valeur:

En fait, il faut tenir compte de ce que la charge Pc modifie la pulsation
propre du pont.

Des lors, si G yQl est le poids propre du pont, la pulsation propre du pont
charge vaut:

v\[EI
+p,'

Dans l'expression (2) il y aura done lieu de remplacer

K par K'
lw'0

(3)

(4)

Comme nous le verrons, ce parametre K' revetera une grande importance.

S. Timoshenko: Theorie des vibrations. Paris et Liege, Librairie Polytechnique
Ch. Beranger.
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On sait que la fleche statique maximum due ä P vaut:

PP
(zp)smax 4^7* (5)

Des lors le coefficient de majoration dynamique pour la charge roulante
d'intensite constante Pc vaut:

<PP V/d —r -in-» 5-^^(sm7it7r sinn2-^. (6)
V J^/Smax n l,3,0, V / \ /

II arrive frequemment, dans ce genre de travail que, pour donner une
orientation a l'etude, on se limite au premier harmonique. Nous verrons plus
loin ce qu'il en est exactement. Si celä etait admissible, il serait logique de

rapporter entre eux, d'une part la valeur (2) de (zPc)d pour n=l, et d'autre
part, le premier terme de l'expression sous forme de serie de Fourier de la
fleche statique, soit:

\ 2PP
\ZPhmax EItt^'

Des lors, le coefficient dynamique <PP aurait pour expression

0pc l^2K,2\$ini7T-7TK'sin~j. (1)

Cette expression simple nous permettait de nous livrer au calcul manuel des

valeurs de &Pc en fonetion de i pour differentes valeurs de K' dont la mise en
graphique donne l'allure de principe de la fig. 3.

(*p)

^ Fig. 3.

Pour chaeun de ces diagrammes, nous avons releve la valeur de (0P )max,

ce qui nous a permis de dresser le graphique de (0P )mujb en fonetion He K'
reproduit ä la Planche I. Comme on peut le voir, la courbe se presente sous
forme d'ondes.

De cette courbe, on peut encore chercher ä deduire une courbe des maxima
de (0Pc)max- Celle-ci a pour expression:
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PLANCHE I. Variation du coefficient dynamique &pc en fonetion du coefficient K'' -
la>o

dans le cas d'une force mobile d'intensite constante Pc. Limitation au premier harmonique

e o

/8'-o

n

«^
6*1

V*>

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1

K'=rrh-

Celle-ci n'a bien sür qu'un interet purement theorique. II est toutefois

interessant de calculer la valeur de (0Pc)max lorsque K''=-, c'est-ä-dire lorsque

(<Ppe)maxmax=QO-

Calculons la vraie valeur de la fonetion (0P)max pour K'' - par la Regle

de 1'Hospital.
On a successivement

8

dK
8

Jk

sin i 77 — 77 K sin -=r — TrKeos^r(-j^\ — 77 smK'

(1-tt2K2) -2tt2K,

-Ti^eos^ — TTS\n-

(*p.)»
77 — % 77 COS % TT

La valeur de i donnant le maximum de (0Pc)max es^ teile que:

8(0P°Jmax - [77 cos i 77 + i tt2 sin i tt — 77 cos i tt] 0,
o % Ja

soit: isiniTT 0.

Cette equation transcendante est verifiee pour toute valeur entiere de i

Pouri 0 ($Pc)max 0.

Pour i 1 (<Pp0)maa.=-J.

Les valeurs de i superieures ä l'unite n'ont pas de sens physique. Done,

pour K' =-, le maximum de la fonetion (0Pe)max vaut ^.
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4. Cas d'une force alternee mobile 0 P cos co t

La loi generale de deformation du pont est alors

_ 9pp y ^77*rsmh-+cT smh—"r
zopcosut- SIijA^am l [n*_(ß + noc)2

+ n*-(ß-nx)2

ou

n \ — n2oc

n2n2at
sin-

n27r2at

; +
Z2

2 + (n2-ß)2 -n2oL2 + (n2 + ß)2J_

vi
a — et ß

77a

2Z2

"2^"

(8)

Or,

Des lors,

ß

>EIg
yQ

TT2a

IT' d'oü a

TTV

IüOq
soit OC TT K

l2ÜO

TT2d>
soit ß=--

OOq

l2

Ce parametre ß revetera egalement une grande importance, ou mieux
encore le parametre

(9)

qui represente le rapport entre la pulsation forcee de la charge mobile et la
pulsation propre du pont charge.

En consequence, pour la section mediane, on aura:

z6Pcoscot _
OPP y r_^in In 77 + -j=A i sin In tt — -j=A i

/ n/
" ~ rrr\o ~t~ 771 / nr 77 rrt\(ß' + mrK'Y ' ^-(ß'-mrK'f

rK'
n \-(n7rKy + +

smw
(n2-ß')2 -(nnK')2 + (ni + ß ')2/.

(10)

Remarquons que si nous faisons ß 0 dans l'expression ci-dessus, on
retrouve en toute logique, au coefficient 9 pres, l'expression (2) etablie dans le

cas de la charge d'intensite constante.
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5. Expression generale du coefficient de majoration dynamique dans le cas d'une
force pulsante mobile

Examen de Vinfluence des divers parametres

Par la superposition des effets, nous aurons d'une maniere generale:

ZP Zpc + zdPcosa>t (t>P(zP)Smax.

2
D'oü: 0 **( V 2 ttK' 2 i

sm n % tt sm nl -^n K

-f-
V- r ö

1,3,5,... L

n \-(mrK'f +

n2(n2

sm{mr+-7\i sinln- —-j^li
+

(ß' + nnK')2 ^-(ß'-rnrK')2 (11)

sm

n2-ßr) + K'
(nTrK')2 + (n2 + ßt)B-

L'exploitation numerique de cette formule exigeait 1'Intervention d'un
ordinateur electronique. C'est grace au Laboratoire de Calcul de 1'Universite
Libre de Bruxelles que ceci fut possible. II fallait en effet calculer pour diffe-
rentes valeurs de 9, ßr et K' les valeurs de 0P en fonetion de i, puis relever
les valeurs maxima de 0P pour chaeune de ces courbes afin de pouvoir dresser
les diagrammes de (0P)max en fonetion de K'.

Dans le temps de calcul-machine qui nous etait imparti, nous nous sommes
limites aux valeurs suivantes:

Pour 9: 0

0,15
0,30

Pourß'--^:

Pourir y^:

(force d'intensite constante),
(cas le plus courant en pratique),
(cas de locomotives mal equilibrees ou de plats dans les ban-
dages des roues).

0; 0,5; 1; 2; 5; 10.

0,0100

0,0225
0,0350
0,0700
0,1200
0,1700

0,0125

0,0250
0,0400
0,0800
0,1300
0,1800

0,0150

0,0275
0,0450
0,0900
0,1400
0,1900

0,0175

0,0300
0,0500
0,1000
0,1500
0,2000

0,0200

0,0325
0,0500
0,1100
0,1600
0,2500

et I/77. (Les valeurs de K' de 0,01 ä 0,2 constituent la gamme des valeurs
susceptibles d'etre rencontrees en pratique, les valeurs plus elevees ne presen-
tent qu'un interet theorique.)

Enfin, nous avons fait varier i de 1/50 ä 50/50 par bonds de 1/50.



156 ANDRE WINAND

De plus, les calculs ä l'ordinateur nous ont montre qu'on ne pouvait se

limiter ä l'harmonique n=l. En fait, en s'imposant une precision de ± 5-10~4

sur le coefficient dynamique 0, il a fallu parfois monter jusqu'ä des harmo-
niques d'ordre n=l9, les harmoniques d'ordre 3, 5 et 7 jouant generalement
un role important.

Nous avons represente ä la Planche II, ä titre d'exemple les diagrammes

PLANCHE II. Exemples de Variation du coefficient dynamique 0p lors du parcours du pont
v

par la force mobile P pour les valeurs particulieres 0,025 et 0,05 du coefficient K''= —

1.00

0.90
e=o
K'=0,025
K'=0,05

0,80

*0,70
0,60

0,50
0.40

0,30
0.20

0,10

0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

PLANCHE III. Diagramme des maxima du coefficient dynamique 0p en fonetion du coefficient

K' -—- pour differentes valeurs du parametre ß' —- dans le cas d'une force mobile
Icüq o>o

Pc(l + 0 cos co t) avec d 0,15.

ß'-o
-x—x- ~"=0.52.0

0 0,15ß'--
ß'-- 21.9

P=0,5ö= 5

£'= 101.8

£•=2.^-
1,7

ß=0
1,6 ß~-\Q ß-5

X
1.5 ß=[,47
.4

~>x^ Y\1.3

/"/^~1.2
-/¦ V. /^ K

Iwo
1,0

o --—- ^f vvj ivj n) pjo o o o o o
o" o" o ö" ö* o" ö" ö* ö
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de 0P en fonetion de i, c'est-ä-dire du coefficient dynamique en fonetion de la
position de la force sur le pont, dans le cas d'une force non pulsante (9 0) et
celä pour deux valeurs du coefficient K', soit K'= 0,025 et K' 0,05. On
reconnait l'allure des diagrammes d'enregistrement de la fleche d'un tablier
de pont sous 1'action d'un mobile se deplagant sur celui-ci. On remarquera
que le maximum n'a pas lieu ä mi-portee, ce qui serait tout ä fait fortuit.

Si, pour chaque courbe de 0P en fonetion de i, on retient la valeur maximale

de 0P, on peut dresser les diagrammes de (0P)max en fonetion de K',
pour 0 0,15 (Planche III) et pour 0 0,3 (Planche IV) avec chaque fois les

PLANCHE IV. Diagramme des maxima du coefficient dynamique 0p en fonetion du coefficient

K' -—- pour differentes valeurs du parametre ß/ —7 dans le cas d'une force mobile

Pc(l + 0 cos lo t) avec 0 0,3.

il
<£>p

\
p 0

0,5
1

1—X X ß2,2 \
ß

0 0,3

\ /3' 5

ß'=\0 — -2,0

\
1,9

\ -

/'
7^

ß'--2^
^,r^

_£=_iq

"•—--^\

l eys ^=
g;5_>^=~

1

1 z7*yy^

H7"7^ /

^:
ß'--o

1,5 / X //
7^

/3'=l
^"^""

'•4 -y V Vi .^-
1,3 —1

/
"-

N /
/s^V

\
\ /

i I -"X-/ '"'' =.» \ / r \\\ y
1, 1 T >/

K'=^-
Lcü0

o o c:>

o o oö ö* o
CJ iO iO ^ 1- in
o o o o o oö o o o ö ö"

g 2
o" ö

differentes courbes correspondant aux valeurs envisagees pour le parametre
ß'. On remarquera que ces courbes presentent toujours l'allure en forme
d'ondes que nous avons dejä pu voir ä la Planche I dans le cas particulier
d'une force d'intensite constante et oü nous nous etions limites volontairement
au premier harmonique.

L'enveloppe de ces ondes augmentent avec les valeurs de K' sauf pour les
valeurs de ß' voisinnes ou egales ä l'unite.

En fait, gräce ä l'abandon de la traction vapeur, les valeurs pratiques de
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ßf sont nettement au-dessus de l'unite et atteignent couramment les valeurs
envisagees 5 et 10. Or, on s'aper9oit que les courbes de 0Pmax en fonetion de

K' pour ß' 5 et ß' 10 sont en fait tres voisinnes et presque confondues pour
des valeurs normales de 9. Cette constatation doit avoir, ä nos yeux, un interet
pratique certain.

Ann de mieux illustrer ce que nous venons de dire nous avons etabli des

diagrammes de (0P)max en fonetion de ß' =—,, et celä pour 9 0,15 et K' 0,05

ä la Planche V, ainsi que pour 0 0,15 et K' 0,10 ä la Planche VI. On voit

PLANCHE V. Exemple de Variation du coefficient dynamique 0P en fonetion du rapport ß'
entre la pulsation forcee due ä la charge mobile Pc(l + d cos <o t) et la pulsation propre du

pont charge. Cas particulier oü 6 0,15 et Kf 0,05.

(*¦)
1,7-

1,2-

1,0 4-

e o,i5
K'= 0,05

2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 IQO

PLANCHE VI. Exemple de Variation du coefficient dynamique 0p en fonetion du rapport
ß' entre la pulsation forcee due ä la charge mobile Pc(l + 0 cos co t) et la pulsation propre du

pont charge. Cas particulier oü 0 0,15 et K' 0,10.

(*p)r max
1 7

1 6-

6=0,15
K'=0,I0

i 4h
'

1 3-

1 2-

1 |

1,0
ß'=

1

CÜ

0,5 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0



EFFETS DYNAMIQUES SUR LES TABLIERS DES PONTS 159

que les valeurs de (0P)max ne sont plus guere influencees par ß' lorsque ßf 4,
alors que les perturbations sont grandes au voisinnage de ß' 1.

En ce qui concerne ce cas particulier oü ß'=l (c'est-ä-dire lorsqu'il y a

egalite entre la frequence forcee de la charge pulsante et la frequence propre
du pont charge, done resonnance), on aura certainement remarque aux Plan-
ches III et IV, combien les valeurs calculees de (0P)max sont elevees pour les
faibles valeurs de K', c'est-ä-dire notamment lorsque le mobile se deplace ä

petite vitesse, ou lorsque la portee du pont est grande. En fait, les valeurs
reelles qui seraient mesurees n'atteindraient pas celles aussi elevees obtenues

par le calcul gräce au jeu de l'amortissement interne due ä ce que d'aucuns
appellent, la viscosite du tablier. Nous croyons cependant devoir presentement
enlettre l'avis que, plus les valeurs de Kr sont elevees, c'est-ä-dire notamment
dans le cas oü les mobiles sont animes de grande vitesse (or c'est bien lä l'objet
de notre etude), moins les phenomenes d'amortissement interne, ou de
viscosite du tablier, ont le temps de se manifester. Les valeurs calculees se rap-
procheraient alors des valeurs reelles et plus particulierement, nous le verrons
ci-dessous, lorsque, au lieu de considerer une, et une seule, charge concentree,
on envisage le cas plus pratique oü on a deux, ou eventuellement plusieurs
essieux.

6. Expression du coefficient de majoration dynamique dans le cas de deux forces

pulsantes mobiles identiques

Conclusions pratiques des calculs effectues

Si les expressions donnees plus haut permettent, ä notre avis, une orienta-
tion dans l'etude qui nous oecupe, nous nous devons de rechercher ä nous
approcher le plus possible des conditions reelles.

C'est ainsi que nous envisageons le cas de deux forces pulsantes mobiles
P

identiques -— (1 H-Öcosco t) distantes de AZ (voir flg. 4), lequel correspond, par

V

¦f(1+0 cos wt) -f(1+ecos wt)

Fig. 4.

exemple, ä une locomotive ä deux bogies, chaque bogie, bien qu'etant muni
de deux ou trois essieux, pouvant generalement etre assimile ä une seule
charge (sauf pour les elements courts tels que les longrines) par la repartition
des pressions due aux traverses et au ballast, ou, dans le cas d'une «pose
directe» de la voie (c'est-ä-dire sans ballast), par le jeu des semelles en mate-
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riau amortisseur (liege - neoprene) qui sont posees entre le rail et les selles

d'appui d'une part, et entre les selles d'appui et le tablier proprement dit
d'autre part.

Dans ces conditions, par simple superposition des effet, des deux forces

-ir(l + 9cos co t) et en tenant compte du decalage XI, on obtient ä partir de

l'expression (11):

48 f v 1 / • *K' • 9 *
Q>*(i>i*) nr\ / 0 0 o Tr, ox sin n i tt siiir—2(p/2) n*^^ n2(n2-TT2K'2)\ n K

ttK' n2(i-X)\+ sm n (i — A) 77 sm =r.— I
n K I

ß r sinm77 +-^7-1 i sinlmr — ^rH
L 2 L4-

w=l,3,5,... L (ß' + nnK')2 n*-(ß'-nirK')*
sin p 77 + -~J (i — A) sin imr —-~\ (i — X)

+ ^-(ß'+nnK')2 + n*-(ß'-nixK')2
n2 — i n2 — i

¦K'l sin 77~ sm-^7-

(12)

IT K'l
n \- +n \-(mTK')2+(n2-ß')2 -(nnK'f + (n2 + ß')

sin—=7—- sin—\t7
+ * + K

(^7r^T')2 + (^2 —yS')2 -(nTTK')2 + (n2 + ß'¥

oü i definit la position de la force de droite ä la fig. 4.

En posant:

A ri77-f-§7, D n±-(ß'-uttK')2,

B UTT-^y, E -(nTTK')2 + (n2-ß')2, (13)

C =n*-(ß' + nTTK')2, F -(nTrK')2 + (n2 + ß')2

et en transformant l'expression ci-dessus au moyen des formules de Simpson,
il vient:

00

*., 48( V 2 / • nir/n. N,
TC/\7T

cos—-—

TriC' w2(2i-A) w2A

X8"1 2JT COS27T

J /J TD 7?
sin— (2i — A) cos-^- A sin-^ (2 i — A) cos-^- AI 4

=1,3,5,... L
+ ;. * ^ +c D

TriT/l n2(2i-X) n2X 1 n2(2i-X) n2X
rsin——^—cos-^7 + ^ sin——=—cosn \E 2K' 2K' F 2K' 2K1-
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La relation (14) ci-dessus represente en fait le rapport entre la fleche dyna-
Pc
2
P

mique due au mobile compose des deux forces -£ (1 + 9 cos co t) et la fleche

statique maximum due ä la force Pc, soit

rhf (w2(P/2)dyn
^2(P/2) T—^\wP)statmax

Or, en fait, ce que nous devons avoir, c'est le rapport entre la fleche dyna-
Pc
2
P

mique due au mobile compose de deux forces -^ (1 + 9 cos co t) et la fleche

statique maximum due ä ce meme mobile, soit:

Des lors, on a:

Or, on sait que:

rh (W2(P/2))dyn
^2 (P/2) 7- x

\w2(P/2))statma.

0- {WP )stat max
2 (P/2) ^2 (P/2) 1

(W2(P/2))statt,

PP
(Wp)s

PP
(^2(P!2))statmax k^tj (l - A) [3 - (1 - A)2] lorsque A ^ 0,5.

pp
96E7{

D'oü (wp)statmax

(«»KPAlW max (1 - A) [3 - (1 - A)2]'

Et l'expression du coefficient de majoration dynamique du cas est:

¦nK' n2(2i-X) n2X

—Tan 2K' CO*2W

A /rt A B /n B (15)
J^ i-sm—^ — A)cos-7r A sm-s-(2* — A)cos^r- A

+ y ö—-—t,——+-C D1,3,5,... L

n2(2i-\) n2X n2(2i-X) n2A

Ff111 2K> C°S2iT Sm 2Z- COS2^\l)
» \ e + # /Jr

A partir de cette relation, on peut dresser les diagrammes de ^>2(p/2) en fonetion

de i. A titre d'exemple, nous representons ä la Planche VII la courbe de

02{Pj2) en fonetion de i pour A 0,25 (l'entredistance des bogies est le quart de
la portee du pont), 9 0, ß 0 et K' 0,025. En comparant cette courbe avec
celle obtenue pour 0P pour les memes valeurs de 9, ß' et K' et representee
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PLANCHE VII. Exemple de Variation du coefficient dynamique 02(P/2) lors du parcours
pdu pont par deux charges mobiles —£- (1 + 0 cos wt) distantes de XI pour les valeurs parti-

culieres suivantes X 0,25; 0 0; ß'
OJQ

0; K'
lüjQ

0,025.

3>2(P/2J

e =o

ß'-o
K'=0,025
X =0,25

\

0,4

0 -I- i

0,2 I 0,3
0,25

0,4 0,5 0,6 0,7 I 0,8
0,75

1,0

PLANCHE VIII. Diagramme des maxima du coefficient dynamique 02 (p/2) cn fonetion

du coefficient K' -—-, pour differentes valeurs du parametre ß' —-, dans le cas de deux
l <*>o p wo

forces mobiles —£¦ (1 + 0 cos cot) distantes de XI avec X 0,25 et 0 0,15.

" *2(P/2)

ß'-O
ß 0,52,1

e 0,15
X 0.25 ß'-- 1

2.0
ß

1,9

1.8

/S-0,5
1.7 r\

tM:1.6

1.5

y1.4

y
1.3

1.2 r- z-y

Lcjo
1.0

8 § ö
' o" o" d*

o — CJ ro *t m 10 N 00 cn

d* ö ö Ö Ö d* o" ö d o"

ä la Planche II, on remarquera que, dans le cas des deux forces -£ (1 + 9 cos co t),

les ondulations sont fortement attenuees et que la valeur de l'extremum est
legerement plus faible que dans le cas de la force concentree unique
Pc(l + 9coscot).
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Si ä present, toujours pour A 0,25 (nous n'avons pas envisage d'autres
valeurs de A afin de respecter le temps de calcul ä l'ordinateur qui nous etait
imparti), on recherche toutes les valeurs maximales de 02(P/2) pour chaque
courbe de 02(P/2) en fonetion de i, on peut dresser le diagramme de la Planche
VIII, pour lequel nous avons mene les calculs pour les valeurs pratiques
suivantes des parametres 9, ß' et K':

9 0,15,

ß' 0; 0,5; 1; 2 et 5,

ainsi que toutes les valeurs de K' indiquees plus haut au paragraphe 5.

Cette Planche est, ä nos yeux, d'un tres grand interet pratique. En effet,
eile nous indique clairement que, pour les valeurs de 9 et A envisagees, en
dehors des phenomenes de resonnance, la valeur du coefficient de majoration
dynamique reste inferieure ä 1,2 jusqu'ä des valeurs de Kf voisinnes de 0,10. Au-delä
de cette valeur de K', le coefficient dynamique subit un aecroissement appreciable,
mais cependant nettement moindre que dans le cas de la force concentree unique
(voir Planche III pour la comparaison). Ce fait semble se confirmer par les
essais experimentaux en cours.

7. Exploitation pratique de la presente etude

Nous sommes d'avis que des diagrammes donnant le coefficient de majoration

dynamique 0 en fonetion du coefficient K', etablis ä partir de mesurages
et extrapoles par analogie avec la theorie exposee ci-dessus, peuvent facilement
etre exploites par les praticiens du calcul des ponts.

En effet, la valeur du coefficient K' se calcule aisement.
On a successivement:

v la vitesse envisagee dans le present et dans le futur pour la ligne devant
emprunter le pont ä calculer.

I la portee du pont.
coq la pulsation propre du pont charge.

Or, celle-ci peut se calculer avec une excellente approximation par la
formule de Rayleigh donnant la frequence propre / du pont charge (en Hz) ä

partir de la fleche statique maximum (wstat)max (en cm) sous la charge ä con-
siderer:

277 f{w,stattmax

Dans ces conditions, si les Services du materiel roulant peuvent donner la
gamme des valeurs de 9 et co relatives aux vehicules qu'ils comptent utiliser
dans le present et dans l'avenir, il suffira ä l'auteur de projet de lire la valeur
du coefficient dynamique sur les diagrammes precites.
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Les courbes de ces diagrammes ne seraient pas necessairement les enveloppes
des mesures effectuees, mais pourraient decouler par exemple avec un fractile
de 5%, de l'exploitation statistique de ces mesures, pour autant que les maxima
mesures soient encore compatibles avec la securite.

8. Exemple numerique

Soit un pont-rails de 30 metres de portee destine ä etre parcouru par des

locomotives ä deux bogies distants d'environ 7,50 m et animees d'une vitesse
de 150 km/h et pour lesquels la Variation de charge par bogie est de ±15%
ä une frequence de 40 Hz.

La fleche calculee sous charges du pont correspond au ^—^ de la portee.

Des lors, on a successivement:

Pulsation propre du pont charge:

27^ 19 22 (frequence 3,07Hz).

r 900

Pulsation forcee: co =277 40 251,5.

Coefficient ß' —f |^ 13,05> 4.
ooq 19,22

v 1 50•1 02
Coefficient K> ^ 3;6.30.1Q2.19;22

0,0722.

En se referant ä la Planche VIII, on voit que pour i£' 0,0722 et ß' 5

(on a vu plus haut que pour des valeurs de ßf superieures ä 4 les fluctuations
du coefficient dynamique sont faibles) la valeur du coefficient dynamique est
inferieure ä 1,2.

Ce n'est que pour des vitesses superieures ä 200 km/h que celui-ci prend
des valeurs plus elevees.

On se rend compte de la simplicite du present calcul. Cette fagon de faire
nous apparait particulierement commode pour les auteurs de projet.
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Les principales notations utilisees

P force concentree mobile.
G poids propre du pont.
i fraction du temps de parcours du pont definissant la position de la

force P.
1 portee du pont.
n ordre d'un harmonique.
v vitesse de la force P sur le pont.
w fleche du pont ä mi-portee.
z fleche du pont en un point quelconque.
co pulsation de la force mobile Pc (1 + 9 cos co t).
co0 pulsation propre du pont.
coq pulsation propre du pont charge.

ß ^; ß' OL. K ^; K' jy.
COO COO t COQ i CÖQ

0P coefficient dynamique dans le cas d'une force mobile Pc (1 + 9 cos cot).
P02 (p/2) coefficient dynamique dans le cas de deux forces mobiles -^(1+9 cos co t).

A fraction de l definissant la distance separant les deux forces mobiles

^-c (1+0 cos co£).

0Pc coefficient dynamique dans le cas d'une force mobile d'intensite
constante.

E module de Young.
/ moment d'inertie.
Q aire d'une section transversale droite.

y poids specifique.

Resume

L'augmentation des vitesses des convois ferroviaires pose aux ingenieurs
des chemins de fer une grande diversite de problemes parmi lesquels il y a le
comportement des tabliers de pont. L'auteur aborde le probleme sur le plan
theorique et examine l'influence des principaux parametres en jeu. Le traitement

ä l'ordinateur electronique des formules elaborees a permis l'etablisse-
ment de diagrammes donnant le coefficient dynamique en fonetion de ces

parametres. Sur cette base, l'auteur propose une methode pratique pour le
calcul du coefficient dynamique.
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Zusammenfassung

Die Geschwindigkeitserhöhung der Züge stellt den Eisenbahningenieur vor
ein breites Feld von Problemen, unter denen das Verhalten der Brückenplatte
zu erwähnen ist. Der Verfasser nimmt das Problem theoretisch in Angriff und
prüft den Einfluß der Hauptparameter. Die Behandlung der hergeleiteten
Formeln mittels des Elektronenrechners hat eine graphische Auswertung, die
den Stoßzuschlag (dynamischer Beiwert) in Funktion der Parameter angibt,
möglich gemacht. Auf dieser Grundlage schlägt der Verfasser ein praktisches
Verfahren zur Berechnung des Stoßzuschlages vor.

Summary

The increase in the speeds of railway trains confronts railway engineers
with a wide variety of problems, among which there is the behaviour of bridge
decks. The author approaches the problem from the theoretical angle and
considers the effect of the prineipal parameters concerned. Treatment in an
electronic Computer of the formulae that have been worked out has made it
possible to prepare diagrams giving the dynamic coefficient in relation to
these parameters. On this basis, the author suggests a practical method for
calculating the dynamic coefficient.
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