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Analyse statique et dynamique des contreventements par consoles
elementaires solidarisees par des milieux elastiques

Statische und dynamische Berechnung der Windscheiben, die aus untereinander
stetig elastisch verbundenen Einzelkragarmen zusammengesetzt sind

Static and Dynamic Analysis of Shear-Walls Consisting of Separate Cantilevers
Connected by Elastic Media

J. DESPEYROUX
Delegue des Commissions Techniques du Bureau Securitas, Paris, France

Introduction

L'etude de la reponse des constructions de grande hauteur aux sollicitations
laterales - vents ou seismes - et de leur resistance ä ces sollicitations necessite
des methodes d'analyse d'autant plus fines que la structure est plus elevee.
Si l'ingenieur est en general bien arme pour aborder les problemes poses par
les ossatures, il se trouve le plus souvent demuni lorsqu'il s'agit de structures
contreventees par des murs ou des voiles, dont le comportement se laisse plus
difficilement cerner par le calcul.

Le probleme que nous nous proposons de traiter est celui des murs ou
voiles de contreventement constitues par des consoles verticales elementaires
solidarisees par des milieux deformables, et sollicites par des forces agissant
parallelement ä leur plan moyen.

Physiquement, il correspond aux deux problemes concrets suivants:
1. Murs ou voiles de contreventement ajoures par des ouvertures super-

posees en files verticales.
2. Murs ou voiles de contreventement constitues par des panneaux pre-

fabriques disposes en files verticales solidarisees par des joints verticaux.
Les fig. la, lb et 2a, 2b fönt ressortir la similitude formelle des deux

problemes. Dans les voiles ajoures, les linteaux solidarisant les consoles
elementaires a des niveaux discrets peuvent etre remplaces pour l'analyse par
une multitude de linteaux elementaires ä distribution continue le long de la
hauteur. Dans les voiles en panneaux prefabriques, les bielles inclinees ä 45°
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que l'on peut imaginer decoupees par la fissuration d'effort tranchant dans
les joints, definissent un milieu de proprietes similaires a celles des linteaux
elementaires. Dans les deux cas, il y a transmission d'efforts tangents verti-
caux de console elementaire a console elementaire par l'intermediaire d'un
milieu plus deformable que les consoles elles-memes (fig. 3a). L'equilibre d'une
console elementaire est alors celui qui est schematise sur la fig. 3 b.

Diverses Solutions ont ete apportees au probleme statique [1,2,3], mais
elles se pretent assez mal a l'etude de la reponse du Systeme ä une excitation
dynamique teile que celle du vent ou d'un seisme. Rappeions en effet que la
Solution des problemes dynamiques passe par la determination des lignes
d'influence ou des coefficients d'influence des deplacements horizontaux sous
l'effet des forces horizontales. La methode choisie doit done permettre un
calcul relativement aise des deformations.

Celle qui est proposee ici derive de la methode d'Albiges-Goulet pour le
calcul statique des refends de section constante ä une seule file d'ouvertures
toutes identiques et soumises ä des forces horizontales uniformement reparties
[4]. Elle en constitue une generalisation pour le cas de plusieurs files d'ouvertures

et une distribution de sollicitations horizontales absolument quelconque.
Elle conduit ä des expressions mathematiques completes pour les principales
inconnues et pour la deformee. La determination de la ligne d'influence des

deplacements horizontaux sous l'effet d'une force horizontale en est un simple
cas particulier.

La methode est generalisable aux murs presentant des changements de

caracteristiques a divers niveaux, mais en ce cas il n'est plus possible de par-
venir ä une formulation explicite des resultats. La partie correspondant ä la
recherche des efforts (analyse statique) a ete presentee par l'auteur dans une
precedente communication [5]. La Version qui en est presentee ici complete
l'etude par la Solution du probleme des deformations en vue de 1'analyse
dynamique.

Dans ce qui suit, pour la simplicite de l'expose, nous raisonnerons sur le
cas d'un voile ajoure. La transposition au cas des panneaux assembles par des

joints verticaux est immediate.

Notations et Conventions de signe

Beperage des elements

On considere la structure en voile ajoure representee dans la fig. 4 dans
laquelle les ouvertures sont reparties en n files verticales. La structure apparait
comme composee de n -fl consoles elementaires reliees par n files de linteaux
superposes.

Les files de linteaux sont numerotees de 1 ä n ä partir de la gauche et les
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consoles de 1 ä n +1. La console courante et les elements y afferents sont
affectes de l'indice r.

Signes

Le refend est rapporte aux deux axes rectangulaires Ox et Oy representes
dans la fig. 5. L'axe Oy est situe au niveau de l'encastrement du refend.

Les Conventions de signe sont en harmonie avec celles generalement admises
dans la theorie des poutres: les forces exterieures horizontales et les efforts
tranchants horizontaux sont comptes positivement suivant Oy; les efforts

Linteaux 1 2 n

jlGui
>*-5

E3

n rS

x
F +

M +

Fig. 5.

Fig. 4.

Consoles 12 n n+1

normaux dans les consoles et les efforts tranchants dans les linteaux sont
comptes positivement suivant Ox. Les moments provenant des forces situees
ä gauche de la section dans une console verticale sont comptes positivement
dans le sens des aiguilles d'une montre.

II s'ensuit que la loi fondamentale de la flexion s'exprime par

EI'y

On notera qu'ä des forces horizontales exterieures positives correspondent
des efforts tranchants negatifs dans les linteaux.

Notations

Les principales notations sont resumees dans le tableau ci-dessous et
rappelees le cas echeant sur les figures ou dans le texte.

Lettres romaines

ar, br longueurs definies dans la fig. 6

(Cr) console de rang r
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57

Aire des sections
Inerties
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G

2lr

2dr

Ir + 1

br

*£P Fig. 6.

2dr distance entre les centres de gravite des consoles (Cr) et (Cr+1)

D matrice definie dans le texte
Er coefficient d'elasticite du beton de la console (Cr)

E'r coefficient d'elasticite du beton des linteaux de la file r
F (x) force exterieure agissant au niveau x
Gr centre de gravite de la section de la console de rang r
h hauteur d'etage
H hauteur totale du mur
Ir moment d'inertie de la console de rang r
ir moment d'inertie par unite de longueur des linteaux de la file r
Jr moment d'inertie des linteaux de la file r
K, L matrices definies dans le texte
2 lr portee des linteaux de la file r
3Ji (x) moment flechissant par rapport au plan de cote x des forces exterieures

agissant au-dessus du niveau x
Mr (x) moment flechissant a la cote x dans la console (Cr)

Nr(x) effort normal (du aux sollicitations laterales) ä la cote x dans la con¬
sole (Cr)

n nombre de files de linteaux
P matrice definie dans le texte
Q matrice «dynamique» L~XK
r rang d'une console, ou de la file de linteaux situee immediatement ä

droite de cette console
% (x) effort tranchant total ä la cote x
Tr (x) effort tranchant dans la console (Cr) ä la cote x
Vi vecteur caracteristique de la matrice Q L~x K
vr (x) effort vertical reparti du aux linteaux de la file r (et effort tranchant

reparti dans ces linteaux)
V (x) matrice-colonne des vr (x)

y (x) deformee des consoles verticales
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Lettres grecques

ol, oci valeur caracteristique de la matrice Q L~x K

er \ deplacements definis dans le texte et la fig. 7

Vr]
A matrice colonne des parametres dr

Xr parametre Ar * relatif aux linteaux fictifs de la file r
£ variable d'integration
<j>i (x) fonetion inconnue intervenant dans l'expression de vr(x)
Wi racine carree de la valeur caracteristique o^ cof

Qr section de la console (Cr)

Mise en equations

Si l'on designe par h la hauteur d'etage, Jr le moment d'inertie de la section
des linteaux de la file de rang r, les linteaux reels peuvent etre supposes rem-
places par des linteaux fictifs, d'inertie

i -*r~ h

(moment d'inertie par unite de longueur).
Nous designerons par vr (x) l'effort tranchant dans le linteau fictif situe ä la

cote x (effort tranchant par unite de longueur). Nous ferons choix de cette
grandeur comme inconnue principale. La Solution du probleme sera done
representee par les n fonctions vr(x) correspondant aux n files d'ouvertures.

Equilibre des consoles

Si l'on designe par 2 lr la portee des linteaux de la file r, par ar et br les
distances du centre de gravite de la section de la console de rang r aux bords
libres (gauche et droit respectivement) de la console (Ör), les elements de

reduction de l'action du linteau elementaire de la file r situe a la cote x sur les
consoles (Cr) et (Cr+1) qui l'entourent respectivement sont

nr (x) — vr (x) et nr+1 (x) vr (x)

en ce qui concerne les efforts normaux et

mr (x) (lr + br) vr (x), mr+1 (x) (lr + ar+1) vr (x)

en ce qui concerne les moments flechissants.
Les couples mr(x) et mr+1(x) sont antagonistes du moment des forces

exterieures, et si l'on designe par dx l'element differentiel suivant 0#, equi-
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librent une part du moment exterieur egale a

2 dr vr (x) dx.

Le couple antagoniste provenant des linteaux de la file r situes au-dessus
de la cote x est egal a

H
2dr\vr(x)dx

X

et celui du a l'ensemble des linteaux situes au-dessus de la cote x ä

H
Yi2dr$vr(x)dx.
r x

Si l'on designe par 9Ji (x) le moment par rapport au plan de cote x de
l'ensemble des forces exterieures agissant au-dessus du niveau x, le moment
equilibre en flexion dans les consoles, soit

M (x) m (x) - 2 2 djvr (x) dx
r x

se repartit proportionnellement aux moments d'inertie (ou, plus exactement,
proportionnellement aux produits Er Ir) de ces dernieres, de sorte que les
elements de reduction des forces agissant sur la section de la console Cr situee
ä la cote x sont

Mr(x) =^^[m(x)-^d^vr(x)dx-\, (1)
L-tjsIs r x
s

Tr{x) =Ajfr(*) J^[£(x) + 22d*rt;r], (2)

H
Nr(x) j[vr(x)—vr_1(x)]dx. (3)

x

Dans l'expression de Tr(x), %(x) represente l'effort tranchant total au
niveau x du ä l'ensemble des forces exterieures agissant au-dessus du niveau x.

Compatibilite des deformations

Les conditions de compatibilite des deformations des consoles et des
linteaux fournissent les equations du probleme.

En effet, le deplacement relatif Sr des extremites du linteau dans l'etat
deforme, represente par le vecteur G'rg' sur la fig. 7, est la somme

— du deplacement du ä la flexion des consoles en l'absence de deformation
d'effort normal: ce deplacement est represente par Grg. Soit rjr sa mesure
algebrique,

— des deplacements dus aux deformations d 'effort normal representees par
les vecteurs GrG'r et Gr+1G'r+1) soient er et er+1 leurs mesures algebriques.
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On a entre ces deplacements la relation

Vr Sr + €r-er+1.
Or Sr est donne par

O —V3E'rirr'
X il

0 ic

(4)

(5)

(6)

Enfin si l'on designe par y (x) la fonetion repräsentative de la deformee et

par y' (x) sa pente au niveau x:
Vr 2dry'. (7)

Par Substitution dans l'equation (4) et derivations successives on obtient
pour la file de linteaux de rang r la relation

2d
2i* i_ r 1 l ]v l

y
3 er ir Er Qr \^Er Qr Er+1 ßr+iJ Br+1 Qr+i

(8)

Par ailleurs, la relation generale de la flexion donne par application de la
formule (1) ä la console elementaire courante et derivation:

£EsIsy'" Z(x) + Z2drvr (9)

Par elimination de y'" entre cette nouvelle relation et l'equation (8)
afferente aux linteaux de rang r, on obtient l'equation differentielle

^ tr „ z „ i
tt, —t, ^ T Z,drdsvs+ „ „ v,

ZE'riT ZEJS ErQ7^

\ErQr Er+1Qr+1J
+

2<L
(10)

et o vry\J]jr+1Ur+1 £Esl %(x).
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Les fonctions vr (x) apparaissent comme la Solution du Systeme de n equations

differentielles du second ordre ä n inconnues constitue par les n equations
telles que (10). Les Solutions du probleme physique correspondent aux
conditions aux limites suivantes

pour x 0, vr(0) =0,
pour x H, v'r(H) =0.

_ 2Pr 2
r sEy ^'ZEsIsSi l'on pose

et si l'on designe par

L la matrice diagonale formee des coefficients Ar,
D la matrice de terme general 2yidrds (symetrique),
P la matrice symetrique111E-^lQ^ E2ii2

1 1

E2Q2

E2Q2

¦ + -

E2i22 E^Lc<£

ESQ3

ESQ3

1 1

+
E3QS ^4ß4 E±Q±

A la matrice-colonne des dr,
V (x) la matrice-colonne des fonctions inconnues vr (x),

le Systeme (10) prend la forme

L V" (x) - (D + P) V (x) fiA (x) (11)

Resolution

II est possible d'expliciter la Solution du Systeme (11) en recourant aux
valeurs caracteristiques et aux vecteurs caracteristiques de la matrice

Q L-*(D + P).

Les valeurs caracteristiques a de la matrice Q sont les racines de l'equation
du ne degre

Det. \ocL-(D + P)\ =0. (12)

Les matrices L, D et P sont reelles et symetriques. On verifie aisement
qu'elles sont definies positives. On sait (6) que dans ces conditions, les valeurs
caracteristiques de Q sont reelles et positives. Nous poserons done



62 J. DESPEYROUX

Les vecteurs caracteristiques Ut, dermis ä une constante multiplicative
pres pour chaque valeur caracteristique ai} sont les Solutions de l'equation

K?(l)-Ö]f7, 0. (13)

Nous rappellerons qu'entre deux vecteurs caracteristiques distincts üi et
Uj existe la relation d'orthogonalite

U?LUj 0, si i+j. (14)

Si par contre i=j, on a

a>\U'?LUi=Ut'(D + P)Ui. (15)

Separation des variables

Le vecteur V (x) peut s'exprimer ä partir des vecteurs caracteristiques Ui
sous la forme

V(x) 2Ut<f>t(x) (16)

ou encore, en designant par U la matrice carree composee ä partir des n
matrices-colonnes Ui9 et par &(x) la matrice-colonne des <f>i(x):

V(x)= U0(x). (17)

En portant la valeur (16) dans (11) on obtient

ZLUttt(x)-?lKUi<l>i(x)<=-fiA%(x). (18)
i i

En premultipliant par U-f, il reste, compte tenu de (14)

UfLUit"- UfKUih -fi U?A%{x)

soit, compte tenu de (15):
UTA

<f>l(x)-^Ui(x) -HrjfLTj.ZW (19)

ou encore, en posant

4>i (%)-«>2<f>i(x) -pi% (x) (20)

Calcul des fonctions fa (x)

L'integrale generale de l'equation (20) s'ecrit
X

&(*)=&(0)Ch»<a; + #(0)Shw<a:—£*- (%(x-£)Shcoydt (21)
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expression dans laquelle £ represente une variable d'integration.
L'integrale particuliere satisfaisant aux conditions aux limites

&(0) 0, +'t(H) 0

est
H x

fa(x) -^^^Shcoix(%(H-^)Chcüiid^-^ rS(s-f)Shd<f#. (22)
o^Cna^ii J toi J

o o

Les efforts tranchants repartis dans la file r s'en deduisent par la formule
(16). L'effort tranchant concentre dans le linteau reel situe a la cote X peut
etre pris egal k hV(X).

Deformations

Les deformations peuvent etre obtenues par un retour ä l'equation (9)

qui devient:
ZEsIsy'" Z(x) + 2ATU0(x) (23)

(AT: matrice transposee de A).
La deformee y(x) relative au cas de charge etudie s'obtient done par trois

quadratures successives, compte tenu des conditions aux limites ci-apres:

2/(0) 0,
y'{0) =o,
y"(H) o.

Lignes d'influence

Les lignes d'influence derivent directement des expressions generales (16)
ou (17) et (22) en prenant pour fonetion SC (x) la fonetion «en marche d'escalier»
% (x, s) representee dans la fig. (9) correspondant a une charge unite agissant
a la cote s.

Lignes d'influence des fonctions <j> (x)
II vient

<f>i(x,8) -^£^ (24)

pour 0 < x < s

et fa(x,s) P*—-[Sha>iH -Shcüi(H -s)]ShtüiX
Ojf Uü 0)j 12"lJ

—~[Cha>iX — ChtOi(x — s)], pour x>s.
(24')
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Ligne d'influence des deformations

L'equation de la ligne d'influence des deplacements se deduit de l'equation
(23) et des expressions (24) ou (24') sans autre difficulte que la complexite de

l'ecriture.
En posant:

<f>'i (0) -J^T-rr [Sh <«,, H - Sh W, (H - S)]
coi un tüi ri

ei=f^i(x)dx ^~>Gh<oi(H-s)+-P{Shcoi(H-s)--^(H-s),
0 <*>* OJi to*

A s + 2ATU6,
xxx J.' (f)\ r 1 r2"l

h=niMz)d&=^\-i(Ch<otz-l)-\\
ooo <*>% icüi z\

pi r i cn x ^3i py r i oi / x—8 (x—ä)3i

"il^i <4 6J ^1L^? <4 6 J

on obtient y(x,s) sous la forme

£ErIry'"=-\[x3-e(x-SF]-Aj + 2ATUY(x,s). (25)

Generalisation aux murs de caracteristiques variables

Comme indique precedemment la methode est generalisable aux murs de

caracteristiques variables (changements de section, variations de dimension
des ouvertures etc.).

La Solution generale de l'equation (20) est indiquee en (21). Elle depend
des constantes fa (0) et fa (0).

Si l'on considere par exemple le mur de la fig. 8 compose de trois parties
de caracteristiques differentes entre les niveaux 0 et A, A et B, B et H, on
peut ecrire la Solution pour le trongon Oi a partir de (21) sous la forme

et ecrire egalement les Solutions generales pour les deux autres tron9ons

VB(x) UB0B(x),
VH(x)=UH0H(x).

Elles dependent chaeune des constantes arbitraires @t (0) et 0ft (0) corres-
pondantes.

Pour les determiner il convient d'ecrire les conditions aux limites. Ces

conditions sont les suivantes:
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au niveau 0: Ya(0) o,

au niveau A VA (a) VB{a),

vya) VB(a),
au niveau B VB(b) VH(b),

vyb) VA(b),
au niveau H Vh(H) 0.

On obtient ainsi un Systeme de 6 equations matricielles ä 6 matrices inconnues,

c'est-ä-dire un Systeme de 6n equations ordinaires k ßn inconnues, mais,
comme l'equation F^ (0) 0 se reduit ä <f>A (0) 0 l'ordre du Systeme se reduit
ä 5n. S'il y a m trongons de caracteristiques differentes l'ordre du Systeme
devient egal ä (2m — l)n.

Applications

La methode proposee se prete tres facilement ä l'etablissement de program -

mes pour calcul sur ordinateur. De semblables programmes ont ete etablis,
prenant en compte simultanement d'autres effets. Ils seront presentes avec le

concours de leurs auteurs dans d'autres publications.
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Resume

Cette communication donne une methode de calcul des murs de
contreventement composes de consoles verticales elementaires solidarisees par des

milieux plus deformables que les consoles elles-memes. Elle s'applique plus
specialement aux murs perces de files d'ouvertures superposees ou aux murs
constitues de panneaux prefabriques. Les resultats sont donnes sous forme
d'expressions mathematiques completes pour un nombre de consoles

quelconque et pour une distribution des forces laterales quelconque. Les
deformations et leurs lignes d'influence peuvent aussi etre obtenues de cette maniere.
La methode peut etre generalisee au cas des murs dont les caracteristiques
varient ä certains niveaux discrets.

Zusammenfassung

Der Aufsatz gibt eine Methode zur Berechnung der Windscheiben, die aus
einzelnen, als lotrechte Kragarme ausgebildeten und miteinander nachgiebig
verbundenen Scheiben bestehen. Der Verbund ist hierbei nachgiebiger als die
Einzelscheiben. Die Methode ist somit insbesondere für die Berechnung der
durch Öffnungsreihen unterbrochenen oder der im Großtafelbau hergestellten
Windscheiben geeignet. Die Ergebnisse sind als vollständige mathematische
Lösungen für eine beliebige Anzahl von Einzelscheiben und für eine beliebige
Verteilung der Horizontalkräfte angegeben. Die Verformungsgrößen und deren
Einflußlinien können in ähnlicher Weise ausgedrückt werden. Die Methode
kann für den Fall der Windscheiben, deren Querschnittswerte stufenartig
veränderlich sind, verallgemeinert werden.

Summary

This paper gives a method of analysis of shear walls consisting of separate
vertical cantilevers connected by media of greater deformability than the
cantilevers themselves. It applies more especially to walls pierced by vertical
rows of openings or to walls made of large prefabricated panels. The results
are given in the form of complete mathematical expressions for any number
of cantilevers or any distribution of lateral loads. The deflections and their
lines of influence can be obtained in this manner. The method can be
generalised so as to cover the cases of walls with characteristics which change at
discrete levels.
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