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Comportement postcritique des plaques cisaillees raidies
Deuxieme partie: Repartition des contraintes et analyse de l'etat limite
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Introduction

Le present rapport constitue la seconde partie d'une etude consacree au
comportement postcritique des plaques raidies cisaillees uniformement.

Dans une premiere partie publiee dans les memoires de l'A.I.P.C. [1], nous
avons expose la mise en equation du probleme et presente les valeurs de la
charge critique de voilement ainsi que de la deformee dans le cas particulier
d'une plaque carree renforcee par un raidisseur vertical median de rigidite
relative comprise entre zero et trois.

L'objet de la presente note consiste en l'etude de la repartition des
contraintes et l'analyse de l'etat limite dans le meme cas particulier d'une plaque
carree raidie cisaillee uniformement.

Par souci de clarte, il nous a paru interessant de resumer tres brievement
dans un premier paragraphe les hypotheses de base de notre analyse. Le lecteur
desireux de trouver un expose detaille de la question consultera la reference [1].

1. Bref rappel des hypotheses de travail

L'etude lineaire du voilement des plaques raidies cisaillees uniformement
nous a conduit ä representer la deformee W de l'äme par 1'expression ä 6 para-
metres:
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(i.i)

Les axes coordonnes sont disposes comme l'indique la fig. 1; b est la hauteur
de la plaque, sa largeur est 2 a.
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Fig. 1.

L'expression (1.1.) satisfait visiblement les conditions aux limites relatives
a la deformee d'une plaque simplement appuyee sur son contour.

La fonetion d'Airy generatrice des contraintes membranaires a ete obtenue

comme Solution de l'equation de von Karman :

d*<f> „[7 82w \2 d2wd2w\
+ -

8x2dy2 dy*
E 7 d2w \2

_ d2^
\dxdy) dx2 dy2

(1.2)

Nous avons admis qu'au cours du voilement les bords opposes de la plaque
restent rectilignes et se rapprochent librement. Nous avons suppose, en outre,
que la plaque peut se deplacer librement sur les elements qui la limitent dans
la direction du bord correspondant.

Les parametres fi caracterisant la deformee de la plaque sont les inconnues
du probleme. Ils ont ete determines par la methode energetique de Rayleigh-
Ritz en fonetion de la rigidite relative du raidisseur et de la sollicitation de

cisaillement.

2. Contraintes membranaires

2.1. Les expressions analytiques

Les contraintes membranaires sont fournies par les doubles derivations de

la fonetion d'Airy:

xm dy2' vm dx2' m 8xdy'
K }

Nous designerons par oc le rapport ajb de la demi-longueur et de la hauteur
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de la plaque et par t*. la contrainte critique de cisaillement de la plaque non
raidie de reference, ä savoir:

r* 0,8625 ?*E
X2

E est le module de Young et A l'elancement b\e.

Avec ces notations et en divisant les parametres fi de la deformee -par
l'epaisseur e de la plaque, les expressions analytiques des contraintes
membranaires s'ecrivent:
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Dans les expressions (2.2. a) et (2.2. b), px et py representent les valeurs
moyennes des sollicitations normales aux bords de la plaque.

Dans l'hypothese admise du rapprochement libre des bords opposes au
cours du voilement, ces quantites sont nulles.

2.2. Valeurs numeriques des contraintes membranaires

Les valeurs numeriques des contraintes membranaires crxm, oym, rm ont ete
calculees pour une plaque carree de cöte 2 a, cisaillee uniformement et renforcee

par un raidisseur vertical median de rigidite relative y/y* comprise entre zero
et trois.

Les valeurs de la sollicitation exterieure de cisaillement r ainsi que celles
des contraintes sont exprimees par leur rapport ä la charge critique rc* de la
plaque non raidie de reference.

Y/v* 0 uo

oxm
2a

^H

^^rrnTTTTTTTTTT^

^rffl^^;
^^rTTrxTTTTTTTTT>^^

Oym

-. ??-1

Fig. 2. Fi£. 3.

Les figures 2 et 3 montrent respectivement les allures de axm et uym pour
yjy* 0 et rjrfr 4z. II apparait clairement sur ces figures que les contraintes
ont des valeurs egales en deux points symetriques par rapport au centre de la
plaque. De plus, ces contraintes sont auto-equilibrees puisque les sollicitations
normales moyennes au bord de la plaque sont nulles.

On constate par les calculs detailles que, si le passage de y\y* 0 a yjy* 1

reduit tres sensiblement les valeurs des contraintes membranaires, le passage
de y/y* 1 ä yjy* 3 provoque une reduction nettement moins forte.

Que yjy* soit egal ä 1, 2 ou 3, la contrainte axm a son maximum positif au



146 CH. MASSONNET - M. SKALOUD - J. DONEA

point (o; 0, y a) et son maximum negatif au point (0: 0,75a, y 0). La
contrainte aym a son maximum positif au point (x 0,75 a, y 0,25a) et son
maximum negatif au point (o: 0, y 0,25 a).

Les figures 4, 6 et 8 montrent l'allure de axm pour t/t,* 4 et y/y* 1, 2,3.
Les diagrammes des contraintes sont limites ä la demi-plaque (n^x^a;
0^y^2a) pour les raisons de symetrie deja mentionnees.

Les figures 5 et 7 donnent l'allure de aym pour t\t*. 4 et y\y* 1 et 2. Les

diagrammes sont limites ä la portion (0^o:^2a; O^y^a) de la plaque. On

constatera sur toutes ces figures que les contraintes membranaires sont auto-
equilibrees.

yy-10 fe-4o ^?
y yY*-2o x/xct-4o

f

xm
t *

öxmxm
SC W I- H

Fig. 4. Fig. 6.

y^^P^^Y/V"10 YicT-40

2a

^<<TTT>^.

^rTTTTm
Oym

^J

yY'-20 %cf-40

UH3^
^lTTT-NM-axi>>, -r<rTTTx;

oym

-^rTTTTri

^-1

Fig. 5. Fig. 7.
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ty
W-3.0 %s-4.o

xm

Oxm

trr

Fig. 8.

3. Contraintes de flexion

3.1. Expressions analytiques

Les contraintes de flexion varient lineairement sur l'epaisseur e de la plaque.
Leurs valeurs maxima ont pour expression:

°xt +
Ee ld2w d2w\

Y^)\d^: + VJy2)'

Ee /'- ?# d2^
d?/2"1""^2 (3.1)

_ ^ d2w
ry +Ge„ „ „,, +

#e d2w

do;d?/ 2(l+v) £#£?/

II est avantageux d'exprimer ces contraintes par leur rapport ä la
contrainte critique de la plaque non raidie de reference.

Compte tenu de 1'expression (1.1.) de la deformee w, on obtient pour une
plaque carree de cote 2a:
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^f= +(2,357/, sin^ sin -3^ + 5,924 /2sit*. \ 2a 2 a
3ttX 77?/

sm——sm —2a 2a

^ ^^« / • 2770; 77?/ ^ ^^„ / 770; 77?/
+ 10,957/.sm sm-^ + 0,8281/4sm—-sm/a a 2a 2a

* ~, ^ t • 770: 77?/ „ JN,rt, 3770:. 377y\
+ 3,312 L sm — sm^+ 7,453 L sm —— sm-^L

a a b 2a 2a /

Vi,f /~ ~~, • 770:. 3ttu ^ A^_ 377:-f + 5,924/ sm—sm—-^ + 2,357/2sm——sm
tc* \ ,L 2a 2 a " 2 a

3 tt x tt y

+ 5,606/oSin-^sin^ + 0,8281 /4sin^sin^ (3.2)
a a 2a 2a

o n,<W TTX TTy „ ,_ • 3TTX 3 TT ?/\
+ 3,312/5sin — sm—- + 7,453/6sm——sin—-

a a 2a 2a /

^ +2(l>338/1cos^oos-^+l,338/acos^cos^
tc* \ 2a 2 a 2 a 2 a

rt ,.„„ 2770: Try ^ AAt% ttx ny+ 3,567 L cos cos—- + 0,446 /d cos^—cos —-
a a 2a 2a

««„ / ^^ ^V * ~,~ t 3ttx 3tty\+ 1,784/.cos — cos — + 4,013 L cos——cos——* a a 2a 2a

3.2. Valeurs numeriques des contraintes de flexion

Le manque de place ne nous permet pas de reproduire les valeurs numeriques

des contraintes de flexion pour les valeurs 0, 1, 2 et 3 de yjy* et une
sollicitation exterieure t/tc* 3,5, 4, 6 et 8.

On remarque par l'etude de ces valeurs que, pour la plaque non raidie, les

contraintes oxf et ayf sont maximum au centre, ce qui est evident puisque les

contraintes de flexion ont la meme allure que la deformee.
L'allure des contraintes axf et oyf pour t/tc* 4 est donnee aux figures 9 et

10 pour une moitie de la plaque.
Comme pour les contraintes membranaires, le passage de yjy* 0 ä yjy* 1

reduit tres sensiblement les contraintes, tandis que le passage de y/y* l a

y/y* 3 provoque une reduction nettement moins forte.
Que yjy* soit egal a 1, 2 ou 3, le maximum positif de axf a lieu au point

(x 0,15 a, y 0,5a), le maximum negatif au point (0: 0,25 a, y 0,15 a).
Quant ä ay^, le maximum positif a lieu au point (x 0,15 a, ?/ 0,5a), le maximum

negatif au point (x 0,25 a, y a).
Les figures 11 et 12 montrent l'allure de axf et ayf pour y/y* 2 et t/tc* 4.



COMPORTEMENT POSTCRITIQUE DES PLAQUES CISAILLEES RAIDIES 149

VV-2.0 Vt*-4.0

Ty W-0 %c*r-4.0

CN

-Q

oxfoxf i-4oxf

Oxf

Fig. 11Fig. 9

X
l%*-0 X/xcr-4-0

^iTTT

^fl ^MTTl\i *
kCN^1N^^ i?ir-

^P^ 3f atöyfOyf £"2

Fig. 10. Fig. 12.

4. Contraintes membranaires de comparaison

La contrainte membranaire de comparaison a pour expression:

2.
(4.1)
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On constatera que, quel que soit le raidissage, l'ecart entre les valeurs
maximum et minimum de amc pour une charge donnee est d'environ 25%.

La figure 13 montre la Variation en fonetion de la sollicitation t/tc* de la
contrainte membranaire de comparaison maximum (<ymc)maxlrc%-

La ligne hachuree montre les valeurs de ocmmax pour une plaque qui ne
voile pas. En ce cas,

' er

5. Etat limite de la plaque

En attendant d'avoir une theorie analytique du comportement post-critique
dans le domaine plastique, on peut se baser dans une analyse approximative
de l'etat limite des plaques sur la Solution des equations correspondant au
comportement parfaitement elastique (voir les equations (1) de la premiere
partie de ce memoire [1]).

En vue de definir l'etat limite des plaques en acier, on peut aeeepter les

points de vue suivants:
a) Tenons compte d'abord ä la fois des contraintes de membrane et des

contraintes de flexion.
Mesurons l'intensite de l'etat de contrainte par la contrainte de comparaison

ac calculee selon l'hypothese de Huber-Mises-Hencky:

°c= io2x+a2y-axoy + 3r2, (5.1)

oü ax, (jy, t designent les sommes des contraintes de membrane et de flexion.
L'etat limite dans ce cas est determine par la condition

indiquant que la contrainte maximum de comparaison orcmax atteint la limite
elastique Be.

En ce cas, l'etat limite des ämes est donne par le debut de plastification
ä la surface ä l'endroit de la plaque le plus sollicite. Le debut de plastification
ne correspond pas ä la ruine de la plaque; c'est pourquoi cette definition est

assez conservatrice.
b) On peut ensuite considerer les contraintes de membrane uniquement.
De maniere analogue, l'etat limite est determine par la condition

°cmmax ^e' (5.3).

On suppose ainsi que les pointes de contrainte de flexion s'annulent dans
le domaine plastique.

II est vrai que meme la sollicitation limite determinee par la definition (b)
ne correspond pas ä la charge ultime. Mais, en tous cas, eile est moins conser-
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vatrice que la contrainte limite determinee par (a), parce qu'elle correspond
deja ä un certain degre de plastification de Tarne.

C'est pourquoi nous avons utilise ce concept dans 1'analyse de l'effet de la
rigidite flexionnelle d'un raidisseur vertical median sur l'etat limite d'une
plaque carree cisaillee.

Les sollicitations limites resultantes f sont donnees pour l'acier doux A37
(Be 2400 kg/cm2, par consequent Rl 1385 kg/cm2) et pour y 0 (äme non
raidie), y — y*, y 2y*, y 3y* a la figure 14.

Les contraintes critiques rcr, determinees dans la premiere partie [1] de ce

memoire, sont egalement indiquees sur cette figure ä titre de comparaison.
II apparait clairement que la sollicitation limite f est (sauf pour les minceurs

faibles) substantiellement plus elevee que la contrainte critique rcr, ce qui
indique l'effet bienfaisant du comportement hypercritique des plaques minces.
Par exemple, pour y 0, f est, pour A 200, superieur de 159%, et, pour
A 400, de 626% ä rcr; tandis que pour y 3y*: f est pour A 200, de 13,8%
et pour A 400 de 183% plus eleve que rcr.

L'analyse de la sollicitation limite f montre que cette grandeur est con-
siderablement influencee par la rigidite flexionnelle y du raidisseur vertical.
Par exemple, f (y 3y*) est, pour A 200, de 20,5%, et, pour A 400, de

15,6% plus eleve que f(y 0).
II resulte en outre de la fig. 14 que la contrainte limite f continue ä croitre

si la rigidite y depasse la valeur optimum theorique y*, ce qui est en accord
avec les conclusions de la premiere partie [1] de ce memoire, oü l'on a montre,

"C kp/cm2
ii

1500

1385

^s^^

1000

\ ^ -2\ ^r\ ^ Yv%500

0

200 300100 400 500
A

Fig. 14.
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entre autre, que l'efncacite du raidisseur de rigidite relative y y*, est limitee
dans le domaine post-critique.

II faut souligner toutefois qu'en donnant ä la rigidite flexionnelle y du
raidisseur la valeur y 3y*, on reduit certes considerablement la deformee du
raidisseur et de la plaque, mais le benefice en sollicitation limite (dans le cas
considere d'une plaque carree, cisaillee, renforcee par un raidisseur vertical
median) est assez faible.
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Resume

Le present memoire constitue la seconde partie d'une etude sur le

comportement postcritique des plaques raidies cisaillees uniformement, dont la
premiere partie a ete publiee dans le Volume 27 des Memoires A.I.P.C., p. 187

ä 210. Son objet est l'etude de la repartition des contraintes et 1'analyse de

Vetat limite dans le cas particulier d'une plaque carree.
Deux definitions differentes de l'etat limite de la plaque sont examinees

successivement. En adoptant la moins conservatrice des deux, qui definit
l'etat limite par la condition ocmmax Re, oü crcmmax est la plus grande
contrainte membranaire et Re la limite d'elasticite du metal, on montre nume-
riquement que la contrainte limite f est substantiellement plus elevee que la
contrainte critique rcr, le gain allant jusqu'ä 626% pour une plaque non raidie
de minceur ö/e 400. On montre aussi qu'en donnant au raidisseur la rigidite
relative y 3y*, on reduit considerablement la deformee du raidisseur et de la
plaque dans le domaine postcritique, mais le benefice sur la contrainte limite f
est par contre assez faible.

Zusammenfassung

Diese Abhandlung bildet den zweiten Teil einer Studie über das
überkritische Verhalten einer gleichmäßig durch Schub beanspruchten, versteiften
Platte, deren erster Teil in den Abhandlungen der IVBH, Band 27, auf den
Seiten 187 bis 210 abgedruckt ist. Die Verteilung der Spannungen sowie die
Berechnung des Grenzzustandes für die Quadratplatte sollen behandelt werden.

Zwei Definitionen für den Grenzzustand werden nacheinander betrachtet:
Wenn man die weniger konservative der beiden anwendet, dieselbe den Grenz-
zustand durch die Bedingung acm max Re, wo crcmmax die größte Membran-
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Spannung und Re die Streckgrenze des Metalles bedeuten, gibt, kann man
numerisch zeigen, daß die Grenzschubspannung f wesentlich über der
kritischen Schubspannung rkr liegt; für eine unversteifte Platte der Dicke bje 400

steigt der Gewinn bis zu 626%. Ebenso wird gezeigt, wenn man der Steife die
relative Steifigkeit von y 3y* zuweist, daß sich dann die Verformungen
derselben und der Platte im überkritischen Bereich beträchtlich verringern,
jedoch der Gewinn für die Grenzschubspannung f im Gegensatz dazu gering
bleibt.

Summary

Present paper constitutes the second part of a study on the postbuckling
behaviour of stiffened plates subjected to pure shear, whose first part has been

published in the IABSE Publications, Vol. 27, p. 187 to 210. Its aim is the
study of the distribution of stress and the analysis of the limit state in the
particular case of a square plate.

Two different definitions of the limit state of the plate are examined in
turn. Adopting the less conservative of the two, which defines the limit state
by the condition vcmmax Re, where ocmmax is the largest membrane stress
and Re the yield point of the metal, it is shown numerically that the limit
stress f is substantially higher than the critical stress rcr, the benefit amounting
to 626% for an unstiffened plate with a "thinness" 6/e 400. It is also shown
that, by giving to the stiffener a relative rigidity y 3y*, the transverse
displacements of the stiffener and the plate are considerably reduced in the
postbuckling ränge; on the other hand, the increase in limit stress f is relatively
small.
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