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Elasto-plastische Biegeformänderungen der Stahlbetonsäulen und
-balken (einseitige Biegung unter Axiallast)

Elasto-plastic Bending Deflections of Reinforced Concrete Columns and Beams

(One Way Bending under Axial Force)

Deformations elasto-plastiques de flexion de colonnes et de poutres en beton arme
(Flexion uniaxiale soumise ä force axiale)

M. YAMADA H. KAWAMURA
Prof. Dr. Ing., Univ. Kobe, Japan Dipl. Ing., Univ. Kobe, Japan

1. Einleitung

Der Verfasser hat die plastische Formänderungsfähigkeit des Stahlbetons
schon früher versuchsmäßig nachgewiesen und für die Berechnung eine

Näherungsmethode entwickelt [1] [2] [3].
In diesem Aufsatz werden, um die elasto-plastischen Biegeformänderungs-

eigenschaften der Stahlbetonsäulen noch genauer und ausführlicher zu erfassen,
zuerst die verallgemeinerten Interaktionskurven (Interaction-Curve) zwischen
Biegemoment und Normalkraft eines Stahlbetonquerschnittes dargestellt und
die diesen Kurven entsprechenden Krümmungen erläutert. Es wird dadurch
möglich, den elasto-plastischen Biegemoment-Krümmungszusammenhang
unter beliebiger Normalkraft zu finden. Der Einfluß der Normalkraft und der

Bewehrungsstärke ßsjnl s°Fl'
jja auf das Krümmungsverhalten ist daraus

ersichtlich. Dieses Vorgehen ermöglicht die elasto-plastischen Durchbiegungen
zu erfassen. Es wurde eine Reihe von Versuchen durchgeführt und die in der
beschriebenen Weise analytisch ermittelten Werte mit den entsprechenden
Versuchsmeßwerten verglichen.

2. Vorbemerkungen

2.1. Annahmen

Zur Vereinfachung werden folgende Annahmen getroffen:
1. Gültigkeit der Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte (Hypothese

von Bernoulli-Navier). Streng genommen ist diese Hypothese für den Stahl-
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betonquerschnitt unter höheren Spannungen nicht mehr zutreffend, da der
Haftwiderstand zwischen Beton und Bewehrung teilweise verloren geht (Riß-
bildung). Wenn der Verformungszustand des Stahlbetons aber nicht örtlich
an einzelnen Stellen, sondern durchschnittlich über eine größere Länge
betrachtet wird, darf diese Annahme getroffen werden. Der Einfluß der
Schubspannungen und den dadurch entstehenden Schubverformungen wird vernachlässigt.

Spannungsverteilung und Dehnungs- (Stauchungs-) Verteilung werden
gemäß Fig. 1 angenommen.

°l* <«*&¦»
rTld"f- ¦"•'sPk*Xnid S^-R

L
Ä!_ •sPh:Tid

l£

Fig. 1. Spannungs-Dehnungs -

Verteilung im Stahlbetonquer¬
schnitt.

2. Die Spannungs-Dehnungsbeziehung des Betons wird, die Fig. 2 zeigt,
durch ein elasto-plastisches (bi-lineares) Verhalten vereinfacht. Als
Betonfestigkeit des Querschnittes wird die Prismenfestigkeit — in diesem Fall mit
o-p ^ 200 kg/cm2 — angenommen. Die übrigen Kenngrößen werden wie folgt
angenommen:

Betonfließstauchung Be'Fl

Betonbruchstauchung BeBr

Betontrenndehnung b€tt.
Betontrennfestigkeit (Betonzugfestigkeit) BcrTr ^-ap.

Der Betonzugwiderstand wird bis zum Erreichen der Betondehnung BeTr
0,00015 am Zugrand berücksichtigt und nachher vernachlässigt.

0,0015,

0,0040,

TöB*'fl 0,00015,

Fig. 2. Spannungs-Dehnungsverlauf

des Betons.
B°Tr B^Br £

b£r

0
S°FL

S£R/ o seR e

s°n

Fig. 3. Spannungs-Deh-
nungsverlauf des Stahls.

3. Der angenommene Spannungs-Dehnungsverlauf des Stahls verläuft ideal
elasto-plastisch (Fig. 3). Als Zug- bzw. Druckfließspannung der Bewehrung
werden saFl sa'm ^ 3000 kg/cm2 angenommen. Die Zug- bzw. Druckfließdehnungen

betragen s€fi.—s€fl== 0,0015.
4. Als Bruchkriterium wird die Betonstauchung am Druckrand BeBr

0,0040 betrachtet. Eine Instabilität der Druckbewehrung vor dem Eintreten
dieser Randstauchung wird ausgeschlossen. In diesem Aufsatz wird mit
folgenden Werten für Lage und Größe der Bewehrung gerechnet:
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Lage der Bewehrung rjx rj/d rj[ rj'/d 0,1,

Bewehrungsstärke ß8p ß'sfi' 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5.

2.2. Bezeichnungen (s. Fig. 1)

d Höhe des Stahlbetonquerschnittes
b Breite des Stahlbetonquerschnittes
rj rjxd Lage der Zugbewehrung
r\ r]'xd Lage der Druckbewehrung
xn xnXd Lage der Nullinie
Fe Zugbewehrungsfläche
Fe' Druckbewehrungsfläche

TP

fx -t-j Zugbewehrungsanteil

ja' -T-jr Druckbewehrungsanteil

BuD crp) Betondruckfestigkeit (Prismenfestigkeit)
bctz Betonzugfestigkeit (Trennungsfestigkeit)
saFl Fließ- oder Streckspannung der Zugbewehrung
scTFl Fließ- oder Streckspannung der Druckbewehrung
B€Fl Betonfließstauchung
BeBr Betonbruchstauchung
B€Tr Betontrenndehnung
S€Fl Fließ- oder Streckdehnung der Zugbewehrung
S€FL Fließ- oder Streckdehnung der Druckbewehrung
B€ Betondehnung am Zugrand
Be Betonstauchung am Druckrand
8e Dehnung der Zugbewehrung

Stauchung der Druckbewehrung*e
S<*Fl.

ßsfi 1 fi Zugbewehrungsstärke

ß's fx! ^^ fx! Druckbewehrungsstärke

M Biegemoment um die Schwerachse des Querschnittes
N Normalkraft (in Schwerachse wirkend)
M0 Bruchmoment unter N 0

N0 Bruchnormalkraft unter M — 0

01 -i Krümmung

<Ppi. kdAO) Drehfähigkeit des plastischen Gelenkes

2.3. Spannungsgrenzpunkte

Am Druck- bzw. Zugrand des Betons und auf der Höhe der Druck- bzw.
Zugbewehrung können bezüglich der Baustoffe folgende Spannungsgrenz-
punkte unterschieden werden (s. Fig. 4):
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B0, S0, Sq, Bq Ursprungsstellen (Dehnungsnullpunkte)
B
B'n

B
B'T

S

Tr.

Tr.

Fl.

Fl.

Z.Fl.

&Z. Fl.

sD.Fl.

$D. Fl.

BBr.
P'U Fl.

BiUFl.

Ä%Fl.

Bi%Fl.

Trenndehnungsstelle des Betons am Zugrand
Trenndehnungsstelle des Betons am Druckrand
Fließstauchungsstelle des Betons am Zugrand
Fließstauchungsstelle des Betons am Druckrand
Zugfließ- (Zugstreck-) Dehnungsstelle der Zugbewehrung auf
der Zugseite
Zugfließ- (Zugstreck-) Dehnungsstelle der Druckbewehrung auf
der Druckseite
Druckfließ- (Druckstreck-) Stauchungsstelle der Zugbewehrung
auf der Zugseite
Druckfließ- (Druckstreck-) Stauchungsstelle der Druckbewehrung

auf der Druckseite
Druckbruchstauchungsstelle des Betons am Druckrand
Die Stelle der Betonstauchung am Zugrand, bei der 1/3 der

Betonfließstauchung erreicht wird
Die Stelle der Betonstauchung am Druckrand, bei der 1/3 der

Betonfließstauchung erreicht wird
Die Stelle der Betonstauchung am Zugrand, bei der 2/3 der

Betonfließstauchung erreicht wird
Die Stelle der Betonstauchung am Druckrand, bei der 2/3 der
Betonfließstauchung erreicht wird

fesf^BE^ b6**

;*7-s£dr'=£r

!szr

.£ZJ=L_
J B^

Br B,°Bd

§0

»DR

|B'%R

|Bfi.
By3R,B%r

20 10 -10 -20 -30 -40 £°/oo

s£ ^%*
r^:K*v-^T"% i ^

Str Sq FlBviÜinjL_

L-ü

rln„
Ks-ßs'li

Fig. 4. Spannungsgrenzpunkte der
Baustoffe in einem Stahlbetonquerschnitt.

KsßsH

Fig. 5. Dehnungsverlauf, entsprechende
Spannungsverteilung und Spannungsgrenz-

punkte in einem Stahlbetonquerschnitt.

3. Beziehungen zwischen Biegemoment M, Normalkraft N und Krümmung <P

3.1. Verallgemeinerte Interaktionsfläche zwischen M, N und <t>

Um die verallgemeinerte Interaktionskurve zwischen Biegemoment M und
Normalkraft N und die Beziehungen dieser Kurve zu den Krümmungen zu
veranschaulichen, wurde in Fig. 5 an einem Stahlbetonquerschnitt eine beliebige

Dehnungsverteilung angenommen. Die Spannungsgrenzpunkte sind ebenfalls

aus Fig. 5 ersichtlich. Die Normalkraft N und das Biegemoment M sind
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nun von der Krümmung 0 abhängig. Für M und N ergeben sich folgende
Ausdrücke:

M
G bd2 (i - Vi) K's ßs P ~ (i ~ Vi) Ksßs^+(i-iXn l) K'b\Xu1 ^)

~ (^ — 3 £p l) &B 2 Cp 1 + (2 + 3 Cn l) ^B 2 Cnl'

Mit den Vorzeichen (+) für Stauchungen und (—) für Dehnungen.
Es bedeuten:

Ul Xnl~~ 1> (3)

Cpl Xnl~0^9 (4)

Dehnungsverteilungen gültig
in (s. Fig. 4) :

(5)

S€Fl. €Fl.

— (xnX-l + r,x)0d: [S^J-t-WJ, (6)
€Fl.

[SD.Fl.]~9

S€Fl. €Fl.
:~[SZ.Fl]9

~ (Xn 1 ~

€Fl.
-vi) <pd : [S'z.fÜ ~[&d.fi3>

+l [S'b.fi]'

Ks - s€' J^ -1 :~[SZ.Fl]'

+i
K'B

b€' b€'
0

Bei<7. e.F7.
:~[^a,

*»1^
eFl.

: [^a

KB B* b€ 0*
B€Fl. eFl.

:~[i?oL

Kl-1)
eFl.

0d : [5„]

~[^J,

' iBFl} >

(7)

(8)

(=-Ä -0,l) : [5rrJ, (8')

K"B=K'B-l 0 :~[#kL

Die Krümmungen @d, sowie NullinienVerhältnis a;ftl für den beliebigen
Dehnungsverlauf zwischen zwei Spannungsgrenzpunkten, sind in der Tafel 1

zusammengestellt.
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Als Beispiel betrachten wir einen Fall, bei dem der Dehnungsverlauf durch
den Spannungsgrenzpunkt [B'Br] geht, d.h. die Betonstauchung am Druckrand

erreicht dabei gerade die Bruchstauchung B€Br =0,004.

Wählt man nun den Wert 0d im Bereich «e^ f^0d<: B€BJ' €Fl'. so muß der

Dehnungsverlauf durch den Drehmittelpunkt [B'Br] gehen und zwischen den

Spannungsgrenzpunkten [SZtFlt] und [B0] liegen. Die Nullinie ist angegeben

durch xnX — ^-V^r- • Der Dehnungsverlauf liegt zwischen BBr SZm Fl und BBr B0.

Aus den Gleichungen (3) und (4) ergibt sich Cni xm~^ un(i Cpi xni~&~j'
Aus den Gleichungen (5) und (9) ergibt sich

K'a +1, Ks —(xnx-l+rjx)0d, K'B=—xnX0d, KB 0
€Fl. €FL

und K"B K'B-1 =—xnl0d-l.
€Fl.

Setzt man diese Beziehungen in die Gleichungen (1) und (2) ein, so ergibt sich
das Biegemoment M und die Normalkraft N als Funktion der Krümmung im
oben genannten Bereich:

ß'sfi'+ (xnX-\ + r}x)0dßsfjL + °^0d-xnX
apbd €Fl €Fl 2

1
X,n

€Fl.

M
orpbd2

l[l-Vi}ß'sP'-^-Vi)^-(xni-l+Vi)®dßsH-

€Fl.

0d

Wenn man die Werte von BeFl, B€Br seFl und S€Fl in diese Gleichungen
M N

einsetzt, dann sind das Biegemoment —t-jt und die Normalkraft —=-? des° apbd2 CpOd

Stahlbetonquerschnittes nur von seinen Kennwerten rjx, rj2, ßsfi und ß'sfjb'

abhängig. Für gegebene Kennwerte r]x,rjx,ßSfi und ßs'fi' ist der Zusammenhang

zwischen Biegemoment M, Normalkraft N und Krümmung 0 des

Stahlbetonquerschnittes durch eine kontinuierliche räumliche Kurve im Kartesi-
M Nsehen Koordinatensystem mit den Achsen —=-^-, —j-j und 0d gegeben.

Für alle andern Spannungsgrenzpunkte ergeben sich ähnliche Beziehungen.
Im allgemeinen bilden das Biegemoment M, die Normalkraft N und die

Krümmung 0 eines Stahlbetonquerschnittes eine kontinuierliche räumlich
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$d
30 Br

Opbd20 Bßr
1.5

-r/Br
BrBßr

Sdr /ksz Sd Br
0

y BTr
BF 0.5 Sdr %N0e/ >

SzR Bry.
Kty.

Bf
Sz BB

ShS> Br feNLeSz
Br

Bßr »Ne0.2

0.3 öobd2

Fig. 6. Interaktionsflache eines Stahlbetonquerschnittes im Koordinatensystem von
Biegemoment, Normalkraft und Krümmung.

gekrümmte Fläche im Koordinatensystem mit den Achsen M N und
opbd2 9 apbd

0d abhängig von den Kennwerten des Querschnittes rjx, r][, ßsfi und ß'sfxr

(s. Fig. 6).

3.2. Beziehungen zwischen —r^r und
apbd2

Mit der obenerwähnten Methode können die Werte von
M N

Opbd2 ' opbd
0d an allen Spannungsgrenzpunkten berechnet werden. In Fig. 7 (a) sind diese

Beziehungen zwischen —r-^- und —t~s dargestellt. Diese Kurven sind die Pro-ö opbd2 opbd &

jektionen der oben beschriebenen räumlichen Kurven auf die Ebene mit den

Koordinaten —=-„- und —=-=. Die in dieser Figur eingetragenen Kurvenbezeich-
opbd2 opbd & & &

nungen entsprechen dem als Drehmittelpunkt des Dehnungsverlaufes benutzten

Spannungsgrenzpunkt (Fig. 4 und 5).
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Fig. 7.1 (a). Beziehung zwischen Biegemoment
M Nund Normalkraft ——- (Interaktionskurve

Opbd2 opbd
zwischen Biegemoment und Normalkraft) mit

&/z 0,10.

Opbd

1.00
B-rr

3No
p5(JL pS|JL 0.100

(^ 7)1=0.100)Sdr
0.50

y3No

si
0.030 0.035 $d0.005 0.010 0.015 0.020 0.025

Opbd *

1.00

—^N

0.50
SZFI

3N3"0

B2/3

y6N

P1/3FI

°*20 0>0.10&
ßs|I ßsl_L=0100

(^1=T]1= 0100)

Fig. 7.1 (b). Beziehung zwischen Normalkraft N und Krümmung <Pd mit ßSfi= 0,10.

Opbd
BBrSzR

73 No0.20
Sdr

?fi S'DR °Brszr feNo

Wo

0.10 B%R B%R
Sdr >^^

fcFl

Blr

ßs^=ßsn=0.100
(tu =711=0.100)

0No

0.005 0.010 0.015 0.020 0.025

M

0.030 0.035 $d

Fig. 7.1 (c). Beziehung zwischen Biegemoment —r——- und Krümmung Od mit ßs/z 0,10,
CT55 od

Die in der Figur mit gestrichelter Linie dargestellte BTr -Kurve zeigt den

Zustand, bei dem der Betonzugwiderstand — wie in der Annahme (2) erläutert

wurde — bis zur Dehnung BeTr,=jkb€'fi. 0,00015 wirkend angenommen

wird. Nach dem Erreichen des Betonzugtrennbruches wird der
Betonzugwiderstand in diesem Aufsatz vernachlässigt. Der Kurvenverlauf wurde daher
an diesem Punkt unterbrochen. Die geraden Linien 1/6 JV0, 1/3 N0 und 2/3 N0
zeigen den Biegebelastungsvorgang unter der bestimmten Normalkraft x/6 N0,
1/3 N0 und 2/3 N0, wobei N0 die Bruchlast einer zentrisch gedrückten
Stahlbetonsäule bedeutet.
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Fig. 7.2 (a). Interaktionskurve zwischen Bie- ^Pbcl

gemoment und Normalkraft mit ßSfx 0,20.

1.00
r—%No

BrBrr0.50 feNo
Opbd S7FI

~fcN

1.00
0.20

0Pbd2ßsn ßsn 200

Cm 0.100) ps|i-(3s|i -0200

("»li-Y -0100)

T)1

0.50

|d
0.005 0.010 0.0200.015 0.025 0.030 0.035

M

Opbd2

Fig. 7.2 (b). Beziehung zwischen Normalkraft und Krümmung mit ßs/x 0,20.
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%No flh
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S'np,/7SZR

Ffc

-^y/BWi
0.10 5dr

/ Bl/3Fl

Btr

y3N0
Bßr

—.1feNo

S»
0No

ß5rl-ßSiJl'-0.200

(T11-1|I1-0.100)

0 0.005 0.010 0.015 0020 0.025 0.030 0035 $d

Fig. 7.2 (c). Beziehung zwischen Biegemoment und Krümmung mit ßSfi 0,20.

N3.3. Beziehung zwischen —j-= und 0d
NDie Beziehungen zwischen Normalkraft —j-= und Krümmung 0d werden

in Fig. 7 (b) dargestellt. Diese Kurven sind die Projektionen der oben beschrie-
iVbenen räumlichen Kurven auf die —7-7 — Ö>d-Ebene. Auch hier entsprechen

Op bd
die Kurvenbezeichnungen den zugehörenden, als Drehmittelpunkte benutzten
Spannungsgrenzpunkten gemäß Fig. 4 und 5.
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Fig. 7.3 (a). Interaktionskurve zwischen Bie- '>

gemoment und Normalkraft mit ßSfi 0,30.

% No

1.00-

Opbd

1.50
V3N0

0.50
SZR Bbt-

^--¦fcNo

^-4KoßsiA-ßsM;-Q300
1.00

(T)1 7)'l 0.100) 010 020 030
Opbd2

Bßr ßsU=ß5!i-0300
(711=1)1 0.100)

*N00.50 0.50

-rN6'^

035 $d0.005^-^0.010 0.015 0.020 0.025 0.03

0.50

Fig. 7.3 (b). Beziehung zwischen Normalkraft und Krümmung mit ßsfi 0,30.

Bbt/Szr.Opbd2
V3N BW

Sqr
feNoSZR

0.30
Sqfi v/1.

sZr br

%
feNo0.20

BTh
2/3FI

M0.10

B-n-

0No

ßsu=ß,Sjj.,=0.300

(T]1=7|1=0.100)

0 Q005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 $d

Fig. 7.3 (c). Beziehung zwischen Biegemoment und Krümmung mit ßs/z=0,30.

3.4. Beziehungen zwischen —r-^- und 0d
MAus den Werten von —j-^ in der beschriebenen Beziehung

M N
opbd' ovbd2 ovbd

Nund aus den Werten von 0d in der beschriebenen Beziehung —=-= —0d wird
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Fig. 7.4 (a). Interaktionskurve zwischen
Biegemoment und Normalkraft mit jSs^=0,40. 1.50-

%N0

Opbd

1.00-
Opbd

-Y3N0
0.501.50

SZR

ä^-"-fc*

fA 2/3No

<\ ßsH=ßsH,as 0.400
\ (1)1-^-0.100)

0.10 0.20 30 0.40 _m_JU
Opbd1.00

ßs^-ßs^-0.400
(TI^Tl'l-0.100)

-0.50

1/3N

0.50

y6N-/B-o

0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.035 $d0.03

0.50

0Pbd2

Fig. 7.4 (b). Beziehung zwischen Normalkraft und Krümmung mit ßs/z 0,40.

-1feN0
Sz.R..S'nR Bl,^DFl. DBr.

0.40
fcNo

sdr
"BR

Sz.R0.30
ök

%n
BßtrBih

%
0.20

Bl/,R

0.10

Brr.

ßsH=ßsM.'=0.400

CY|1=-Yll=0.100)

0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 jd
Fig. 7.4 (c). Beziehung zwischen Biegemoment und Krümmung mit ßs/* 0,40.
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Fig. 7.5 (a). Interaktionskurve zwischen
Biegemoment und Normalkraft mit ßs/JL 0,50,

Opbd

200

150

%N0

100Opbd

3N0

050

150

%N
010 020 *° 050öpb

ßsM. ßs^=0 500

B'Br (TI1-TA-0100)
Ps|i-Ps|^ 0500

(t^ 7)1=0100)
100 050

73 N0 -100

050

%"o

0005 0010 0015 0020 0025 0030 0035 $d

100

-0 50

Fig. 7.5 (b). Beziehung zwischen Normalkraft und Krümmung mit ßs/z 0,50.

die Beziehung zwischen M
opbd2

und 0d unter der Bedingung N
TVbd

konst.

(N 0, 1UN0, 1fsN0, 2/sN0) abgeleitet und in Fig. 7 (c) dargestellt.
Die Beziehungen der einzelnen Punkte in dieser Figur weisen darauf hin,

daß der Dehnungsverlauf durch den entsprechenden Spannungsgrenzpunkt
geht. Beispielsweise erreicht die Betondehnung am Zugrand im Punkt [BTr]
den Wert BeTr =0,00015 (Zugtrennbruch), im Punkt [SZmFl] erreicht die
Zugbewehrung den Fließbeginn seFl 0,0015, im Punkt [S'DtFlt] beginnt die
Druckbewehrung zu fließen S€Fl =0,0015 und im Punkt [BBr] wird die
Bruchstauchung des Betons BeBr =0,004 (Zerstörung des Stahlbetonquerschnittes)
erreicht.

Die gestrichelte Linie zwischen [BTr] und [B'BhXj^ zeigt das Vorhandensein
einer Unstetigkeit im Krummungsverhalten zwischen vor und nach der
Entstehung des Zugrisses im Punkt [BTr]. Darauf wird im nächsten Abschnitt
noch naher eingetreten.
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ÖpW* SZR
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Fig. 7.5 (c). Beziehung zwischen Biegemoment und Krümmung mit ßs^= 0,50.

M N3.5. Betrachtungen über die Beziehungen zwischen —r-p-, —j-= und 0d

Aus eingehenden Untersuchungen an den in den Fig. 7 (a,b, c) dargestellten
M N

Projektionen der räumlichen Flächen (Funktionen von —j-ß-, —j-z und 0ä)
sind die Biegemoment-Krümmungseigenschaften eines Stahlbetonquerschnittes

und die darauf wirkenden Einflüsse von Normalkraft und Bewehrungs-
stärke ßsfi klar ersichtlich. Die infolge des Belastungsprozesses auftretenden
Formänderungen des Stahlbetonquerschnittes können ausführlich verfolgt
werden:

1. Das Bruchmoment [BBr] unter einer bestimmten Normalkraft
vergrößert sich ungefähr proportional zur Vergrößerung des Wertes der
Bewehrungsstärke ßsfi. Im Fall der symmetrischen Bewehrung wird das maximale

Bruchmoment — unabhängig von ßsfi — unter der Normalkraft —^ ^0,5
Op od

(s. Fig. 7 (a)) erreicht.
2. Die Krümmung im Bruchzustand BBr bei einer bestimmten Bewehrungsstärke

ßsfi vermindert sich bei Vergrößerung der Normalkraft sehr stark
(s. Fig. 7 (b) und 7 (c)).

3. Der Biegemoment-Krümmungsverlauf wendet sich stark im Punkt [SZm Fl],
d.h. beim Erreichen der Fließspannung in der Zugbewehrung. Dabei entsteht
ein plastisches Gelenk (s. Fig. 7 (c)). Die Krümmungsdifferenz A0 (0B>Br —



208 M. YAMADA - H. KAWAMURA

0Sz m) zwischen der Krümmung 0Sz Fl im Punkt [£z Fl ] (Fließbeginn der
Zugbewehrung) und der Krümmung 0B'Br im Punkt [BBr] (Zerstörung des

Betons am Druekrand), vermindert sich mit zunehmender Normalkraft sehr

stark. Unter der Axiallast —7-^^0,5, d.h. im Schnittpunkt der [JS^r]-Kurve
Opbd

(Bedingung der Zerstörung des Betons am Druckrand) und der [Sz ^J-Kurve
(Bedingung für Fließbeginn der Zugbewehrung) wird diese Differenz A 0 Null
(s. Fig. 7 (a)). Für eine über diesem Wert liegende Axiallast entsteht kein
plastisches Gelenk im obenerwähnten Sinn mehr, da der Betonbruch vor dem
Fließen der Zugbewehrung eintritt.

Für —r-7>0,5 wird der Krümmungszuwachs im Punkt [S'DFl]
(Fließbeginn der Druckbewehrung) etwas vergrößert; man spricht daher vom
Entstehen eines pseudo-plastischen Gelenkes (s. Fig. 7 (c)). Unter konstanter
Normalkraft N/N0 ist eine starke Verminderung der Krümmung mit
zunehmender Bewehrungsstärke ßsfi feststellbar. Die Beziehung zwischen dem Wert
A0d (0B>Br — 0Sz und der Bewehrungsstärke ßsfi ist in Funktion des

Parameters N/N0 aus Fig. 8 ersichtlich.
4. Den Drehwinkel, den ein Stahlbetonstab infolge der Bildung eines plastischen

Gelenkes erhält, kann man näherungsweise durch das Produkt des

Wertes A 0 mit der Länge des Gelenkbereiches darstellen. Wenn für die Länge
des Gelenkbereiches der Wert der Stabhöhe d angenommen wird, zeigt der
Wert A 0d in Fig. 8 direkt den Drehwinkel des plastischen Gelenkes des
Stahlbetonstabes. Nach den bisherigen Versuchsergebnissen fließt die Zugbewehrung

nicht immer gleichmäßig über die ganze Länge des Gelenkbereiches,
sondern nur örtlich, auf eine begrenzte kleinere Länge konzentriert. Für die
Umrechnung dieser konzentrierten Fließdehnung in eine über eine bestimmte
Länge verteilte mittlere Dehnung wurde die Länge des Gelenkbereiches (oder
die imaginäre Fließlänge der Zugbewehrung) gleich wie in den bisherigen
Aufsätzen [1] [2] [3] angenommen. Der sich daraus ergebende Drehwinkel kA0d
des Stahlbetonstabes ist in Fig. 8 durch gestrichelte Linien dargestellt.

4. Beziehungen zwischen Lasten und Durchbiegungen

4.1. Vorbemerkungen zur Analyse

Die Beziehung zwischen einer Querbelastung P und der Durchbiegung 8

eines einfach gelagerten Stahlbetonstabes unter konstanter Normalkraft N
(Fig. 9) kann nach der Theorie zweiter Ordnung mittels der oben beschriebenen
Beziehung zwischen Biegemoment und Krümmung abgeleitet werden.

Zuerst wird die Beziehung zwischen Biegemoment und Krümmung durch
einen Streckenzug (Fig. 10) angenähert. Für jede Stufe besteht zwischen
Biegemoment und Krümmung ein linearer Zusammenhang. Auf der letzten Stufe
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entsteht ein plastisches Gelenk, wobei angenommen wird, daß sich die Krümmung

unter dem konstanten Biegemoment Mu um A 0 vergrößert.
Ferner wird vorausgesetzt, daß die Differentialgleichung der Durchbiegungskurve

ebenfalls linear ist und daß vor der Bildung eines plastischen Gelenkes
der Krümmungsradius der Stabachse mit dem Krümmungsradius der Nullinie
übereinstimmt. Durchbiegungskurve sowie Neigung und Krümmung der
Durchbiegungskurve sollen kontinuierlich verlaufen.

Aid,ipPl A$d(-(iBBr-$SzR)d)

—-cpPl(=k-A$d)

_Xni(SzFi)-Xni(B'Br,)

**]!-¦*]! =0.1000.070

w 1

0.060 ^-kd

x0.050

ON^

0.040

0.030

0.020 *r\
0.010

l3Not^
0.2 03 0.4 0.5 ßs|i£ßs|j!)

Fig. 8. Beziehung zwischen plastischem
Drehwinkel und Bewehrungsstärke ßs /x.

4,
V2L fcL

-N

Fig. 9. Querbelasteter Stahlbetonstab unter
Normalkraft N.

Mu

SMn

Mi-1

M0*
j0SH ii iu(= *wa$)

Fig. 10. Angenäherter Biegemoment-
Krümmungsverlauf.

Nach der Entstehung des plastischen Gelenkes dreht sich der Gelenkbereich

um
9jiL lzA0, (10)

wobei lz die Länge der Zugbewehrung im Gelenkbereich (s. Fig. 8) bedeutet.

4.2. Verfahren für die Berechnung der Durchbiegung

In Fig. 11 ist die Belastungsanordnung des Stahlbetonstabes dargestellt.
Im Punkt [n] (Stabmitte) wirkt die Querbelastung Pn; das Moment in diesem
Punkt beträgt Mn. Das Moment Mi im beliebigen Punkt [i] ist kleiner als

Mn; das folgende Moment Mi_x im benachbarten Punkt [i — 1] ist kleiner als

Mt.
Die Differentialgleichung der Durchbiegungskurve zwischen den Punkten

[i] und [i — 1] ergibt sich zu

d2y
dx2 -a^Ny + ^+b, (11)
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darin bedeuten Xi_x^X^X{,

und ai,bi>0.
Mit k} atN
erhält man 0 Aisin(kix + Bi)

und dy —»cos^+adS«)--2N'

Ai und Bi sind Integrationskonstanten.

N-

Pn

^ »yi-1 yn 6n
[* Xj-1 J

-ftL

P
AM
L
Rn
Pu
Pn

Fig. 11. Durchbiegungskurve. R

Fig. 12. Beziehung zwischen Querlast P p
und Durchbiegung 8.

S

7
tJ^-L

(12)

(13)

(14)

6 6j-i 6j 6n 6m Öu(=6m+A6) 6

Wenn die Funktionen für 0 und -^ an den Stellen [0], [i — 1] und [n] kon

tinuierlich verlaufen, ergeben sich folgende Kompatibilitätsbedingungen:

An der Stelle 0: x0 y0 0, M0 0, 0O 0

und für Ax =f= 0 muß

Bx 0 sein.

Ander Stelle [i-1] gilt:

*i_i At_x sin (^_! ^_x + Bt_x)

^Alsin(kixi_x + Bi),

IM
\dxjX=Xi-\

A- P
~fc cos (ki-1 xi-l + *>i-l) ~ 2^
A P
-^cosfax^ +Bt)-^.

An der Stelle [n] gilt:
$n=^sin(Ä^n + £J,

IM =-4n
\dxjx=Xn kn

cos(knxn + Bn)- 2N 0,

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

wobei "£*>. '
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Zuerst wird die Annahme für Pn getroffen. Damit können die oben
abgeleiteten Gleichungen auf iterativem Weg gelöst werden, wobei ein Näherungswert

für Pn gewonnen wird. Wenn dieser Wert Pn in die Gleichung

Mn Nyn+^~. (20)

eingesetzt wird, erhält man yn, d.h. 8n. Führt man diese Berechnung mit n
von 1 bis m weiter, so erhält man die Beziehung zwischen P und 8 bis zum
Entstehen des plastischen Gelenkes.

Nach der Entstehung des plastischen Gelenkes ergibt sich der Zuwachs
A 8 der Durchbiegung zu

T ~ T 7 A rh
(21)

(22)

(23)

Mit der beschriebenen Methode erhält man die Beziehung zwischen P und 8

(Fig. 12).

5. Versuche

5.1. Versuchsmethoden

Die Versuche wurden mit einer in die Prüfmaschine eingebauten
Belastungseinrichtung (Fig. 13 und 14) durchgeführt.

Die Querbelastung P wird von einer Ölpresse mit elektrischer Meßdose

aufgebracht; die von der Prüfmaschine erzeugte Axiallast XN0 wird konstant
gehalten. Die Messung der axialen Verkürzung 82 und der Durchbiegung 8X

erfolgte mit Meßuhren. Die Verteilung der Dehnungen und Stauchungen wurde
in Säulenmitte durch nebeneinander angeordnete Dehnungsmeßstreifen (Meß-
länge 65 mm) gemessen. Diese Dehnungsmeßstreifen wurden, unmittelbar
unter der Last P, auf der Seitenoberfläche angebracht. Es wurde große Sorgfalt

auf die Ölkontrolle der Hauptprüfmaschine verwendet, um die Axialkraft
XN0 stets konstant zu halten.

5.2. Versuchskörper und Versuchsreihe

Der Querschnitt der Versuchssäulen betrug 16x16 cm bei einer Länge
von 160 cm (Spannweite 2x70 cm). Fig. 15 zeigt eine Versuchssäule mit der
entsprechenden Bewehrungsanordnung. Die Versuchsreihen sind in Tafel 2

zusammengestellt.
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sa m-
6i

±LW

i r
Fig. 13. Versuchseinrichtung.

40 40 40

Fig. 15. Versuchssäulen.
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Fig. 14. Versuchseinrichtung (Photo).

Diese Versuchsreihen wurden entsprechend ihrem Bewehrungsanteil fj. in
vier Reihen unterteilt: <71/2(^ 0,50%), 01(^=1,04%), C3/2(iu,= l;57%) und
C2 (/u, 2,22%). ju. stellt dabei den Bewehrungsanteil einer Querschnittsseite
dar; die gesamte Längsbewehrung beträgt 2(i.

Jede Reihe wurde, entsprechend der Axialdruckkraft N, in fünf Gruppen
unterteilt:

lAoe0: Säule unter zentrischer Axialkraft ohne Querbelastung (P 0)

(mittig gedrückte Säule).

2/3N0e 1: Säule unter konstanter Axialkraft von 2/3 der Tragkraft (Bruchlast)
bei zentrischem Druck. Einseitige Querbelastung P.

1/3 iV0 e 1: Säule unter konstanter Axialkraft von 1/3 der Tragkraft (Bruchlast)
bei zentrischem Druck. Einseitige Querbelastung P.

1/6 A0 e 1: Säule unter konstanter Axialkraft von 1/6 der Tragkraft (Bruchlast)
bei zentrischem Druck. Einseitige Querbelastung P.

0 N0e 1: Säule ohne Axialkraft (A 0). Einseitige Querbelastung P (einfache
Biegung).

Ein Teil der Versuchsreihe C1 diente dazu, den Einfluß der Bügelabstände
auf die plastische Verformungsfähigkeit zu untersuchen (in Tafel 2 mit *

gekennzeichnet und in Fig. 15 unten gezeigt).
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Tafel 2

Säule

Beton Stahl Bewehrungs-
stärke

Normal-
kraft

op
kg/
cm2

BOTr.

kg/
cm2 /o

SOPI.

kg/
cm2

ßs/x —

vi
N
ton

N
opbd

RCiC1^: INoeO 220 22,2 4-0 9 0,50 3200 0,072 0,153 60,0 1,065

RC : Ci/2 : 2/3^0 e 1 220 22,2 4-0 9 0,50 3200 0,072 0,153 40,0 0,710

RC : C1/2 : 2/3iVo e w 265 22,3 4-0 9 0,50 3200 0,060 0,153 40,0 0,590

RC : C1/2 : Vs ^0 e 1 220 22,2 4-0 9 0,50 3200 0,072 0,153 20,0 0,355

i?<7: Ci/2: 1/3N0ew 265 22,3 4-0 9 0,50 3200 0,060 0,153 20,0 0,295

JSCiCi/a-i/eiVoel 218 23,4 4-0 9 0,50 3200 0,073 0,153 10,0 0,179

RC:C1/2:1/6N0ew 236 26,6 4-0 9 0,50 3200 0,067 0,153 10,0 0,166

RC:C^2:ONoe 1 218 23,4 4-0 9 0,50 3200 0,073 0,153 0 0

i?C : (7 1 : 1 N0 e 0 186 21,4 4-0 13 1,04 3070 0,172 0,166 66,0 1,390

i?<7 : C 1 : 2/3 iV0 e 1 186 21,4 4-0 13 1,04 3070 0,172 0,166 44,0 0,925

2?C : (7 1 : 2/3 JV0 e w 208 21,6 4-0 13 1,04 3070 0,154 0,166 44,0 0,828

RC :C l:i/3 N0el 186 21,4 4-0 13 1,04 3070 0,172 0,166 22,0 0,462

RC : C 1 : 1/3 -A7o e w 208 21,6 4-0 13 1,04 3070 0,154 0,166 22,0 0,414

ÄC : (7 1 : i/6 iV0 e 1 218 23,4 4-0 13 1,04 3070 0,147 0,166 11,0 0,198

i?<7 : (7 1 : i/6 No e w 218 23,4 4-0 13 1,04 3070 0,147 0,166 11,0 0,198

RC:Cl:0N0el 218 23,4 4-0 13 1,04 3070 0,147 0,166 0 0

RC : (73/2 : 1/3 No e 1 256 20,4 4-0 16 1,57 3205 0,197 0,175 30,0 0,458

RC : <73/2 : 1/eN0 e 1 256 20,4 4-0 16 1,57 3205 0,197 0,175 15,0 0,229

RC:C2:i/3N0e 1 256 20,4 4-0 19 2,22 3166 0,274 0,185 33,0 0,504

RC:C2:i/6Noel 256 20,4 4-0 19 2,22 3166 0,274 0,185 16,5 0,252

RC:Cl:2/3Noe 1* 256 20,4 4-0 13 1,04 3070 0,124 0,166 44,0 0,671

RC:Cl:i/3N0e 1* 249 25,5 4-0 13 1,04 3070 0,128 0,166 22,0 0,345

RCiGl'.i/eNoel* 249 25,5 4-0 13 1,04 3070 0,128 0,166 11,0 0,173
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Die Festigkeitseigenschaften der Baustoffe sind ebenfalls aus Tafel 2

ersichtlich. Es wurde eine Betonmischung 1 : 2,55 : 3,34 mit W/C 0,60
verwendet. Für die Bewehrung wurde Rundstahl verwendet.

EJ<

W)

76b
20-

°ton)

3P0-

765
RC ci *feN0e

t•D. 25 25 25 ^IOjJOjJOjJDJOJQjJOjIL,
— 165 -

Fig. 16 (a). Dehnungsverteilungen in
Axialrichtung, Versuchsergebnis von RC : C 1 :

i/3 N0 e 1*.

£7<
ton-40

-10 ton)

<JP

RC C1 «fe N0e

30 .i,10.|iO.|JOr|jO_[10,|.8

Fig. 16 (b). Dehnungsverteilungen in
Axialrichtung, Versuchsergebnis von RC : C 1 :

i/eiVoel*.
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Fig. 17 (a). Beziehung zwischen
Biegemoment und Krümmung der aus Fig. 16 (a)
erhaltenen Versuchswerte im Vergleich zu
den analytischen (gerechneten) Werten

voni?(7: (71 :i/3JV0e 1*.

0020 "fd

Fig. 17 (b). Beziehung zwischen Biege -

moment und Krümmung der aus Fig. 16 (b)
erhaltenen Versuchswerte im Vergleich zu
den analytischen (gerechneten) Werten

von RC : C 1 : i/o ^o e 1*.
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Fig. 18. Meßergebnisse der Beziehungen zwischen Querbelastung P und Durchbiegung 8

im Vergleich zu den analytischen (gerechneten) Werten (Z. R.: Entstehung der ersten
Zugrisse auf der Betonoberflache, D.R.: Entstehung der ersten Druckrisse (lamellen¬

artig) auf der Betondruckoberflache).

5.3. Versuchsergebnisse

Die Meßergebnisse der Dehnungs- und Stauchungsverteilung in Axialrieh-
tung (Dehnungsmeßstreifen auf der Seitenoberfläche des Betons) sind für die
Versuche RC.Cl: Vs^V l * und R C : G 1 : Ve^oe l * in den FiS- 16 (a) und
16 (b) dargestellt. Die Beziehung zwischen Biegemoment und Krümmung, die
aus den Dehnungs- und Stauchungsmessungen durch Ausgleich mit der
Methode der kleinsten Quadrate gefunden wurde, ist in den Fig. 17 (a) und
17 (b) dargestellt. Die gestrichelte Linie stellt die, nach Abschnitt 3 dieses

Aufsatzes, analytisch ermittelte Beziehung dar (r]x 7^ 0,170).
Fig. 18 zeigt die Meßergebnisse der Beziehung zwischen Querbelastung P

und Durchbiegung 8X. An der Stelle Z.R. sind die ersten, von Auge sieht-
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baren, Zugrisse an der Betonoberfläche entstanden (Haarrisse) und im Punkt

D.R. bildeten sich die ersten lamellenartigen Druckrisse an der Betondruckoberfläche

(s. Fig. 20).
Die gestrichelte Linie in Fig. 18 stellt die analytisch ermittelte Beziehung

zwischen P und 8 dar. Zuerst wurde die Beziehung zwischen - 7^ und <P dM
apbd2

(für yll r)x 0,170), nach Abschnitt 3, berechnet und anschließend mit der

in Abschnitt 4 dargestellten Methode die Beziehung zwischen P und S berechnet.

Z.R. entspricht dem Punkt, in dem die Betondehnung an der Oberfläche

den Wert BeTr= 0,00015 erreicht; im Punkt Z.F. erreicht die Zugbewehrung
den Wert ^e^ 0,0015 und im Punkt D.R. wird die Betonbruchstauchung

Beßr 0,0040 erreicht. Fig. 19 zeigt den elasto-plastischen Verformungsvorgang

der Stahlbetonsäule RC :C1I2- 1ls^oe^-

*

%

t m '

(Ion) ^=2 H=3DHZahgkeits- U=1

T ^r5 ^r6 n=7
faktor

Z.R \L-B

RCXlfcl'feNe

D05 006 007 D.08' r>? ¦ 0 04jT
M.=0

009 010
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Fig. 19.

5.4. Überlegungen zu den Versuchsergebnissen

Die nach den Abschnitten 3 und 4 analytisch ermittelten Werte (gestrichelte

Linien) stimmen mit den Yersuchsergebnissen (ausgezogene Linien) für die

Beziehung zwischen Querbelastung und Durchbiegung ziemlich gut überein.

Sie entsprechen den Eigenschaften eines elasto-plastischen Verhaltens.

Nur die Versuchswerte aus der Querbelastung (Biegewiderstand) waren

ziemlich größer als die entsprechenden theoretischen Werte. Möglicherweise

wurde diese Vergrößerung durch den Reibungswiderstand der Kugelauflager
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verursacht, deren Durchmesser ziemlich groß gewählt wurde, um die
Einführung der großen Normalkraft N zu erleichtern und um den Drehmittelpunkt

mit den Seitenbiegeauflagern gut übereinstimmen zu lassen. Darüber
haben die Verfasser noch weitere Versuche mit kleinen Rollenauflagern und
kleinem Reibungswiderstand durchgeführt. Darüber wird in einem späteren
Aufsatz berichtet.

Zusriß

1

-»—• W^
•<-f f~?>t>l»fcVrtiMit!t

Druckriß I > i' 11 < • k i i I -'>

Fig. 20.

6. Schlußbemerkungen

Um die elasto-plastischen Biegeformänderungseigenschaften querbelasteter
Stahlbetonsäulen unter konstanter Axialbelastung zu erklären, wurde zuerst
gezeigt, daß der Zusammenhang zwischen Biegemoment M, Normalkraft K
und Krümmung <$> eines Stahlbetonquerschnittes als räumliche Fläche (Fig. 6)

(abhängig vom Parameter ß.u) im Koordinatensystem —r-R-, -^n und <t>d
opüd- Opbd

dargestellt werden kann. Fig. 7 (a) zeigt die Projektion dieser Fläche auf die
M N v
bd-, ~ rVf;"EDene- Fi§- 7 (D) zeigt die Projektion auf die -^-«Jd-Ebene und

Fig. 7 (c) zeigt die Projektion auf die o-^-0d-Ebene. Für den Parameter ßs!u.

wurden Werte von 0,10 bis 0,50 gewählt. Das elasto-plastische Verhalten an
den Spannungsgrenzpunkten (Fig. 4 und 5) ist besonders gut aus Fig. 7 (a) für
beliebig kombinierte Belastungszustände M und N ersichtlich.

Mit der dadurch erhaltenen Beziehung zwischen Biegemoment und Krümmung

.1/
(a b .a-^(") wurde eine analytische Methode zur Berechnung der

Beziehung zwischen Querbelastung und Durchbiegung entwickelt. Die Versuche
wurden mit der in den Fig. 13 und 14 dargestellten Versuchseinrichtung
durchgeführt. Es wurden vier Versuchsreihen mit den einseitigen Bewehrungsanteilen

0,50%, 1,04%. 1,57% und 2,22% geprüft. Jede Reihe wurde —
entsprechend der Größe der wirkenden Normalkraft (V Vn. 2/3V0, 1/SN0,
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1IqN0, 0) — in fünf Gruppen unterteilt. Die Fig. 17 und 18 zeigen eine ziemlich
gute Übereinstimmung der Versuchsergebnisse mit den analytischen Werten.
Diese Figuren zeigen, daß die analytische Methode dem elastoplastischen
BiegeverformungsVorgang ziemlich gut zu folgen vermag.

Aus der Beziehung; zwischen —=-35- und 0d ist klar ersichtlich, daß eineö opbd2

Vergrößerung der Normalkraft und der Bewehrungsstärke die Drehfähigkeit
plastischer Gelenke stark vermindert (s. Fig. 8). Diese Tatsache spielt eine

wichtige Rolle bei der Bruchanalyse von Stahlbetonbauwerken, insbesondere
bei der Anwendung des Traglastverfahrens*) ([1] bis [15]).

Diese Untersuchungen bilden die Grundlagen eines später erscheinenden
Aufsatzes über wechselseitige Biegung unter Axiallast.

Für die freundlicherweise gelieferten Versuchsmaterialien sowie für die

Unterstützung der Lehrstuhlangehörigen möchten die Verfasser der YAWATA
Eisen & Stahl AG, Tokio, und der OSAKA-Zement AG, Osaka, ihren herzlichen
Dank aussprechen.
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Zusammenfassung

Für den Stahlbetonrechteckquerschnitt wurde der Zusammenhang zwischen
Biegemoment, Normalkraft und Krümmung analytisch ermittelt. Dieser
Zusammenhang ist abhängig von den Festigkeitseigenschaften von Stahl und
Beton, vom Armierungsgehalt und der geometrischen Lage der Bewehrung.
Die analytisch gefundenen Momenten-Krümmungsbeziehungen wurden für die

Berechnung der Durchbiegungen querbelasteter, axial gedrückter Stahlbetonsäulen

verwendet. Die Berechnung zeigt ziemlich gute Übereinstimmung mit
den Versuchsmessungen.

Summary

An analytical study has been made of the relationship between bending
moment, normal force and curvature for a reetangular section of reinforced
concrete. This relationship is dependent upon the strength characteristics of
the steel and the concrete, and upon the steel content and the position of the
reinforcement. The relationships found between the moments and the curva -

tures were used for calculating the deflections of reinforced concrete columns
under lateral loading and subjected to an axial stress. The calculation shows
remarkable agreement with the results of measurements.

Resume

On a etudie analytiquement la relation entre moment de flexion, force
normale et courbure pour une section reetangulaire de beton arme. Cette
relation est fonetion des proprietes de resistance de l'acier et du beton, de la
teneur en acier et de la Situation de l'armature. On a utilise les relations trouvees
entre les moments et les courbures pour le calcul des fleches de colonnes en
beton arme chargees lateralement et soumises a un effort axial. Le calcul
montre une concordance remarquable avec les resultats des mesures.
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