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Elasto-plastische Biegeforminderungen der Stahlbetonsiulen und
-balken (einseitige Biegung unter Axiallast)

Elasto-plastic Bending Deflections of Reinforced Concrete Columns and Beams
(One Way Bending under Axial Force)

Déformations élasto-plastiques de flexion de colonnes et de poutres en béton armé
( Flexton uniaxiale soumise & force axiale)

M. YAMADA H. KAWAMURA
Prof. Dr. Ing., Univ. Kobe, Japan Dipl. Ing., Univ. Kobe, Japan

1. Einleitung

Der Verfasser hat die plastische Formadnderungsfahigkeit des Stahlbetons
schon frither versuchsméBig nachgewiesen und fir die Berechnung eine
Niaherungsmethode entwickelt [1] [2] [3].

In diesem Aufsatz werden, um die elasto-plastischen Biegeform#dnderungs-
eigenschaften der Stahlbetonsdulen noch genauer und ausfithrlicher zu erfassen,
zuerst die verallgemeinerten Interaktionskurven (Interaction-Curve) zwischen
Biegemoment und Normalkraft eines Stahlbetonquerschnittes dargestellt und
die diesen Kurven entsprechenden Kriimmungen erldutert. Es wird dadurch
moglich, den elasto-plastischen Biegemoment-Kriimmungszusammenhang
unter beliebiger Normalkraft zu finden. Der Einflu der Normalkraft und der

SOF1.
Ip

Bewehrungsstirke S, ,u( = p) auf das Kriimmungsverhalten ist daraus

ersichtlich. Dieses Vorgehen ermdglicht die elasto-plastischen Durchbiegungen
zu erfassen. Es wurde eine Reihe von Versuchen durchgefithrt und die in der
beschriebenen Weise analytisch ermittelten Werte mit den entsprechenden
Versuchsmef3werten verglichen.

2. Yorbemerkungen

2.1. Annahmen

Zur Vereinfachung werden folgende Annahmen getroffen:
1. Giiltigkeit der Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte (Hypothese
von Bernoulli-Navier). Streng genommen ist diese Hypothese fiir den Stahl-
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betonquerschnitt unter hoheren Spannungen nicht mehr zutreffend, da der
Haftwiderstand zwischen Beton und Bewehrung teilweise verloren geht (Rif3-
bildung). Wenn der Verformungszustand des Stahlbetons aber nicht ortlich
an einzelnen Stellen, sondern durchschnittlich iiber eine gréBere Linge be-
trachtet wird, darf diese Annahme getroffen werden. Der EinfluB der Schub-
spannungen und den dadurch entstehenden Schubverformungen wird vernach-
lassigt. Spannungsverteilung und Dehnungs- (Stauchungs-) Verteilung werden
gemif3 Fig. 1 angenommen.

e’ g’
i ok e
Tmd | o —— -
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d Xmd - " SR Fig. 1. Spannungs-Dehnungs-
L4 L N s verteilung im Stahlbetonquer-
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1 1P__ B€ SHfAL.
b —

2. Die Spannungs-Dehnungsbeziehung des Betons wird, die Fig. 2 zeigt,
durch ein elasto-plastisches (bi-lineares) Verhalten vereinfacht. Als Beton-
festigkeit des Querschnittes wird die Prismenfestigkeit — in diesem Fall mit
o, =2 200 kg/cm? — angenommen. Die iibrigen Kenngroflen werden wie folgt
angenommen:

BetonflieBstauchung zez = 0,0015,
Betonbruchstauchung geg, = 0,0040,
To B, = 0,00015, 1

Betontrennfestigkeit (Betonzugfestigkeit) zor,, =159

Betontrenndehnung  gep, =

Der Betonzugwiderstand wird bis zum Erreichen der Betondehnung zep, =
0,00015 am Zugrand beriicksichtigt und nachher vernachlissigt.

o]

0 o
opl SYFL
Fig. 2. Spannungs-Deh- Bg:: o Fig. 3. Spannungs-Deh-

R /P Er €
nungsverlauf des Betons. g€, nungsverlauf des Stahls.
OH

3. Der angenommene Spannungs-Dehnungsverlauf des Stahls verlduft ideal
elasto-plastisch (Fig. 3). Als Zug- bzw. DruckflieBspannung der Bewehrung
werden oz = g0 = 3000 kg/cm? angenommen. Die Zug- bzw. Druckflie3-
dehnungen betragen gez; = gez; =0,0015.

4. Als Bruchkriterium wird die Betonstauchung am Druckrand gep, =
0,0040 betrachtet. Eine Instabilitit der Druckbewehrung vor dem Eintreten
dieser Randstauchung wird ausgeschlossen. In diesem Aufsatz wird mit fol-
genden Werten fiir Lage und Grofle der Bewehrung gerechnet:
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Lage der Bewehrung 7, = n/d = 5 = 7'/d = 0,1,

Bewehrungsstirke
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Bsp = Bip' =0,1,0,2, 0,3, 0,4, 0,5.

2.2. Bezeichnungen (s. Fig. 1)

Hohe des Stahlbetonquerschnittes
Breite des Stahlbetonquerschnittes
Lage der Zugbewehrung

Lage der Druckbewehrung

Lage der Nullinie
Zugbewehrungsfliche
Druckbewehrungsfliche

Zugbewehrungsanteil

Druckbewehrungsanteil

Betondruckfestigkeit (Prismenfestigkeit)
Betonzugfestigkeit (Trennungsfestigkeit)

FlieB- oder Streckspannung der Zugbewehrung
FlieB3- oder Streckspannung der Druckbewehrung
Betonfliestauchung .
Betonbruchstauchung

Betontrenndehnung

FlieB3- oder Streckdehnung der Zugbewehrung
Flief3- oder Streckdehnung der Druckbewehrung
Betondehnung am Zugrand

Betonstauchung am Druckrand

Dehnung der Zugbewehrung

Stauchung der Druckbewehrung

Zugbewehrungsstirke

Druckbewehrungsstirke

Biegemoment um die Schwerachse des Querschnittes
Normalkraft (in Schwerachse wirkend)
Bruchmoment unter N =0

Bruchnormalkraft unter M =0

Kriimmung

@ (=kd A4 D) Drehfahigkeit des plastischen Gelenkes

2.3. Spannungsgrenzpunkte

Am Druck- bzw. Zugrand des Betons und auf der Héhe der Druck- bzw.
Zugbewehrung konnen beziiglich der Baustoffe folgende Spannungsgrenz-
punkte unterschieden werden (s. Fig. 4):
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Ursprungsstellen (Dehnungsnullpunkte)

Trenndehnungsstelle des Betons am Zugrand
Trenndehnungsstelle des Betons am Druckrand
FlieBstauchungsstelle des Betons am Zugrand
FlieBstauchungsstelle des Betons am Druckrand

ZugflieB- (Zugstreck-) Dehnungsstelle der Zugbewehrung auf
der Zugseite

ZugflieB- (Zugstreck-) Dehnungsstelle der Druckbewehrung auf
der Druckseite

Druckflie- (Druckstreck-) Stauchungsstelle der Zugbewehrung
auf der Zugseite

DruckflieB- (Druckstreck-) Stauchungsstelle der Druckbeweh-
rung auf der Druckseite

Druckbruchstauchungsstelle des Betons am Druckrand

Die Stelle der Betonstauchung am Zugrand, bei der !/; der
BetonflieBstauchung erreicht wird

Die Stelle der Betonstauchung am Druckrand, bei der !/, der
BetonflieBstauchung erreicht wird

Die Stelle der Betonstauchung am Zugrand, bei der 2%/, der
BetonflieBstauchung erreicht wird

Die Stelle der Betonstauchung am Druckrand, bei der 2/, der
BetonflieBstauchung erreicht wird
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- Fig. 4. Spannungsgrenzpunkte der Bau- Fig. 5. Dehnungsverlauf, entsprechende
stoffe in einem Stahlbetonquerschnitt. Spannungsverteilung und Spannungsgrenz-

punkte in einem Stahlbetonquerschnitt.

3. Beziehungen zwischen Biegemoment M, Normalkraft [V und Kriimmung ¢

3.1. Verallgemeinerte Interaktionsfliche zwischen M, N und @

Um die verallgemeinerte Interaktionskurve zwischen Biegemoment M und
Normalkraft N und die Beziehungen dieser Kurve zu den Kriimmungen zu
veranschaulichen, wurde in Fig. 5 an einem Stahlbetonquerschnitt eine belie-
bige Dehnungsverteilung angenommen. Die Spannungsgrenzpunkte sind eben-

falls aus Fig.

5 ersichtlich. Die Normalkraft N und das Biegemoment M sind
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nun von der Kriimmung @ abhingig. Fir M und N ergeben sich folgende
Ausdriicke:

b = KoBew' + K Bp+Kptw, —Kpd L1 —Kpi iy, (1)

M !’ ’ ’ 4 ’
bd?2 = (%—_7)1) Ksﬁs:u’ _(%_7)1) KSBSM+(%_%‘Z'TL1) KB%xnl (2)

— (-3 Kp3 i+ G+500) Kt o

Mit den Vorzeichen (+) fiir Stauchungen und (—) fiir Dehnungen.
Es bedeuten:

,SQ

%Q

Cn1=xn1'—1’ (3)
€
€p1=xn1_@iﬂé’7 (4)
Dehnungsverteilungen giiltig
in (s. Fig. 4):
7 €’ ’ ’
K, = i, = GSG =—1 :~[8z.m]
SEFL Fl
1 ' , 3
=—(x,,—n) Pd i Sz @] ~I[8Sp.ml; (5)
€F.
=+1 : [S’D Fl] ~,
K, = s€ 8¢ _ ~[S, ],
SE€FI. €F1
1
= ;l’ @, —14+7)Pd:  [Sz m]~I[8p.ml (6)
=+1 : [Sp.m]~
K39= BE€ — BE€ —0 :N[B(;],
BEFI €r1. (7)
1 !’ ’
= "“_‘xn1¢ d : [BO] ~ [BBr.] s
€77
Kp=-55 = 25 _ g  ~[By].
BEFI. €F1. (8)
1
=—(@,-1)®d  : [B] ~I[Bpml,
FlL.
(=22 ——0a) : Bp, (8
Fl.
Ky =Kp—1 =  ~[Bj], o
=Kp—1 : [Bwm] ~I[Bg.].

Die Kriimmungen @d, sowie Nullinienverhiltnis z,, fiir den beliebigen
Dehnungsverlauf zwischen zwei Spannungsgrenzpunkten, sind in der Tafel 1
zusammengestellt.
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Als Beispiel betrachten wir einen Fall, bei dem der Dehnungsverlauf durch
den Spannungsgrenzpunkt [B%,.] geht, d.h. die Betonstauchung am Druck-
rand erreicht dabei gerade die Bruchstauchung gep, =0,004.

Wihlt man nun den Wert @ d im Bereich pej, <Pd < Be%tﬂ , so muB} der
: p——

Dehnungsverlauf durch den Drehmittelpunkt [B%, ] gehen und zwischen den
Spannungsgrenzpunkten [S, 5] und [B,] liegen. Die Nullinie ist angegeben

BEBr.

@d
Aus den Gleichungen (3) und (4) ergibt sich {,; =x,; —1und {,, =2, —;LC’Z'.

durch z,, = Der Dehnungsverlauf liegt zwischen B%,. S, 5 und By, B,.

Aus den Gleichungen (5) und (9) ergibt sich

1 1
Ki=+1, K,=—(@,,—1+m)Pd, Kp=-—u,Pd, Ky=90
EFl. GF[.
1
und Ky=Ky—-1=—z,Pd-1.
€F1.

Setzt man diese Beziehungen in die Gleichungen (1) und (2) ein, so ergibt sich
das Biegemoment M und die Normalkraft N als Funktion der Kriimmung im
oben genannten Bereich:

N 1
obd =BT @l qsd,es,hLF iz,
1 1 EFI
(e ®d=1)3(ma-g5):
M 1 N, , 1 1
W = (5—’71)/53# (5—771)61” (X1 —1+7)PdBp
1 1 1
+(§_§xn1)axn1@d§xnl

1 1 €. 1 1 €.
‘%‘5@“ @d”( Tn1 P - )z@“'aﬁy

Wenn man die Werte von ger;, gep, ., s€m, und gep; in diese Gleichungen

M
oab & und die Normalkraft b - des

Stahlbetonquerschnittes nur von seinen Kennwerten 7;, 7y, Bu und Bap
abhingig. Fir gegebene Kennwerte »,,7;’,Bsp und B¢’ p’ ist der Zusammen-
hang zwischen Biegemoment M, Normalkraft N und Krimmung @ des Stahl-

betonquerschnittes durch eine kontinuierliche rdumliche Kurve im Kartesi-
N

M
opbd?’ apbd
Fiir alle andern Spannungsgrenzpunkte ergeben sich dhnliche Beziehungen.
Im allgemeinen bilden das Biegemoment M, die Normalkraft N und die

Krimmung @ eines Stahlbetonquerschnittes eine kontinuierliche rdumlich

einsetzt, dann sind das Biegemoment

schen Koordinatensystem mit den Achsen und @d gegeben.
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[
¢dy

30

Fig. 6. Interaktionsfliche eines Stahlbetonquerschnittes im Koordinatensystem von
Biegemoment, Normalkraft und Krimmung.

M X und
opbd2’ opbd M
®d abhingig von den Kennwerten des Querschnittes n,, n;, B.p und Biu’
(s. Fig. 6).

gekriimmte Flache im Koordinatensystem mit den Achsen

. . M N
3.2. Bezzekungen zwischen bdE und b
Mit der obenerwihnten Methode konnen die Werte von e _Ul\; 3 und
» D

®d an allen Spannungsgrenzpunkten berechnet werden. In Fig. 7 (a) sind diese

%2— und —Nb—d dargestellt. Diese Kurven sind die Pro-
Op Op

jektionen der oben beschriebenen raumlichen Kurven auf die Ebene mit den

M N .. . . . .
und . Die in dieser Figur eingetragenen Kurvenbezeich-
apbd? opbd

nungen entsprechen dem als Drehmittelpunkt des Dehnungsverlaufes benutz-
ten Spannungsgrenzpunkt (Fig. 4 und 5).

Beziehungen zwischen

Koordinaten
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N
Orbd
Fig. 7.1 (a). Beziehung zwischen Biegemoment
-%—-und Normalkraft N (Interaktionskurve
opbd? apbd
zwischen Biegemoment und Normalkraft) mit 100 |-
BS/‘L:O>10'
M 050
Opbd
1.00 B\ B
N7 2N - K
/%o ,/3 i Psit =Bspt =0100 0
, Bgr., ,
0500\ A%, . (M="i=0100) Bsh=Bsit =010
| @7 <—hNo ("M== 0.100)
— 1
0 | 1 1 1 —
S F—
= 0.005 0010 0015 0020 0025 0030 0035 éd
(]
. . . N .. .
Fig. 7.1 (b). Beziehung zwischen Normalkraft bd und Krimmung #d mit Bsp=0,10.
Op

X4

ko
o
o 5
o

0.10

SbA.

0

Fig. 7.1 (c). Beziehung zwischen Biegemoment

- Szh B 3No
St ' ' '
) DFL. ,SZFL/B,FL Shet Bpr. oMo
500 Ber. 23N
_BT"' B'BO ' ! U
PR Bahe, Bry Bar
S. . ONo
[ A Bsi=Bsp =0100
By, | (M= =0100) )
\ .‘ ! | 1
0005 0010 0.015 0020 0025 0.030 0035 8d

ogbd® und Krummung ¢d mit Bsp=0,10.

Die in der Figur mit gestrichelter Linie dargestellte B, -Kurve zeigt den
Zustand, bei dem der Betonzugwiderstand — wie in der Annahme (2) erldutert

wurde — bis zur Dehnung BGT"-:TIG ge€m. = 0,00015 wirkend angenommen

wird. Nach dem Erreichen des Betonzugtrennbruches wird der Betonzug-
widerstand in diesem Aufsatz vernachléssigt. Der Kurvenverlauf wurde daher
an diesem Punkt unterbrochen. Die geraden Linien !/, N, /3 N, und 2/; N,
zeigen den Biegebelastungsvorgang unter der bestimmten Normalkraft /¢ N,,
1/, N, und 2/3 N,, wobei N, die Bruchlast einer zentrisch gedriickten Stahl-
betonsédule bedeutet.
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N
Fig. 7.2 (a). Interaktionskurve zwischen Bie- Opbd

gemoment und Normalkraft mit Bsp=0,20.

100

N
Gobd | 0,50,
100 2
, 2N , : 0
7 Bsp=Psi=0.200 S
° (M=11=0100) ° Psft = fsp ~0.200
050 ™ (m =1 -0100)
%N
ok | | | | | bd
0010 0.015 0.020 0025 0.030 0035
Fig. 7.2 (b). Beziehung zwischen Normalkraft und Kriummung mit Bsp = 0,20.
M — S BIBh
Opbd? . ¥3No B,
1I(iNo
0.20
Bax.
ONo
010 v
Bsh=Psk=0200
(M=71=0100)
| - I ] 1 ! |
0 0.005 0010 0015 0020 0025 0030 0035 &d

Fig. 7.2 (c). Beziehung zwischen Biegemoment und Kriummung mit Bsu=0,20.

3.3. Beziehung zwischen % und ©d
Op

Die Beziehungen zwischen Normalkraft —Nb—d und Krimmung @d werden
Op
in Fig. 7 (b) dargestellt. Diese Kurven sind die Projektionen der oben beschrie-

%——(Dd-Ebene. Auch hier entsprechen
Op

die Kurvenbezeichnungen den zugehoérenden, als Drehmittelpunkte benutzten
Spannungsgrenzpunkten gemif Fig. 4 und 5.

benen raumlichen Kurven auf die
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N

ekl
Fig. 7.3 (a). Interaktionskurve zwischen Bie- 1500
gemoment und Normalkraft mit Bsp=0,30. ’
1.00F
N
Opbd |
1.50
050
Br.
By o
W 5o Psh= P =0300 _
: /% (M1="11=0100) G/ 00N 02 I
‘ So p
, e ) Bti=Psi=0300
. \ sriF_"_“_ i ] ("M== 0100)
0.50 Br % 3 -050
! Z FL.

| lNO

6
0 i i | I | T\L |
S\ [ 0005 0010 0015 0.020 0025 0030 035 &d
O/ By, Fu. ;
a)

‘050

I

Fig. 7.3 (b). Beziehung zwischen Normalkraft und Krimmung mit 8sp=0,30.

CTEb? B'Br1}SzFL
3No Bhr.
Szl S'QH/ TeNo
030
B'Br.
ONg
0.20
Bstt=Pst=0300
| | i L I | i
0 0005 0010 0015 0020 0025 0030 0035 ¢d

Fig. 7.3 (¢). Beziehung zwischen Biegemoment und Krimmung mit fsp = 0,30.

3.4. Beziehungen zwischen %; und Dd
Op
N

Aus den Werten von in der beschriebenen Beziehung T hd
D »

O’pbd?‘

und aus den Werten von @d in der beschriebenen Beziehung —l\;ﬁ—cbd wird
op
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N
Opbd
Fig. 7.4 (a). Interaktionskurve zwischen Bie-
gemoment und Normalkraft mit Bsp=0,40. 150-
_N_ 100}
Opbd
150 B, 050
Bo 4
B s
|\ P 2, N 1 2
/ ) S 00 020 0 0
100 // So BSIJ'= BSI‘J'I= 0‘)'00 4 So &, ° Opbd
(M=m1=0.100 Bo .y
ShFL ~050l- Bshi=Bsu=0.400
| (M=m1=0.100)
/0 YR W W 15No
0.50 BF. £
ZFl

J6No
ol 1 | I 1 1 |
\ 0005 0010 0015 0020 0025 W
SO/, FL.
o

~050+

Fig. 7.4 (b). Beziehung zwischen Normalkraft und Kriimmung mit 8s = 0,40.
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040
Bl
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030
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0 0005 0010 00%5 0020 0025 0030 0035 8d

Fig. 7.4 (c). Beziehung zwischen Biegemoment und Krimmung mit Bsu=0,40.
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N
Tebd
Fig. 7.5 (a). Interaktionskurve zwischen Bie- 200
gemoment und Normalkraft mit Bsu=0,50.
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Fig. 7.5 (b). Beziehung zwischen Normalkraft und Krimmung mit 8;su = 0,50.

die Beziehung zwischen und @d unter der Bedingung % = konst.
Op

M
opbd?
(N=0,1¢N,y, 3 N,, 2[3N,) abgeleitet und in Fig. 7 (c) dargestellt.

Die Beziehungen der einzelnen Punkte in dieser Figur weisen darauf hin,
daB3 der Dehnungsverlauf durch den entsprechenden Spannungsgrenzpunkt
geht. Beispielsweise erreicht die Betondehnung am Zugrand im Punkt [B,, ]
den Wert gej, =0,00015 (Zugtrennbruch), im Punkt [S, g, ] erreicht die Zug-
bewehrung den FlieBbeginn gez; =0,0015, im Punkt [S}, ;] beginnt die Druck-
bewehrung zu flieBen gej; =0,0015 und im Punkt [B%.] wird die Bruch-
stauchung des Betons zep, =0,004 (Zerstorung des Stahlbetonquerschnittes)
erreicht.

Die gestrichelte Linie zwischen [ By, ] und [Bjy; ] zeigt das Vorhandensein
einer Unstetigkeit im Kriimmungsverhalten zwischen vor und nach der Ent-
stehung des Zugrisses im Punkt [Bj,]. Darauf wird im nichsten Abschnitt
noch néaher eingetreten.
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Fig. 7.5 (c¢). Beziehung zwischen Biegemoment und Krimmung mit 8; u = 0,50.

N

obd®’ syba Wd Pd

3.5. Betrachtungen iiber die Beziehungen zwischen

Aus eingehenden Untersuchungen an den in den Fig. 7 (a,b, c) dargestellten

Projektionen der rédumlichen Flichen (Funktionen von %ﬁ, % und P d)
P Op

sind die Biegemoment-Kriimmungseigenschaften eines Stahlbetonquerschnit-
tes und die darauf wirkenden FEinfliisse von Normalkraft und Bewehrungs-
stirke B,u klar ersichtlich. Die infolge des Belastungsprozesses auftretenden
Forménderungen des Stahlbetonquerschnittes kénnen ausfiihrlich verfolgt
werden:

1. Das Bruchmoment [Bj,] unter einer bestimmten Normalkraft ver-
grofert sich ungefahr proportional zur Vergroflerung des Wertes der Beweh-
rungsstirke B u. Im Fall der symmetrischen Bewehrung wird das maximale

Bruchmoment — unabhéngig von B,u — unter der Normalkraft o 0,5

opbd =
(s. Fig. 7 (a)) erreicht.

2. Die Kriimmung im Bruchzustand B, bei einer bestimmten Bewehrungs-
stairke B,u vermindert sich bei Vergr6ferung der Normalkraft sehr stark
(s. Fig. 7 (b) und 7 (c)).

3. Der Biegemoment-Kriimmungsverlauf wendet sich stark im Punkt [S, z1,
d.h. beim Erreichen der FlieBspannung in der Zugbewehrung. Dabei entsteht
ein plastisches Gelenk (s. Fig. 7 (c)). Die Kriimmungsdifferenz 4® = (®5, —
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®Dg, ,,) zwischen der Kriimmung &g, , im Punkt [S; 5] (FlieBbeginn der
Zugbewehrung) und der Kriimmung ®@p;, im Punkt [Bjy, ] (Zerstérung des
Betons am Druckrand), vermindert sich mit zunehmender Normalkraft sehr

stark. Unter der Axiallast —1\;—6;% 0,5, d.h. im Schnittpunkt der [Bj,]-Kurve
9p

(Bedingung der Zerstorung des Betons am Druckrand) und der [S, z;]-Kurve
(Bedingung fiir FlieBbeginn der Zugbewehrung) wird diese Differenz 4@ Null
(s. Fig. 7(a)). Fir eine iiber diesem Wert liegende Axiallast entsteht kein
plastisches Gelenk im obenerwihnten Sinn mehr, da der Betonbruch vor dem
FlieBen der Zugbewehrung eintritt.

Fiir ol\g 3
beginn dgr Druckbewehrung) etwas vergroBert; man spricht daher vom Ent-
stehen eines pseudo-plastischen Gelenkes (s. Fig. 7(c)). Unter konstanter
Normalkraft N/N, ist eine starke Verminderung der Krimmung mit zuneh-
mender Bewehrungsstirke B, u feststellbar. Die Beziehung zwischen dem Wert
A4Pd=(Dg, —Dg,,) und der Bewehrungsstirke B,u ist in Funktion des
Parameters N/N, aus Fig. 8 ersichtlich.

4. Den Drehwinkel, den ein Stahlbetonstab infolge der Bildung eines plasti-
schen Gelenkes erhilt, kann man ndherungsweise durch das Produkt des
Wertes 4P mit der Liange des Gelenkbereiches darstellen. Wenn fiir die Lénge
des Gelenkbereiches der Wert der Stabhohe d angenommen wird, zeigt der
Wert 4D d in Fig. 8 direkt den Drehwinkel des plastischen Gelenkes des Stahl-
betonstabes. Nach den bisherigen Versuchsergebnissen flieBt die Zugbeweh-
rung nicht immer gleichméBig iiber die ganze Léinge des Gelenkbereiches,
sondern nur ortlich, auf eine begrenzte kleinere Linge konzentriert. Fiir die
Umrechnung dieser konzentrierten FlieBdehnung in eine iiber eine bestimmte
Linge verteilte mittlere Dehnung wurde die Linge des Gelenkbereiches (oder
die imaginiire Flielinge der Zugbewehrung) gleich wie in den bisherigen Auf-
sitzen [1] [2] [3] angenommen. Der sich daraus ergebende Drehwinkel k4 ®d
des Stahlbetonstabes ist in Fig. 8 durch gestrichelte Linien dargestellt.

> 0,5 wird der Kriimmungszuwachs im Punkt [Sp 7] (FlieB3-

4. Beziehungen zwischen Lasten und Durchbiegungen

4.1. Vorbemerkungen zur Analyse

Die Beziehung zwischen einer Querbelastung P und der Durchbiegung &
eines einfach gelagerten Stahlbetonstabes unter konstanter Normalkraft N
(Fig. 9) kann nach der Theorie zweiter Ordnung mittels der oben beschriebenen
Beziehung zwischen Biegemoment und Kriimmung abgeleitet werden.

Zuerst wird die Beziehung zwischen Biegemoment und Kriimmung durch
einen Streckenzug (Fig. 10) angendhert. Fir jede Stufe besteht zwischen Biege-
moment und Kriimmung ein linearer Zusammenhang. Auf der letzten Stufe
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entsteht ein plastisches Gelenk, wobei angenommen wird, daf3 sich die Kriim-
mung unter dem konstanten Biegemoment M, um 4P vergroBert.

Ferner wird vorausgesetzt, daf die Differentialgleichung der Durchbiegungs-
kurve ebenfalls linear ist und daf3 vor der Bildung eines plastischen Gelenkes
der Kriitmmungsradius der Stabachse mit dem Kriimmungsradius der Nullinie
ibereinstimmt. Durchbiegungskurve sowie Neigung und Kriimmung der
Durchbiegungskurve sollen kontinuierlich verlaufen.

88d,Ppy ——Ad ('(QBén‘iszH)d) E
o070} T =T = 0100 —=—Pp(=kadd) Nt LA 5 <e=N
b 15° —!n—l—:-_d’ t 1/2"" C ]/2!- :}
: 4
00601 =T = )
N Fig. 9. Querbelasteter Stahlbetonstab unter

\,
A X1 (SzF)-Xny (Bt . Normalkraft N.

0050} . ( Xy = 2520 Xin(By)

ONg Ny
0040 ‘\\-\__, M

Mu pr
0.030F ML //
n //

o020 oMk
ool >~
~—
oot0} ~— M -

faNoge /
| \ Mo | )
0

- L o I i
01 02 03 04 O5Bspfs) 3918 & Om $ul= Em+ad)
Fig. 8. Beziehung zwischen plastischem Fig. 10. Angenéherter Biegemoment-
Drehwinkel und Bewehrungsstérke 8su. Krimmungsverlauf.

Nach der Entstehung des plastischen Gelenkes dreht sich der Gelenk-

bereich um
Pt = 1749, (10)

wobei 1, die Linge der Zugbewehrung im Gelenkbereich (s. Fig. 8) bedeutet.

4.2. Verfahren fur die Berechnung der Durchbiegung

In Fig. 11 ist die Belastungsanordnung des Stahlbetonstabes dargestellt.
Im Punkt [n] (Stabmitte) wirkt die Querbelastung P, ; das Moment in diesem
Punkt betragt M, . Das Moment M, im beliebigen Punkt [¢] ist kleiner als
M, ; das folgende Moment M, , im benachbarten Punkt [¢ —1] ist kleiner als
M;.
Die Differentialgleichung der Durchbiegungskurve zwischen den Punkten
[2] und [¢ — 1] ergibt sich zu

d?y

P
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T 1 STSX,

Yi1SYSY;
und a;,b;>0.
Mit k¥ =a; N (12)
erhilt man @ = A4,sin (k;x+ B)) (13)
dy A, P,

d == = = s 14
un il tcos (k; +xB;) — N (14)
A; und B; sind Integrationskonstanten.

P P
b
L —————
X | ————
N == =TT  SRE o po— N E:~ T T
N Yi Yn =8n Pl /f
fa— Xi-1 m__ i
e hL —— R 7
Fig. 11. Durchbiegungskurve. P,k
' /
Fig. 12. Beziehung zwischen Querlast P P 4 ] ! p N
. (arsywrs -
und Durchbiegung $. 5018  O6n  Om 6u(=6m+a8) &

Wenn die Funktionen fiir @ und Z—Z an den Stellen [0], [¢ —1] und [n] kon-

tinuierlich verlaufen, ergeben sich folgende Kompatibilitdtsbedingungen:

An der Stelle 0: Zo=Yp=0, My=0, D,=0
und fiir 4, #+ 0 mufl
B, = 0 sein. (15)
An der Stelle [¢ — 1] gilt:
Dy =A;sin(k; 2+ B ) 16
= A,sin (k;z; ,+B)), (16)
d:’/ . Ai—-l Pn
(%)x_x 1 = T cos (k;_y%;_y+B;_1) — ON
(17)
A, 5 B _ P,
E—cos( 121+ B;) —]\7
An der Stelle [n] gilt:
@, =A,sin(k,x,+B,), (18)
dy _ A4, P,
(a})x=x = ECOS (k Z, +Bn)—"2‘ﬁ O, (19)
wobei x,, = »13
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Zuerst wird die Annahme fiir P, getroffen. Damit kénnen die oben abge-
leiteten Gleichungen auf iterativem Weg gelost werden, wobei ein Naherungs-
wert fiir P, gewonnen wird. Wenn dieser Wert P, in die Gleichung

P, L
eingesetzt wird, erhédlt man y,, d.h. §,. Fihrt man diese Berechnung mit 7
von 1 bis m weiter, so erhilt man die Beziehung zwischen P und & bis zum
Entstehen des plastischen Gelenkes.

Nach der Entstehung des plastischen Gelenkes ergibt sich der Zuwachs
456 der Durchbiegung zu

Lo, Lli4
A3 =5 5 =373 (21)
Also wird 8, =0,+438 (22)
und P, aus M, =N8u+%§. (23)

Mit der beschriebenen Methode erhilt man die Beziehung zwischen P und §
(Fig. 12).

5. Versuche

5.1. Versuchsmethoden

Die Versuche wurden mit einer in die Priifmaschine eingebauten Bela-
stungseinrichtung (Fig. 13 und 14) durchgefiihrt.

Die Querbelastung P wird von einer Olpresse mit elektrischer MeB3dose
aufgebracht; die von der Priifmaschine erzeugte Axiallast X N, wird konstant
gehalten. Die Messung der axialen Verkiirzung 8, und der Durchbiegung &,
erfolgte mit MeBuhren. Die Verteilung der Dehnungen und Stauchungen wurde
in Séulenmitte durch nebeneinander angeordnete Dehnungsmefstreifen (Mef(3-
linge 65 mm) gemessen. Diese DehnungsmeBstreifen wurden, unmittelbar
unter der Last P, auf der Seitenoberfliche angebracht. Es wurde groBle Sorg-
falt auf die Olkontrolle der Hauptpriifmaschine verwendet, um die Axialkraft
X N, stets konstant zu halten.

5.2. Versuchskiorper und Versuchsrethe

Der Querschnitt der Versuchssiulen betrug 1616 ecm bei einer Linge
von 160 cm (Spannweite 2 X 70 em). Fig. 15 zeigt eine Versuchssiule mit der
entsprechenden Bewehrungsanordnung. Die Versuchsreihen sind in Tafel 2
zusammengestellt.
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Fig. 13. Versuchseinrichtung.
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Fig. 15. Versuchssiulen. ‘ . - :

Fig. 14. Versuchseinrichtung (Photo).

Diese Versuchsreihen wurden entsprechend ihrem Bewehrungsanteil p in
vier Reihen unterteilt: €'/, (n=0,509%), C1(x=1,04%), C3/4(n=1,57%) und
C2(p=2,229%). p stellt dabei den Bewehrungsanteil einer Querschnittsseite
dar; die gesamte Liangsbewehrung betrigt 2 u.

Jede Reihe wurde, entsprechend der Axialdruckkraft N, in fiinf Gruppen
unterteilt:

1 Nye 0: Saule unter zentrischer Axialkraft ohne Querbelastung (£ =0)
(mittig gedriickte Saule).

2[; Nye 1: Siaule unter konstanter Axialkraft von 2/; der Tragkraft (Bruchlast)
bei zentrischem Druck. Einseitige Querbelastung P.

1/, Nye 1: Sidule unter konstanter Axialkraft von !/, der Tragkraft (Bruchlast)
bei zentrischem Druck. Einseitige Querbelastung P.
/e Noe 1: Saule unter konstanter Axialkraft von !/ der Tragkraft (Bruchlast)

bei zentrischem Druck. Einseitige Querbelastung 2.

0 Nye 1: Saule ohne Axialkraft (N =0). Einseitige Querbelastung P (einfache
Biegung).

Ein Teil der Versuchsreihe C'1 diente dazu, den Einflull der Biigelabstinde
auf die plastische Verformungsfihigkeit zu untersuchen (in Tafel 2 mit *
gekennzeichnet und in Fig. 15 unten gezeigt).
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Tafel 2
Beton Stahl Bewehrungs-|  Normal-
starke kraft
Saule
1:1:/ Bl::r/r. p=p sl:F/z lep-: m= N N
cri2 cri2 % cfﬂ Bow' | m | ton | gpbd

RC:015:1Noe 0 | 220 | 22,2 | 469 | 0,50 | 3200 | 0,072 | 0,153 | 60,0 | 1,065
RC:0%Ys:%sNoel| 220 | 22,2 | 409 | 0,50 | 3200 | 0,072 | 0,153 | 40,0 | 0,710
RC:CY3:2/3sNoew| 265 | 22,3 | 4®9 | 0,50 | 3200 | 0,060 | 0,153 | 40,0 | 0,590
RC:C13:1/3Noel| 220 | 22,2 | 49 | 0,50 | 3200 | 0,072 | 0,153 | 20,0 | 0,355
RC:CV/z:)sNoew | 265 | 22,3 | 469 | 0,50 | 3200 | 0,060 | 0,153 | 20,0 | 0,295
RC:C/3:1/sNoel | 218 | 23,4 | 469 | 0,50 | 3200 | 0,073 | 0,153 | 10,0 | 0,179
RC:C3:1/sNoew | 236 | 26,6 | 4-09 | 0,50 | 3200 | 0,067 | 0,153 | 10,0 | 0,166
RC:C3:0Noel | 218 | 23,4 | 449 | 0,50 | 3200 | 0,073 |0,153| 0 |0

RC:C1:1Noe0 186 | 21,4 | 4-¢13 | 1,04 | 3070 | 0,172 0,166 | 66,0 | 1,390
RC:C1:2/3Noel | 186 | 21,4 | 4-913 | 1,04 | 3070 | 0,172 0,166 | 44,0 | 0,925
RC:C1:2/3Noew | 208 | 21,6 | 4-¢13 | 1,04 | 3070 | 0,154 | 0,166 | 44,0 | 0,828
RC:C1:1/3Noel | 186 | 21,4 | 4-¢13 | 1,04 | 3070 | 0,172 | 0,166 | 22,0 | 0,462
RC:C1:1/3Noew | 208 | 21,6 | 4-¢13 | 1,04 | 3070 | 0,154 | 0,166 | 22,0 | 0,414
RC:C1:1/¢Noel | 218 | 23,4 | 4913 | 1,04 | 3070 | 0,147 | 0,166 | 11,0 | 0,198
RC:C1:1/gNoew | 218 | 234 | 4913 ! 1,04 | 3070 | 0,147 | 0,166 | 11,0 | 0,198
RC:C1:0Ngpel 218 | 23,4 | 4913 | 1,04 | 3070 | 0,147 0,166 | 0 0

RC:C3/3:1/3Ngel| 256 | 20,4 | 416 | 1,57 | 3205 | 0,197 | 0,175 30,0 | 0,458
RC:035:1/¢Noel | 256 | 20,4 | 4-®16 | 1,57 | 3205 | 0,197 | 0,175 | 15,0 | 0,229

RC:02:1/3Ngel 256 | 20,4 | 4919 | 2,22 | 3166 | 0,274 0,185 | 33,0 | 0,504
RC:02:1/¢Ngel 256 | 20,4 | 4-9219 | 2,22 | 3166 | 0,274 0,185 | 16,5 | 0,252

RC:01:2/3Noel1* | 256 | 20,4 | 413 | 1,04 | 3070 | 0,124 | 0,166 | 44,0 | 0,671
RC:C1:Y35Noel* | 249 | 25,5 | 4013 | 1,04 | 3070 | 0,128 | 0,166 | 22,0 | 0,345
RC:C1:1/¢Noel*| 249 | 255 | 4913 | 1,04 | 3070 | 0,128 | 0,166 | 11,0 | 0,173
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Die Festigkeitseigenschaften der Baustoffe sind ebenfalls aus Tafel 2
ersichtlich. Es wurde eine Betonmischung 1:2,55: 3,34 mit W/C'=0,60 ver-
wendet. Fiir die Bewehrung wurde Rundstahl verwendet.

N
€ % v o e MP -
40y _ —40r ! '?t%"’
! 7
-30r -30f i
i | -
-20r -20k ] 50
- 40
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=10 | Ptton) 20
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Fig. 16 (b). Dehnungsverteilungen in Axial-
richtung, Versuchsergebnis von RC:C1:

Fig. 16 (a). Dehnungsverteilungen in Axial-
richtung, Versuchsergebnis von RC:C1:

1/3 Noe 1%, 1/¢ No e 1*.
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Fig. 17 (a). Beziehung zwischen Biege-
moment und Kriimmung der aus Fig. 16 (a)
erhaltenen Versuchswerte im Vergleich zu

den analytischen (gerechneten) Werten
von RC:C1:13Nge 1%,

Fig. 17 (b). Beziehung zwischen Biege-

moment und Kriimmung der aus Fig. 16 (b)

erhaltenen Versuchswerte im Vergleich zu

den analytischen (gerechneten) Werten
von RC:C1:1/g Nge 1%,
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Fig. 18. MeBergebnisse der Beziehungen zwischen Querbelastung P und Durchbiegung &

im Vergleich zu den analytischen (gerechneten) Werten (Z. R.: Entstehung der ersten

Zugrisse auf der Betonoberfliche, D.R.: Entstehung der ersten Druckrisse (lamellen-
artig) auf der Betondruckoberfliche).

9.3. Versuchsergebnisse

Die MefBlergebnisse der Dehnungs- und Stauchungsverteilung in Axialrich-
tung (DehnungsmeBstreifen auf der Seitenoberfliche des Betons) sind fiir die
Versuche RC:C1:13Nyel* und RC:C1:1/;Nyel* in den Fig. 16 (a) und
16 (b) dargestellt. Die Beziehung zwischen Biegemoment und Kriimmung, die
aus den Dehnungs- und Stauchungsmessungen durch Ausgleich mit der
Methode der kleinsten Quadrate gefunden wurde, ist in den Fig. 17 (a) und
17 (b) dargestellt. Die gestrichelte Linie stellt die, nach Abschnitt 3 dieses
Avufsatzes, analytisch ermittelte Beziehung dar (n,=7%;=0,170).

Fig. 18 zeigt die MeBergebnisse der Beziehung zwischen Querbelastung P
und Durchbiegung 8;. An der Stelle Z.R. sind die ersten, von Auge sicht-
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baren, Zugrisse an der Betonoberfliche entstanden (Haarrisse) und im Punkt
D.R. bildeten sich die ersten lamellenartigen Druckrisse an der Betondruck-
oberfliche (s. Fig. 20).
Die gestrichelte Linie in Fig. 18 stellt die analytisch ermittelte Beziehung
. ’ g : U
zwischen P und & dar. Zuerst wurde die Beziehung zwischen a_b{('l? und @d
p

(fiir 7, =n{=0,170), nach Abschnitt 3, berechnet und anschlieBend mit der
in Abschnitt 4 dargestellten Methode die Beziehung zwischen P und & berech-
net. Z. R. entspricht dem Punkt, in dem die Betondehnung an der Oberflache
den Wert ey, =0,00015 erreicht; im Punkt Z. F. erreicht die Zugbewehrung
den Wert ez =0,0015 und im Punkt D.R. wird die Betonbruchstauchung
s€ = 0,0040 erreicht. Fig. 19 zeigt den elasto-plastischen Verformungs-
vorgang der Stahlbetonsiule RC :C1/,:1/; Ngel.

0 PN
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7 Zahigkeits- =1 DR "
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5 ZR l | =7
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%}
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l‘l‘=

5.4. Uberlegungen zu den Versuchsergebnissen

Die nach den Abschnitten 3 und 4 analytisch ermittelten Werte (gestrichelte
Linien) stimmen mit den Versuchsergebnissen (ausgezogene Linien) fir die
Beziehung zwischen Querbelastung und Durchbiegung ziemlich gut tiberein.
Sie entsprechen den Eigenschaften eines elasto-plastischen Verhaltens.

Nur die Versuchswerte aus der Querbelastung (Biegewiderstand) waren
ziemlich groBer als die entsprechenden theoretischen Werte. Moglicherweise
wurde diese VergroBerung durch den Reibungswiderstand der Kugelauflager
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verursacht, deren Durchmesser ziemlich groB gewihlt wurde, um die Ein-
fiihrung der groBlen Normalkraft N zu erleichtern und um den Drehmittel-
punkt mit den Seitenbiegeauflagern gut iibereinstimmen zu lassen. Dariiber
haben die Verfasser noch weitere Versuche mit kleinen Rollenauflagern und
kleinem Reibungswiderstand durchgefiihrt. Dariiber wird in einem spiiteren
Aufsatz berichtet.

Zugril3

d a4,

A L)

Druckrif3 Druckril

6. SchluBbemerkungen

Um die elasto-plastischen Biegeforminderungseigenschaften querbelasteter
Stahlbetonsiulen unter konstanter Axialbelastung zu erkliren, wurde zuerst
gezeigh, dall der Zusammenhang zwischen Biegemoment M, Normalkraft N
und Kriimmung @ eines Stahlbetonquerschnittes als rdaumliche Fliche (Fig. 6)

- : - M N
(abhéingig vom Parameter B,u) im Koordinatensystem 7;(7, 5(7 und @d
Ip »

dargexte]lt werden kann. Fig. 7 (a) zeigt die Projektion dlesel Fliche auf die

W : ; ; 5
e -Ebene, Fig. 7 (b) zeigt die Pm]ektlon auf die -® d-Ebene und
opb a2 a,,l d ,)z d

Fig. 7 (c) zeigt die Projektion auf die — I Z— -®d-Ebene. Fiir den Parameter 8, i
Op

wurden Werte von 0,10 bis 0,50 gewiihlt. Das elasto-plastische Verhalten an
den Spannungsgrenzpunkten (Fig. 4 und 5) ist besonders gut aus Fig. 7 (a) fiir
beliebig kombinierte Belastungszustinde M und N ersichtlich.

Mit der da,durch erhaltenen Beziehung zwischen Biegemoment und Kriim-

mung (— ( 7 -bd) wurde eine analytische Methode zur Berechnung der Be-

ziehung z“]schen Querbelastung und Durchbiegung entwickelt. Die Versuche
wurden mit der in den Fig. 13 und 14 dargestellten Versuchseinrichtung
durchgefiihrt. Es wurden vier Versuchsreihen mit den einseitigen Bewehrungs-
anteilen 0,50%,, 1,04%,, 1,579, und 2,229, gepriift. Jede Reihe wurde — ent-
sprechend der Grofle der wirkenden Normalkraft (N=N,, 2/;N,, !/3N,,
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14Ny, 0) — in fiinf Gruppen unterteilt. Die Fig. 17 und 18 zeigen eine ziemlich
gute Ubereinstimmung der Versuchsergebnisse mit den analytischen Werten.
Diese Figuren zeigen, dafl die analytische Methode dem elastoplastischen
Biegeverformungsvorgang ziemlich gut zu folgen vermag.

—JZ‘)% und @d ist klar ersichtlich, daB eine
gp

Vergroferung der Normalkraft und der Bewehrungsstidrke die Drehfihigkeit
plastischer Gelenke stark vermindert (s. Fig. 8). Diese Tatsache spielt eine
wichtige Rolle bei der Bruchanalyse von Stahlbetonbauwerken, insbesondere
bei der Anwendung des Traglastverfahrens *) ([1] bis [15]).

Diese Untersuchungen bilden die Grundlagen eines spiiter erscheinenden
Aufsatzes iiber wechselseitige Biegung unter Axiallast.

Fiir die freundlicherweise gelieferten Versuchsmaterialien sowie fiir die
Unterstiitzung der Lehrstuhlangehoérigen mochten die Verfasser der YAWATA
Eisen & Stahl AG, Tokio, und der OSAKA-Zement AG, Osaka, ihren herzlichen
Dank aussprechen.
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Zusammenfassung

Fiir den Stahlbetonrechteckquerschnitt wurde der Zusammenhang zwischen
Biegemoment, Normalkraft und Kriimmung analytisch ermittelt. Dieser Zu-
sammenhang ist abhingig von den Festigkeitseigenschaften von Stahl und
Beton, vom Armierungsgehalt und der geometrischen Lage der Bewehrung.
Die analytisch gefundenen Momenten-Kriimmungsbeziehungen wurden fiir die
Berechnung der Durchbiegungen querbelasteter, axial gedriickter Stahlbeton-
sdulen verwendet. Die Berechnung zeigt ziemlich gute Ubereinstimmung mit
den Versuchsmessungen.

Summary

An analytical study has been made of the relationship between bending
moment, normal force and curvature for a rectangular section of reinforced
concrete. This relationship is dependent upon the strength characteristics of
the steel and the concrete, and upon the steel content and the position of the
reinforcement. The relationships found between the moments and the curva-
tures were used for calculating the deflections of reinforced concrete columns
under lateral loading and subjected to an axial stress. The calculation shows
remarkable agreement with the results of measurements.

Résumé

On a étudié analytiquement la relation entre moment de flexion, force
normale et courbure pour une section rectangulaire de béton armé. Cette
relation est fonction des propriétés de résistance de 1’acier et du béton, de la
teneur en acier et de la situation de I’armature. On a utilisé les relations trouvées
entre les moments et les courbures pour le calcul des fleches de colonnes en
béton armé chargées latéralement et soumises & un effort axial. Le calcul
montre une concordance remarquable avec les résultats des mesures.
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