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Zur Bestimmung der Knicklinge von Rahmenstielen
On the Determination of the Buckling Length of Frame Columns

De la détermination de la longueur de flambage des poteaux de cadres

KAMAL HASSAN

Dr.-Ing., Lehrstuhl fiir Stahlbau und Holzbau, Technische Hochschule Stuttgart
Ass. Prof., Faculty of Engineering, Ain Shams University, Kairo

1. Einleitung

Die Praxis des Stahlbaues stellt hiufig die Aufgabe der Bestimmung der
Knicklinge von Rahmenstielen mit eingespannten Fiiflen, die an den Rahmen-
ecken und zwischen diesen und den StiitzenfiiBen durch lotrecht angreifende
Lasten beansprucht werden.

Dieser Rahmen soll hier untersucht werden, insbesondere wenn die am
Stiel angreifenden Lasten verschiedene Verhiltnisse zueinander aufweisen, da
diesem Belastungsfall in der Praxis gro3e Bedeutung zukommt.

2. Yoraussetzungen

Wir untersuchen einen Rahmen, der aus geraden Stdben besteht und in
den Knotenpunkten 1, 2, 1’, 2’ durch ein System lotrechter richtungstreuer
Lasten beansprucht ist. Die Kraftwirkungslinien fallen mit den Stabachsen
zusammen (s. Fig. 1). Versehen wir alle diese Lasten mit einem gemeinsamen
Multiplikator v, so lassen sich, wenn die iiblichen idealisierenden Voraus-
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setzungen der Stabilitdtstheorie (ideal gerade Stabachsen, ideal mittige
Krafteinleitung, ideal homogener Werkstoff) erfiillt sind, bestimmte kritische
Werte v,; angeben, die den idealen Knickbelastungszustinden (Verzweigungs-
stellen des Gleichgewichts) des Rahmens zugehoren. Diese sind dadurch ge-
kennzeichnet, daf unter derselben Laststufe zwei verschiedene Gleichgewichts-
figuren — die biegemomentenfreie und die infinitesimal ausgebogene — aus-
gebildet werden konnen. Der kleinste Wert stellt die Knicksicherheitszahl dar
und bestimmt die ideale Knickbelastung des Rahmens. o

Der Fall der symmetrisch gebauten Rahmen, bei denen die Riegel durch
symmetrische Querlasten beansprucht werden und die daher schon vor dem
Ausknicken Biegemomente und Querkrifte aufweisen, 148t sich mit ausrei-
chender Néherung auf den untersuchten Fall zuriickfithren [1].

Eine Beschrinkung auf kleine Ausbiegungen erlaubt den Zusammenhang
zwischen der Achsenkriimmung 1/p und dem Biegemoment M, weiterhin als
linear anzunehmen, wenn auch die im Gleichgewichtszustand iiber die Quer-

schnittsfliche F gleichmiBig verteilte Lingsspannung o-o=v7§ — wobei 8 die

Stabkraft ist — die Proportionalitétsgrenze iiberschreitet.

Es wird weiter vorausgesetzt, daBl die beim Ausknicken auftretenden
elastischen Léngsinderungen und Schubverformungen der Stdbe vernach-
lassigt werden, da sie keinen nennenswerten EinfluB auf die gesuchten Knick-
langen der Rahmen ausiiben.

3. Losung des Stabilitiitsproblems

Zur Losung des Problems wird die von BEER [2] und KuPFERSCHMID [3]
vorgeschlagene Verkniippfung eines Ausgleichverfahrens mit dem Ostenfeld-
schen Formidnderungsgroflenverfahren [4] verwendet. Wenn wir alle Knoten,
Sprungstellen des Tragheitsmoments und Einspannstellen des Rahmens
(Fig. 2a) durch Gelenke ersetzen, erhalten wir ein 3fach verschiebliches System

il 1A il
P2 R P2 R

Gelenksystem

Hauptsystem

(a) (b) (c)

Fig. 2.
(Fig. 2b), bei dem leicht zu erkennen ist, wo die zur Gewinnung des unver-
schieblichen Hauptsystems benétigten 3 Ostenfeldschen Festhaltestibe ange-
ordnet werden miissen. Diese Festhaltestibe sind starr und werden an den
Knoten gelenkig angeschlossen. Unter der hier gegebenen Belastung weisen
sie keine Krifte auf (Z,=0).
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Da der biegemomentenfreien Gleichgewichtsfigur an der Stabilitétsgrenze
eine antimetrische Knickfigur iiberlagert wird, miissen wir die der antimetri-
schen Knickfigur zugeordnete Teilknickbedingung herleiten. Die Mittelachse
des Rahmens stellt in diesem Fall eine Antimetrieachse dar, und man kann
sich dadurch auf die Untersuchung des in Fig. 3 mit nur zwei Festhaltestiben
versehenen Teilsystems beschrianken.

Fig. 3.

Unter einer gewihlten Laststufe, die unterhalb der kritischen liegt, werden
dem Hauptsystem Fig. 3 zwei Verschiebungszustinde aufgezwungen:

1. Der Festhaltestab (1) wird aufgeschnitten und den Schnittufern eine
gegenseitige Verschiebung {, =1 aufgezwungen. Bei diesem Zwingungszustand
werden die Einspannmomente in den Stében sowie die Ausgleichzahlen (Steifig-
keits- und Fortleitungszahlen) unter Beriicksichtigung der Axiallasteinfliisse
ermittelt. Sie lassen sich mit Hilfe der « Chwalla-Hilfstafeln» [5] als Funktionen
der Stabkennzahl

Sa
€ = lab E blb . (1)

angeben, wobei hier 7, die Linge, I, das Trigheitsmoment, £, der Elastizi-
tiatsmodul, S,, die Axialkraft des Stabes ab bedeuten.

Nach dem Ausgleich der Momente sind die Festhaltekrifte Z;; und Z,, zu
ermitteln. Sie ergeben sich sowohl aus dem Anteil der Endmomente als auch
aus dem Anteil des Versetzungsmoments, das durch die richtungstreuen
Axialkrifte erzeugt wird.

2. In gleicher Weise wird der Festhaltestab (2) aufgeschnitten und den
Schnittufern eine gegenseitige Verschiebung {,=1 aufgezwungen. Die ent-
stehenden Festhaltekrifte in den Stdben (1) und (2) werden mit Z,, und Z,,
bezeichnet. Nach dem Satz von BETTI ist Z;,=Z,, .

Bei gleichzeitigem Auftreten der Verschiebungszustdnde {;=1 und {,=1
ergeben sich die resultierenden Festhaltekrifte

Ziy = Ziyy L1+ 25 s, 2)
Z2 = Z21 €1+Z22 Cz-

Da aber die Festhaltestibe im tatséichlichen System nicht vorhanden sind,
miissen die Knotenverschiebungen {; und I, so eingestellt werden, dal die
Festhaltekrifte Z, = Z,=0 sind. Anders ausgedriickt, bedeutet das, dafl eine
von der trivialen Nullage verschiedene Gleichgewichtslage existiert, wenn die
aus den Z-Kriften gebildete Determinante
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le Z12
Z21 Z22

ist. Diese Beziehung stellt das Knickkriterium dar. Ist 4,>0, dann ist der
Rahmen noch stabil. Die Lasten werden gesteigert und der Rechnungsgang
wird wiederholt bis eine Laststufe erreicht ist, bei der die Knickbedingung (3)
erfiillt ist.

Ak=

=0 (3)

4. Grundbeziehungen fiir den Einzelstab

4.1. Starreinspannmoment unter Beriicksichtigung der Axialkraft S

4.1.1. Beiderseits starr eingespannter, lingsverschieblich gelagerter Stab bei
einer Querversetzung 4 der beiden Enden

_ k1,

Mgb =Mga - 2 (A,+B,)A' (4)
ab
s 2 = ? A 5-"2 — s
+ tob + ———ltab——+
Fig. 4. Fig. 5.

4.1.2. An einem Ende starr eingespannter, an dem anderen Ende gelenkig
langsverschieblich gelagerter Stab

o — Bl

“ =R,

C'4. (5)

Hierbei sind:
esine—e?cose

4 ~ 2(1—cose)—esine’ 6)
. e2—esine
B " 2(1—cose)—esine’ (M
9 s
o —_ E8me (8)
sin e —e cos €
Diese Werte konnen den «Chwalla-Hilfstafeln» entnommen werden.
4.2. Die Steifigkeit s und die Fortleitungszahl c
4.2.1. Starr eingespannter Stab
El, .,
Sab = l abA. . (9)
ab
Hierin ist statt A’ bei Symmetrie (4’ — B’), bei Antimetrie (A’ + B’) zu setzen.
BI
Cap = ZT. (10)
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4.2.2. Gelenkstab
_EI,

Sab ——l—b——O', (11)

Cab == O. (12)

5. Grundbeziehungen fiir den Rahmen

5.1. Grundwerte

Der Rahmen Fig. 6 weist folgende Grundwerte auf:
h = Hohe des Rahmens

b = Spannweite des Rahmens
¥Yh = Linge des oberen Teils des Stieles (¢ =0,25, 0,30)
I, = Tragheitsmoment des Riegels

= Trigheitsmoment des oberen Teils des Stieles
n I = Trigheitsmoment des unteren Teils des Stieles (n=1, 5, 10, 50)

bl
Cc = 51—0 (C=0, 0,5, 1, 2, d))
@ = ptp (2=0,02051)

5.2. Vorzeichen

M : positiv wenn es den Knoten im Uhrzeigersinn dreht.
P: Druckkraft wird als positiv bezeichnet.
Z: Zugkraft wird als positiv bezeichnet.

4.3. Verschiebungszustinde

5.3.1. Verschiebungszustand I

wenn f,> 0:

EI , ,
Mgz = Mgl = W(A +B )1,2:
wenn [,=0:
MY, =0,
EI _,
Mg1=——01,2-

(Fh)?
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Mit Hilfe des Ausgleichverfahrens nach Cross werden die Endmomente M,,
My, My, My, ermittelt.

Die Festhaltekrifte ergeben sich sowohl aus dem Anteil der Endmomente
als auch aus dem Anteil des Versetzungsmoments P, {;, das durch die rich-
tungstreue Druckkraft P, erzeugt wird.

M +My, P

="y T gy (13)
M+ My, M+ My, P
In="G_wn ~ wh TtTwn (14)
A 1R | P P |
t ‘——-——-f A ﬂ*’r’}—;-fw;,zu 1 T"" —oZp
V¥ h »Pz ' V.-h P &E\p YV-h '% l
+ l [ +2p—027,, !H ! +2pp=2Zz2 ‘
‘ 1 | & P1+ PZ ! :
h Iﬁg't’lsr:efrle H+ h h ,‘H ‘
nJ | E3) !Ez
l whr l -+ 3mL l ?mr
+— .% —t fﬁi-Pz
Fig. 6. Fig. 7. Fig. 8.
5.3.2. Verschiebungszustand 11
Wenn [,> 0:
£
M, =M}, = (‘Ifk) (A + B’ )12
wenn [,=0:
M3, =0,
EI _,
Mgl (llfk) 0127
nk1 , ,
M3 = M3, = W(A +B')g3-
Die Festhaltekréfte ergeben sich zu:
Myp+My R
= 5
Z12 'th + T}Z ’ (1 )
7. Moy +Msy My+M,, (B+F)L Rl (16)
27 (1-¥Y)h Yh (1-¥)h Yh'

Nachdem die Festhaltekrifte ermittelt sind, bilden wir die Determinante und
berechnen uns den Wert

Ak = Z11Z22_Z12Z21- (17)
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Der geschilderte Rechnungsgang ist fiir andere Laststufen so oft zu wieder-
holen, bis mit geniigender Genauigkeit durch numerische oder graphische
Interpolation die zu dem Wert 4, =0 gehorende Laststufe ermittelt ist.

Die kritische Last lautet:

mEnl
(P + Py = @R (18)
Daraus wird der 8-Wert ermittelt.

In den Fig. 9 bis 16 sind die B-Werte fiir n=1, n =5, » =10 in Abhiingigkeit
von c¢ unter Beriicksichtigung einiger Lastverhéltnisse (0<«=<1) und fiir
¥ =0,25, bzw. ¥=0,3 dargestellt. Die Fig. 17 bis 20 zeigen die Abhingigkeit
der Werte 8 von « fiir c=0, ¢c=1, ¢=2 und ¢=00. Fiir die Grenzwerte von c
(¢=0, c=0c0) werden die -Werte in Abhéingigkeit von » in den Fig. 21 und 22
angegeben.

0 02 04 06 08 10 1,2 14 16 1,8 20

— C

Fig. 9. =0, ¥=0,25. t— b —+
c: b-J
h’Jo
2,0 o= —PL_
| W P +Py
1.8
-——~ Grenzwerte
1,6 - - fir C =co
Q
' 1.4 Y ; 2 Erlduterung zu den Figuren 9—16.
4 1
1,2 = LEE]
" i 1
= ‘ 4'
T e — L
—
o8l L i |

0 02 04 06 08 10 12 1,4 16 18 20

—e C

Fig. 10. «a=0, ¥=0,3.



KAMATL: HASSAN

| { { !
! | ! |
AN S N S A B SN D S
! .
| in=!
+ .
i

n=1

l Fig. 11. «=0,2, ¥=0,25.
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i ul |-
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! Fig. 12. «=0,2, ¥=0,3.
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Fig. 13. «=0,5, ¥=10,25.
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| Fig. 14. «=0,5, ¥=0,3.
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Zusammenfassung

Fiir Rahmenstiele mit eingespannten Fiien, die an den Rahmenecken und
zwischen diesen und den Stiitzenfiilen durch lotrecht angreifende Lasten
beansprucht sind, wurden die Beiwerte B fiir die Knickldnge in Abhéngigkeit
von verschiedenen Parametern graphisch angegeben.

Summary

The coefficients B for the buckling lengthes of frame columns fixed at their
base and subjected to vertical loads acting at the corners as well as within the
column height are given in curves as functions of various parameters.

Résumé

Les coefficients 8 pour la longueur de flambage des poteaux de cadres,
encastrés a leur base et soumis & des charges verticales agissant aux nceuds
et sur les poteaux, ont été représentés en courbes, fonctions de différents
parameétres.
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