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Zur Bestimmung der Knicklänge von Rahmenstielen

On the Determination of the Buckling Length of Frame Columns

De la determination de la longueur de flambage des poteaux de cadres

KAMAL HASSAN
Dr.-Ing., Lehrstuhl für Stahlbau und Holzbau, Technische Hochschule Stuttgart

Ass. Prof., Faculty of Engineering, Ain Shams University, Kairo

1. Einleitung

Die Praxis des Stahlbaues stellt häufig die Aufgabe der Bestimmung der
Knicklänge von Rahmenstielen mit eingespannten Füßen, die an den Rahmenecken

und zwischen diesen und den Stützenfüßen durch lotrecht angreifende
Lasten beansprucht werden.

Dieser Rahmen soll hier untersucht werden, insbesondere wenn die am
Stiel angreifenden Lasten verschiedene Verhältnisse zueinander aufweisen, da
diesem Belastungsfall in der Praxis große Bedeutung zukommt.

2. Voraussetzungen

Wir untersuchen einen Rahmen, der aus geraden Stäben besteht und in
den Knotenpunkten 1, 2, V, 2' durch ein System lotrechter richtungstreuer
Lasten beansprucht ist. Die Kraftwirkungslinien fallen mit den Stabachsen
zusammen (s. Fig. 1). Versehen wir alle diese Lasten mit einem gemeinsamen
Multiplikator v, so lassen sich, wenn die üblichen idealisierenden Voraus-

*?„
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i^'HJ Iß
2' +

/ --u « +
Fig. 1.
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Setzungen der Stabilitätstheorie (ideal gerade Stabachsen, ideal mittige
Krafteinleitung, ideal homogener Werkstoff) erfüllt sind, bestimmte kritische
Werte vki angeben, die den idealen Knickbelastungszuständen (Verzweigungs-
stellen des Gleichgewichts) des Rahmens zugehören. Diese sind dadurch
gekennzeichnet, daß unter derselben Laststufe zwei verschiedene Gleichgewichts -

figuren — die biegemomentenfreie und die infinitesimal ausgebogene —
ausgebildet werden können. Der kleinste Wert stellt die Knicksicherheitszahl dar
und bestimmt die ideale Knickbelastung des Rahmens.

Der Fall der symmetrisch gebauten Rahmen, bei denen die Riegel durch
symmetrische Querlasten beansprucht werden und die daher schon vor dem
Ausknicken Biegemomente und Querkräfte aufweisen, läßt sich mit
ausreichender Näherung auf den untersuchten Fall zurückführen [1].

Eine Beschränkung auf kleine Ausbiegungen erlaubt den Zusammenhang
zwischen der Achsenkrümmung ljp und dem Biegemoment My weiterhin als
linear anzunehmen, wenn auch die im Gleichgewichtszustand über die Quer-

schnittsfläche F gleichmäßig verteilte Längsspannung cr0 ^- — wobei 8 die

Stabkraft ist — die Proportionalitätsgrenze überschreitet.
Es wird weiter vorausgesetzt, daß die beim Ausknicken auftretenden

elastischen Längsänderungen und Schubverformungen der Stäbe vernachlässigt

werden, da sie keinen nennenswerten Einfluß auf die gesuchten Knicklängen

der Rahmen ausüben.

3. Lösung des Stabilitätsproblems

Zur Lösung des Problems wird die von Beer [2] und Kupferschmid [3]
vorgeschlagene Verknüppfung eines Ausgleichverfahrens mit dem Ostenfeld-
schen Formänderungsgrößenverfahren [4] verwendet. Wenn wir alle Knoten,
Sprungstellen des Trägheitsmoments und Einspannstellen des Rahmens
(Fig. 2 a) durch Gelenke ersetzen, erhalten wir ein 3 fach verschiebliches System

tpi

»P2

_2

Ka)

Gelenksystem

Fig. 2.

Ipt

FT
¦it
P2*

Hauptsystem

(Fig. 2b), bei dem leicht zu erkennen ist, wo die zur Gewinnung des
unverschieblichen Hauptsystems benötigten 3 Ostenfeldschen Festhaltestäbe
angeordnet werden müssen. Diese Festhaltestäbe sind starr und werden an den
Knoten gelenkig angeschlossen. Unter der hier gegebenen Belastung weisen
sie keine Kräfte auf (Z0 0).
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Da der biegemomentenfreien Gleichgewichtsfigur an der Stabilitätsgrenze
eine antimetrische Knickfigur überlagert wird, müssen wir die der antimetrischen

Knickfigur zugeordnete Teilknickbedingung herleiten. Die Mittelachse
des Rahmens stellt in diesem Fall eine Antimetrieachse dar, und man kann
sich dadurch auf die Untersuchung des in Fig. 3 mit nur zwei Festhaltestäben
versehenen Teilsystems beschränken.

>-l(2) \Anrime1ri-

o(1)

Fig. 3.

Unter einer gewählten Laststufe, die unterhalb der kritischen liegt, werden
dem Hauptsystem Fig. 3 zwei Verschiebungszustände aufgezwungen:

1. Der Festhaltestab (1) wird aufgeschnitten und den Schnittufern eine

gegenseitige Verschiebung £i 1 aufgezwungen. Bei diesem Zwängungszustand
werden die Einspannmomente in den Stäben sowie die Ausgleichzahlen (Steifig-
keits- und Fortleitungszahlen) unter Berücksichtigung der Axiallasteinflüsse
ermittelt. Sie lassen sich mit Hilfe der «Chwalla-Hilfstafeln » [5] als Funktionen
der Stabkennzahl

_ 7 -1/
Sab

€ab ~ lab\ -n j1 &ablab
(1)

angeben, wobei hier lab die Länge, Iab das Trägheitsmoment, Eah der
Elastizitätsmodul, Sab die Axialkraft des Stabes ab bedeuten.

Nach dem Ausgleich der Momente sind die Festhaltekräfte Zxx und Z2X zu
ermitteln. Sie ergeben sich sowohl aus dem Anteil der Endmomente als auch

aus dem Anteil des Versetzungsmoments, das durch die richtungstreuen
Axialkräfte erzeugt wird.

2. In gleicher Weise wird der Festhaltestab (2) aufgeschnitten und den
Schnittufern eine gegenseitige Verschiebung £2 1 aufgezwungen. Die
entstehenden Festhaltekräfte in den Stäben (1) und (2) werden mit ZX2 und Z22

bezeichnet. Nach dem Satz von Betti ist ZX2 Z2X.

Bei gleichzeitigem Auftreten der Verschiebungszustände £i 1 und £2=1
ergeben sich die resultierenden Festhaltekräfte

Zl ^11^1 + ^12^2^
(2)

%2 ^21^1+^22^2'

Da aber die Festhaltestäbe im tatsächlichen System nicht vorhanden sind,
müssen die KnotenVerschiebungen £x und £2 so eingestellt werden, daß die
Festhaltekräfte Zx Z2 0 sind. Anders ausgedrückt, bedeutet das, daß eine

von der trivialen Nullage verschiedene Gleichgewichtslage existiert, wenn die
aus den Z-Kräften gebildete Determinante
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A, Z\\ Z\2
^21 ^22

0 (3)

ist. Diese Beziehung stellt das Knickkriterium dar. Ist Ak>0, dann ist der
Rahmen noch stabil. Die Lasten werden gesteigert und der Rechnungsgang
wird wiederholt bis eine Laststufe erreicht ist, bei der die Knickbedingung (3)
erfüllt ist.

4. Grundbeziehungen für den Einzelstab

4.1. Starreinspannmoment unter Berücksichtigung der Axialkraft S

4.1.1. Beiderseits starr eingespannter, längsverschieblich gelagerter Stab bei
einer Querversetzung A der beiden Enden

M* Mi EL
Lab ba

ab

lab
(Af + B')A. (4)

s-H i ¦—¦^
Lab

Fig. 4. Fig. 5.

4.1.2. An einem Ende starr eingespannter, an dem anderen Ende gelenkig
längsverschieblich gelagerter Stab

Hierbei sind:

Ml EL
ab

ab r<fCA.
"ab

A'

B'

C

€ Sin € — €* COS €

2 (1—cosc) — csine'
e2 — e sin €

2 (1—cose) — csinc'
c2 sin e

sm € — e cos €

Diese Werte können den «Chwalla-Hilfstafeln» entnommen werden.

(5)

(6)

(8)

4.2. Die Steifigkeit s und die Fortleitungszahl c

4.2.1. Starr eingespannter Stab

EI.
"ab

ab

l.
A'. (9)

ab

Hierin ist statt A' bei Symmetrie (A' — B'), bei Antimetrie (A' + B') zu setzen

B'
cab — A'' (10)
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4.2.2. Gelenkstab

EIn
*ab

Lab r\tc,
ab

C„6 0.

95

(11)

(12)

5« Grundbeziehungen für den Rahmen

5.1. Grundwerte

Der Rahmen Fig. 6 weist folgende Grundwerte auf:

h Höhe des Rahmens
b Spannweite des Rahmens
Wh Länge des oberen Teils des Stieles («/* 0,25, 0,30)
J0 Trägheitsmoment des Riegels

/ Trägheitsmoment des oberen Teils des Stieles

nl Trägheitsmoment des unteren Teils des Stieles (w=l, 5, 10, 50)
bi

0 £u (c==0'°>5' 1>2> °°)

(a 0, 0,2,0,5,1)Pi
P1 + P2

5.2. Vorzeichen

M: positiv wenn es den Knoten im Uhrzeigersinn dreht.
P: Druckkraft wird als positiv bezeichnet.
Z: Zugkraft wird als positiv bezeichnet.

wenn 70> 0:

wenn /0 0:

5.3. Verschiebungszustände

5.3.1. Verschiebungszustand I

{Wi

2.3 —TTjT

M\2 — M%x — i(A +B )12,

M°X2 0,

'21 (Yh)*
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Mit Hilfe des Ausgleichverfahrens nach Cross werden die Endmomente MX2,

M2X, M23, M32 ermittelt.
Die Festhaltekräfte ergeben sich sowohl aus dem Anteil der Endmomente

als auch aus dem Anteil des Versetzungsmoments Px £x, das durch die
richtungstreue Druckkraft Px erzeugt wird.

zxx
MX2 + M2X Pxtx

Wh

M^ + M.32

(i-y)Ä

Wh'
M2X + MX2

+
Pxix

Wh Wh

(13)

(14)

|Pl
1

|Pz
i

h
i

nJ

i

Antimetrie-
ochse

4 i^ 2

Fig. 6.

7
n

4 2

Fig. 7.

=-*¦*=? Z11 Zß-r +1 o—o
¥h l\exie \%
^2 ^Z22R+üB

1 'Ä2
*2

R +
1 ' "2

Fig. 8.

Wenn 70>0:

wenn I0 0:

5.3.2. Verschiebungszustand II

EI
MX2 — M2X — /uy^\2

M\2 0,

M* EI Cm2\ — /U7I,\201,2>

(A' + B')%2,

(Wh)2

Ml, ^2 ~ r(i—W) h]2
^

Die Festhaltekräfte ergeben sich zu:

MX2 + M2X Pxj2
As ist r

Z

12 ^Ä ' fA'
Jf23 + JJf32 M2X + M12 (Px + P2)t2 Pxt2

22 '

(l-W)h Wh (l-W)h Wh

(15)

(16)

Nachdem die Festhaltekräfte ermittelt sind, bilden wir die Determinante und
berechnen uns den Wert

Ak Zl\ ^22 - ^12 ^21' (17)
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Der geschilderte Rechnungsgang ist für andere Laststufen so oft zu wiederholen,

bis mit genügender Genauigkeit durch numerische oder graphische
Interpolation die zu dem Wert Ak 0 gehörende Laststufe ermittelt ist.

Die kritische Last lautet:

(Pi+pj*
¦n2EnI

(ßh)* ' (18)

Daraus wird der j8-Wert ermittelt.
In den Fig. 9 bis 16 sind die ß-Werte für n=l, n 5, n=10 in Abhängigkeit

von c unter Berücksichtigung einiger Lastverhältnisse (0 a ^ 1) und für
!P 0,25, bzw. ¥^=0,3 dargestellt. Die Fig. 17 bis 20 zeigen die Abhängigkeit
der Werte ß von a für c 0, c 1, c 2 und c 00. Für die Grenzwerte von c

(c 0, c oo) werden die /9-Werte in Abhängigkeit von n in den Fig. 21 und 22

angegeben.

2,0

—
r

-—
n=10

„:'g-.

"7^5"

_ür_L

O 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
—-C

2,0

1.8

1.6

f.,
1,2

1,0

0,8

Fig. 9. oc 0,^=0,25.

V
n K) "

n 5

p 1

\P1 11

j 11
Jo

?Z\

nj

bJ
h-J0

0C=
Pf + P2

+ +

Grenzwerte
für C =oo

Erläuterung zu den Figuren 9—16.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
-— C

Fig. 10. a 0, ^=0,3.
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2,0

1.8

1,6

|M
1,2

1,0

0,8

- -J —
7

J

_fi_:lQ_

n*l

n= 5

jUi.

Fig. 11. a 0,2, ^=0,25.
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

-— C

2,0

1.8

1,6

oa.

f.4
1,2

1.0

n=K>
n* 1

n= Ö

JL-J-h

' 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,,0 1,2 1,

C

,4 1,6 1,8 2,0
Fig. 12. a 0,2, !F= 0,3.

2,0

1,8

1.6

1,4

1,2

1,0

0,8

„w
-I »*-5

* x 1

_______
J___U-—•—-—'

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,,0 1,2 1,

C

,4 1,6 1,8 2,0

Fig. 13. a 0,5,^=0,25.

2.0

1,8

1.6

1,2

1,0

0,8

n-IO—

J^VO-i

_______

Fig. 14. a 0,5, ^=0,3.
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,.0 1,2 1,

C

,4 1,6 1,8 2,0
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2,0

1,8

1,6

|..<

Fig. 15. ac= 1,0, ^=0,25.

1,2

1,0

0,8

n«tO—-

n-5—-

J__p—

n*5

0 0,2 0,4 0,6 Oß 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
-*C

2,0

18

1,6

ca,

1,2

1,0

Fig. 16. a=l,0, ^=0,3.

n-10-—

"o"»**'

"n-5

n^

2,0

1,8

1,6

1,4

1,2

1,0

0,8

t
]

h

rvJ

P1

bJ.«
P_ Jo P2|

i b- ^

—0,25
0,30

—~^7??-~~ ""n"«K>

..-——"
__,_--¦""""-rrrr-^-1^^ """"T^s

n 1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
-C

2,0

1,8

1,6

Im

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fig. 17.

1,2

1,0

0,8

¦?

+ b J _, -v
I

h

nJ

fP2 Jo t_J

y b

—0,25
0,30

«* ^^10

.---—>-"^' -^^ ^Tsö

' '
..---'"'

"^

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fig. 18.
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2,0
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1,6
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1,0

0,8
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h

jnJ
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«=^
—0,25 ^y^

^y^i
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2,6

2,4

2,2

03.

I 2,0

1,6

1

h

jnJ

P
1

P,
b j

\P2 Jo P2j *Jt\ ^"TTjo-00

—0,25
—0,30

— D f / n=10

,''n=5/

/'y J^^ ^^n-1

/£ ''/'
.?*'

£ '>'''

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
' 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fig. 19. Fig. 20.

03.

1

p p i
^_ b J

fP2
Jo P2i *h C"h J0"U

h

IrvJ

t '
• b <

—0,25
—0,30

2,5

^,-
2,0 ,---"'

^~- '''ajj^
,___ ___—

" a=0,5
1,*>

0^'¦rf-mr ___q_=_Q„

1 0

0 5

0
01 10 20 30 40 50

h

|n-J

t >

pi pi
b J /4,0

3,5

3,0

2,5

2,0

1,5

fP2 Jo P2,

r b «

a=^?_
—0,25

0,30 /' z
/

Ct= 1/^
y'•^

Xs
,*'-0^

-"'

_g_=„Q.

1 0 i

0 1 10 20 30 40 50

Fig. 21 Fig. 22.
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Zusammenfassung

Für Rahmenstiele mit eingespannten Füßen, die an den Rahmenecken und
zwischen diesen und den Stützenfüßen durch lotrecht angreifende Lasten
beansprucht sind, wurden die Beiwerte ß für die Knicklänge in Abhängigkeit
von verschiedenen Parametern graphisch angegeben.

Summary

The coefficients ß for the buckling lengthes of frame columns fixed at their
base and subjected to vertical loads acting at the corners as well as within the
column height are given in curves as funetions of various parameters.

Resume

Les coefficients ß pour la longueur de flambage des poteaux de cadres,
encastres ä leur base et soumis a des charges verticales agissant aux nceuds

et sur les poteaux, ont ete representes en courbes, fonetions de differents
parametres.
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