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Sur la torsion des cylindres de revolution en beton, armes de cerces
et de tirants

Über die Torsion an längs- und ringbewehrten Kreiszylindern aus Beton

Torsion of Concrete Cylinders of Circular Cross-section, Reinforced with Hoops
and Longitudinal Ties

J. R. ROBINSON
Paris

O. Graf et E. Morsch ont soumis ä l'essai par torsion un certain nombre
de cylindres de revolution en beton arme (Ref. 1). Parmi ces cylindres, trois
d'entre eux, portant les numeros 42, 47 et 52 etaient armes d'aciers
longitudinaux ancres dans leurs tetes, ou tirants, et de cerces transversales fermees

par soudure. La fig. 1 indique les caracteristiques de ces cylindres.
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Fig. 2.

La resistanee de leur beton ä l'äge de l'essai (91 jours) etait de 151 kg/cm2
mesuree sur cubes (9 cubes de 30 cm d'arete).

Les aciers utilises furent des aciers ronds de 10 mm de diametre dont les
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Tableau I-A. Gylindre 42

deformations de torsion
Couples
(kgm)

(rad. 10~4/cm) Observations

totales residuelles

250 0,008 —
500 0,016 0

1000 0,033 0,0007

1500 0,052 0,0028

2000 0,074 0,0064

2250 0,088 —
2400 0,099 __ Pas de fissures

2500 0,109 0,018 Fissuration observee

2750 0,80 —
3000 1,81 0,72

3500 4,58 2,18

3900 Croissance rapide des deformations.
La rupture survient au bout d'une
minute

Tableau I-B. Gylindre 47

Couples
(kgm)

deformations de torsion
(rad. 10~4/cm) Observations

totales residuelles

250 0,008 —
500 0,016 0,0007

1000 0,034 0,0014

1500 0,055 0,0043

2000 0,081 0,0078

2400 0,112 —

2500

0,125 Deformation mesuree ä 2 minutes de

chargement. La fissuration se
produit ä 3 minutes de chargement

0,41 0,13 Deformations mesurees ä 10 minutes
de chargement

3000 2,33 0,94

3500 5,38 2,52
Accompagne de deformations crois-
santes le couple s'eleve jusqu'ä
3950 kgm ä la rupture
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Tableau I-C. Gylindre 52
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deformations de torsion
Couples
(kgm)

(rad. 10-4/cm) Observations

totales residuelles

250 0,008 —
500 0,016 0

1000 0,034 0,0014

1500 0,055 0,043

2000 0,071 0,078

2400 0,106 — La fissuration apparait
2500 0,120 0,20

3000 1,66 0,65

3500 Augmentation continuelle de la de¬

formation et rupture apres 6 minutes

limites de rupture varierent de 5880 a 8530 kg/cm2, mais dont les limites
d'elasticite ne furent point mesurees parce que les diagrammes de traction de
ces aciers ne presentaient pas de palier. D'apres les deux diagrammes de traction

fournis, il semble que l'on puisse estimer que la limite d'elasticite
conventionnelle a 0,2% de ces aciers variait de 4100 a 4800 kg/cm2.

Les couples furent appliques par paliers croissants avec dechargement par-
tiel ä 250 kgm ä chaque palier.

Les apparences observees ont ete les suivantes. Pour chaque cylindre la
premiere fissure est apparue sous un couple sensiblement egal au couple de

rupture des cylindres temoins non armes. Puis les fissures, de trace helicoidal
et inclinees ä 45° sur les generatrices, se sont multipliees avec l'augmentation
du couple de torsion jusqu'ä couvrir la surface d'un reseau serre et elles se

sont elargies progressivement jusqu'ä la rupture. Peu avant cette derniere
quelques fissures atteignaient 3 mm de largeur. Les ruptures sont survenues
de la meme maniere: une plaque, ou ecaille de beton a saute laissant les arma-
tures ä nu ä son emplacement. La fig. 2 montre les apparences du cylindre
n° 52 apres sa rupture, les ecailles de beton sautees ayant ete remises en place.

Les tableaux I-A, I-B et I-C resument pour chacun des cylindres essayes
les resultats des mesures effectuees et les principales observations.

Nous nous proposons d'analyser les phenomenes observes.
Lorsque la fissuration s'est produite, les apparences de l'essai suggerent ä

l'evidence l'hypothese de la formation de bielles helicoidales de beton inclinees
ä 45° et susceptibles d'equilibrer des efforts de compression. Sur une section
droite du cylindre, les composantes normales ä Taxe de ces efforts de com-
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pression equilibrent le couple de torsion. Les composantes paralleles ä l'axe
sont equilibrees par la traction des tirants. Quant aux cerces, leur röle est

d'equilibrer la poussee au vide que developpent les bielles helicoidales en
raison de leur courbure.

Cerces et tirants, indispensables ä l'equilibre ne peuvent entrer en action
qu'ä la condition de s'allonger. Le cylindre fissure accuse la meme dilatation
transversale que les cerces et le meme allongement longitudinal que les tirants.
Les elements de beton decoupes par les fissures tendent ainsi ä se separer. II
est donc hautement improbable qu'il puisse subsister un noyau axial de beton
susceptible d'equilibrer une partie de la poussee au vide des bielles par traction

radiale ou une partie de leur poussee axiale et a fortiori un couple de

torsion notable. Nous supposerons quele noyau n'exerce aucune de ces actions.
Par raison de symetrie, il y a conservation des sections planes avant et

apres fissuration.
Nous ferons l'hypothese que partout oü il est sollicite par les efforts nes de

la torsion le beton est fissure ä 45° sur la direction de l'axe et plus precisement
qu'il est decoupe en bielles ä 45° n'equilibrant que des efforts de compression
sur toute surface cylindrique coaxiale au cylindre-eprouvette.

Reperons les points du cylindre en coordonnees semi-polaires par leur
cote z mesuree sur l'axe, leur angle de site cp et leur distance ä l'axe ou rayon
vecteur r. Une couche cylindrique de rayon r et d'epaisseur dr subit la meme

deformation angulaire -j- et la meme dilatation longitudinale relative ez que

l'ensemble du cylindre. L'accroissement absolu de son rayon Sr est le meme

que celui du rayon des cerces puisque le beton s'appuie radialement sur ces

cerces. Si donc D designe le diametre de ces dernieres et et leur allongement
relatif, 8 r est. egal ä D etj2 et la dilatation transversale relative de la couche

cylindrique est egale ä:

(a)
Sr Det

2r

Considerons au point z,cp,r l'element de bielle decoupe dans la couche
precedente, de base rdcp, dr, et limite par les plans de cote z et z + dz (fig. 3).

Les deformations d'une teile bielle en fonction de celles de la couche
cylindrique ä laquelle eile appartient se calculent aisement en developpant sur un

Fig. 3.
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plan une tranche de hauteur dz de la couche (fig. 4). L'axe helicoidal de la
bielle se developpe en une droite A B. Dans la deformation par rotation (fig. 4 a)
le rectangle suivant lequel s'etait developpee la tranche se transforme en un
Parallelogramme, les cötes normaux ä 0 z se decalant de rdd. La Variation de
longueur absolue de AB est egale ä la projection de BB' sur AB, soit —rdOj
/2, et comme la longueur de AB est egale ä dz i% la Variation relative de

1 dO
longueur de AB est egale ä -^r^-. Par des raisonnements analogues sur les

figures b et c, l'on trouve que les variations relatives de longueur de A B sous
l'effet des dilatations relatives ex et Sr/r sont egales ä ez/2 et ä dr\2r. La
deformation relative de la bielle est egale ä la somme de ces trois variations relatives
de longueur de AB.

rdz
e.dz

/ B

45°

Fig. 4.

Par ailleurs cette deformations relative est egale ä la somme de son retrait
p et de sa deformation relative mecanique.

CT

(i)

en appelant ct la contrainte de compression du beton et Eb son module secant
(fonction de ct). Nous considerons comme positifs la contrainte de compression
et les raccourcissements p et e' du beton.

En egalant les deformations geometriques d'une part, mecanique et de
retrait d'autre part et en tenant compte de la relation (a), nous obtenons

_I de 6* Det
€+p~2Tdz 2 ±r '

qui se met sous la forme:

(b)

(2)

Le raccourcissement e' et la contrainte ct attaignent leurs maximums eb et ab
ä la paroi oü ils sont lies par l'equation (1) sous la forme:

€&"k
et oü e£ est donne par l'equation

1 \™dd D/ o v De,!

(1')

(2')
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obtenue en remplacant dans l'equation (2) la variable r par R, rayon du

cylindre. De la paroi vers l'interieur du cylindre, e' et er decroissent avec r
jusqu'ä s'annuler pour une valeur r0, racine positive de l'equation

rt~-r0(el + 2P)-:^ 0. (3)

Ainsi, seule partieipe ä l'equilibre, une couche peripherique du beton du

cylindre. Les bielles qui s'y forment sont donc comparables dans leur action
ä celles qui se forment dans la paroi d'un tube et elles s'associent aux aciers

d'une maniere analogue. II semble ainsi que l'on puisse, ä titre de premiere
approximation, se servir de la theorie du tube pour evaluer les contraintes
des aciers.

Rappeions que dans un tube dont 1'epaisseur de la paroi est supposee
petite par rapport au diametre, la contrainte aai des cerces est donnee par la
relation:

2tC
at AtirD*

et celle des tirants oal par la relation:

(c)

""^d^T, (d)

relations oü:

C represente le couple de torsion.
D le diametre des cerces, egal au diametre ä mi-paroi du tube.
t l'espacement de deux cerces consecutives.

At l'aire de la section droite de l'acier constitutif d'une cerce.

2 AT la somme des aires des sections droites des tirants.

Pour Tun des couples mesures aux essais nous obtiendrons, en utilisant les

formules (c) et (d), des valeurs approchees des contraintes des aciers dont
nous pourrions deduire leur allongements par les equations classiques

«-TR (4)

er =4^. (ö)

Ea etant le module d'Young de l'acier auquel on peut attribuer la valeur
2,1-106 kg/cm2.

Ces allongements nous permettraient de calculer la racine r0 de l'equation

(3), puisque nous connaissons la deformation mesuree j-, si nous connaissions

la valeur p du retrait. Mais devant les valeurs elevees que prend ez, la valeur
de p apparait comme un terme correctif qu'il n'est pas necessaire d'evaluer
avec precision. Les cylindres ont bien ete soumis ä une eure prolongee (4
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semaines), ce qui justifierait une basse valeur de p. Cependant ce n'est pas le
retrait moyen des cylindres qui intervient dans le calcul, mais bien le retrait
de leurs couches superfizielles. Dans ces conditions il semble raisonnable de
prendre

p 3-10-4.

Nous pouvons alors calculer r0 et aussi eb, deformation du beton ä la paroi,
par l'equation (2) en y faisant r R. Mais la connaissance de cette deformation
ne nous renseigne pas sur la contrainte du beton parce que le diagramme
deformation contrainte du beton en compression simple n'a ete determine que
jusqu'ä 4-10~4 et 75 kg/cm2.

Pour obtenir une evaluation de la contrainte ab du beton ä la paroi, nous
chercherons ä calculer cette contrainte ä partir du couple applique et du
rayon interieur r0 du tube de beton comprime. Une bielle de beton ä 45°
s'appuyant sur l'element d'aire rdcpdr de la section droite du cylindre a pour
section rdcpdr1^2. Si sa contrainte de compression est er, la protection de
l'effort qu'elle supporte sur la section droite, dirigee suivant la direction
tangentielle a pour valeur

er rdcpdr\2. (e)

II s'ensuit que le couple C a pour valeur
R

C 77 J ar2dr. (f)

6 10 £'104

Fig. 5. Diagramme r, e' d'apres l'equation

(2) pour le cylindre 42 sous le couple
de 3000 kgm.

75 kg/cn

Fig. 6. Diagramme de compression du
beton d'apres O. Graf.

Les diagrammes representatifs de la deformation e' du beton evaluee en
fonction du rayon r d'apres l'equation (2) d'une part, et de cette meme
deformation en fonction de la contrainte dans l'essai de compression simple d'autre
part (fig. 5 et 6) semblent autoriser ä titre de premiere approximation ä suppo-
ser que la contrainte er varie lineairement de 0 ä crb en fonction du rayon r
quant ce dernier vaire de r0 ä R:

r-r0
R-r„ (6)
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Des equations (f) et (6) on tire

C -^*b(R-r0)(3R* + 2Rr0 + rl) (7)

equation qui fournit une valeur de ctö

Cependant, les equations utilisees ne sont pas parfaitement coherentes, les
relations (c) et (d) n'etant strictement applicables qu'ä un tube dont l'epaisseur
de la paroi peut etre negligee par rapport au rayon, ce qui n'est pas le cas.
Cherchons donc des expressions des contraintes des aciers qui soient en accord
avec l'hypothese (6).

Le rayon de courbure de l'helice ä 45° tracee sur un cylindre de rayon r
etant egal ä 2r, la poussee au vide, ou poussee radiale d'une bielle d'epaisseur
dr situee sur ce cylindre est egale ä adr/2r par unite de sa surface. Pour
l'element de surface drdz cette poussee est egale ä adrdcpdz/2. Par unite d'angle
de site, cp, et par unite de hauteur z, eile est egale ä adrj2. Pour l'ensenible
des bielles comprimees, par unite d'angle de site et de hauteur, la poussee au
vide est egale ä

R
Vv \S°dr (g)

soit en tenant compte de (4)

pv ^(B-r0). (h)

D'autre part la poussee radiale d'un element de cerce sous-tendu par
1'angle dcp est egale ä Ataatdcp. Par unite d'angle de site et de hauteur la poussee
radiale des cerces est ainsi egale ä

vat ^ (i)

En egalant pv et pat et en tenant compte de (7) on obtient:

3tC
Jat

77.4,(3 R* + 2Rr0 + rZ)'
(8)

La projection sur l'axe du cylindre de l'effort de compression d'une bielle a
meme valeur que sa projection sur la section droite, soit la valeur (e). D'oü
la poussee axiale sur l'ensenible du beton comprime

R
Bbl Tr\ardr (j)

r0

ou en tenant compte de (6):

Pbl ^p(R-r0)(2R + r0). (k)

En egalant ä l'effort de traction des tirants

Pl °alZA (1)
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et en tenant compte de (7) il vient:

Jal
2(2 R + r0)C

(3i?2 + 2i?r0 + rg)2^* (9)

On calcule aisement la racine r0 du second membre de l'equation (1) qui est
coherente avec les contraintes et les allongements des aciers deduits des

equations (8), (9), (4) et (5) par le moyen d'approximations successives, en
employant r0 comme parametre et en utilisant comme valeurs de depart les
valeurs donnees par les equations (c) et (d) du tube mince. La contrainte du
beton ä la paroi peut etre alors calculee au moyen de l'equation (7), et la
deformation eb du beton a la paroi par l'equation (2) oü r R. Nous donnons
aux tableaux suivants les resultats de ces calculs. Nous nous limitons aux
valeurs des couples appliques pour lesquels la fissuration etait complete —
hypothese de base de la theorie developpee — et pour lesquels les deformations
ont ete mesurees.

Rappeions les donnees geometriques des essais:

D 35em; ^Aj 7,85 cm2; t 10,8 cm; 0,785 cm2

et les hypotheses adoptees:

Ea= 2,1-106 kg/cm2; p 3-10-4.

II est possible d'apprecier les resultats portes aux tableaux II et III en
calculant les valeurs du module secant Eb du beton auxquels ils conduisent et
en les comparant aux valeurs obtenues par O. Graf dans l'essai de compression

simple du beton employe. Rappeions tout d'abord ces valeurs:

6,2 kg/cm2
25 kg/cm2
50 kg/cm2
75 kg/cm2

304 000 kg/cm2
260 000 kg/cm2
221 000 kg/cm2
187 000 kg/cm2

Fixons maintenant notre attention sur le tableau II, relatif au palier de

couple 3000 kgm, et calculons les valeurs de Eb qui resultent de la theorie

Tableau IV

Couple applique 3000 kgm

Cylindre Ob

(kg/cm2)
4

(io-3) (kg/cm2)
Appreciation

sur Eb

42
47
52

108
85

126

0,64
1,09
0,40

170 000
78 000

315 000

Valeur plausible
Valeur trop basse
Valeur nettement
trop haute
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developpee (eq. 8 et 9). Nous groupons au tableau IV les resultats de ces
calculs et les appreciations qui semblent pouvoir etre portees sur eux.

Les causes physiques de dispersion que neglige la theorie developpee, l'inter-
vention de l'adherence et celle de la resistanee ä la traction du beton, nous
paraissent avoir des effets plus importants que l'arbitraire de l'hypothese de
la Variation lineaire de la contrainte du beton avec le rayon (equation 6) ou
que l'arbitraire du choix de la valeur du retrait p. Dans ces conditions il nous
semble possible de conclure que cette theorie decrit convenablement, sous la
reserve d'une large dispersion, l'equilibre interne des cylindres sous le couple
de torsion de 3000 kgm.

Si maintenant nous examinons le tableau III relatif au couple de torsion
de 3500 kgm, nous constatons d'abord que la contrainte ab du beton y est
moins elevee qu'au tableau II, relatif au couple de 3000 kgm, ce qui est haute-
ment anormal. D'autre part les valeurs du module secant Eb qu'on peut
deduire du tableau:

pour le cylindre 42: 76/3,1-10~3 24 500 kg/cm2

pour le cylindre 47: 70/3,9-10~3 18 000 kg/cm2

sont absurdes.
De plus les deformations angulaires totales sous charge sont devenues

considerables et les deformations residuelles apres dechargement sont devenues
de 1'ordre de la moitie de ces deformations totales.

Les ancrages des tirants n 'auraient-ils pas glisse?
Si l'on suppose que pour le cylindre 42 ce glissement equivaut ä un allongement

de 4-10~3 c'est-ä-dire si l'on pose

^=^ + 4.10-3

on trouve r0 15,1 cm, ab 134 kg/cm2, e'b 1,25-10~3 et Eb 107 000 kg/
cm2, toutes valeurs plausibles.

Si de meme pour le cylindre 47 on suppose

€z=^ + 5'5'10"3

on trouve r0 15,6 cm, ab 147 kg/cm2, eb= 1,3-10~3 et Eb 113 000 kg/
cm2 valeur plausible.

Ces resultats de calcul confirment qu'il y a bien eu glissement des ancrages
des tirants dont l'examen confirme que leurs dispositions n'etaient pas par-

*
faites. C'est ce glissement qui a provoque les ruptures.

Le groupe des huit equations (1'), (2'), (3), (4), (5), (7), (8) et (9) aux huit
inconnues,

dz€b ' //* ' €*' €t' f0 > °b > aal 9 Val
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fournit une theorie des cylindres armes de cerces et de tirants dans l'etat
fissure. De nouveaux essais sont necessaires pour juger de sa validite.
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Resume

O. Graf et E. Morsch ont essaye en 1921 ä la torsion des cylindres de
revolution en beton, armes de cerces et de tirants. Une theorie est developpee

pour decrire le comportement des cylindres fissures. Elle conduit ä la conclusion

que les ruptures des cylindres sont survenues par le glissement des ancrages
des tirants.

Zusammenfassung

O. Graf und E. Morsch stellten 1921 an längs- und ringbewehrten
Kreiszylindern aus Beton Torsionsversuche an. Es wird eine Theorie entwickelt,
welche das Verhalten der gerissenen Zylinder beschreibt. Sie führt zum Schluß,
daß die Brüche der Zylinder durch das Gleiten der Längseisen in den
Verankerungen eintreten.

Summary

In 1921 O. Graf and E. Morsch tested in torsion concrete cylinders of
circular cross-section, reinforced with hoops and longitudinal ties. A theory is

developed in order to describe the behaviour of the cracked cylinders. This
theory leads to the conclusion that failures occured as a result of yielding of
the anchorages of the longitudinal ties.
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