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Etude ä l'aide d'une calculatrice eleetronique du comportement des

dalles en beton arme en phase de fissuration

Untersuchung des Verhaltens von Stahlbetonplatten im Rissestadium mit Hilfe
eines Elektronenrechners

Investigation by Means of a Computer of the Behaviour of Reinforced Concrete
Slabs in the cracking Phase

A. CORNELIS
Ingenieur au C.E.P.O.C.

Nous exposons ci-apres les principes d'un programme d'etude du comportement

elasto-plastique des plaques etabli pour l'ordinateur I.B.M. 7040 de
l'Universite de Liege. Le programme est base sur la theorie exposee par le
Professeur Ch. Massonnet dans son memoire intitule «Theorie generale des

plaques elasto-plastiques».
L'exploitation du programme est en cours ä l'Universite de Liege, mais

nous sommes dejä en mesure de fournir les premiers resultats de nos calculs
qui ont trait au comportement elasto-plastique de plaques rectangulaires
simplement appuyees sur les quatre bords et possedant deux axes de symetrie.

I. Rappel des formules

1. Equation de Lagrange: V2V2w p/D

w deplacement vertical du feuillet moyen
p charge

D rigidite de la plaque D 12(1ly2)
E module d'elasticite
e epaisseur de la plaque
v coefficient de Poisson
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2. Expression des moments de flexion et de torsion

AMX -D[AXx + vAXy]-D\[cos2* + vsm2ot]

AMy -D[A Xy + vA Xx\ ~DA[sin2ot + vcos2a]
A Mxy D (1 - v) A xXy -D A (1 - v) sin a cos a

A Xx >
A xy ,A Xxy accroissements des courbures

A distorsion

3. Expression des moments principaux — Orientation des facettes principales

Ml M^±fiM*-V + Mly,

tg2oc~Mx-My-
Nous representerons par ax(a2) 1'angle que fait la normale ä la facette

principale Mt(M2) avec l'axe des x.

ax <x + k7TJ2.

Cette distinction entre les orientations des deux facettes principales est

importante parce que la distorsion (X1 ou A2) est associee ä l'orientation de la
facette ä laquelle eile est affectee.

Notons que les moments principaux peuvent s'exprimer en fonction de

Mx, My et tg 2 ol par les relations

Mr + Mv MT-MM\= % y± % yil+tg22oc l[(l+A)Mx + (l-A)My]

en posant A ± j/l 4- tg2 2 a.

Nous representerons Mx et M2 par Mk auquel nous associons 1'angle ock et
la distorsion Xk; k peut prendre les valeurs 1 et 2.

4. Expression de la correction du second membre de Vequation de Lagrange

Le Professeur Ch. Massonnet montre que le second membre de l'equation
de Lagrange appliquee en un point est affecte d'une correction lorsqu'on
atteint le regime plastique en un point quelconque du reseau.

S^ [ d2 d2
C ~h fc [A* (C°S2 a* + V Sln2 "^ + fy~2

tAA: (Sin2 *k + v C°S2 0Ck)]

2 (l-V)^^XXk^in^k^SOLk]\.
d2

'dxdy1

II faut noter que la distorsion est nulle en tout point se trouvant dans le
domaine elastique.
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En un point se trouvant dans le domaine plastique, Ax ou A2 ou eventuelle-
ment les deux sont differents de zero.

II. Application de la methode des differences finies

1. Expression de l'equation de Lagrange

L'equation de Lagrange en un point (m,n) peut s'ecrire, en affectant ä
celui-ci «l'etoile des points» representee ci-dessous, de la fagon suivante:

V*w 20wm)n+1 + (wmtn_2 + wm>n+2 + wm_2)n + wm+2}n)

+ 2 {wm_1} n_1 + wm_lf n+1 + wm+lj n_1 + wm+lt n+1)

ph*
~~ ° \wm,n-1 + wm,n+1 + wm-l,n + wm+l,n) ~ ~~jp~>

h est le pas du reseau orthogonal ä mailles carrees.
On peut donc associer ä l'etoile des points «l'etoile des coefficients» representee

ci-dessous.

Etoile des points Etoile des coefficients

(m, n~2)
(m — l,n— 1) (m, n— 1) (m+l,n— 1)

(m — 2, n) (m— 1, n) (m, n) (m+l,n) (m + 2,n) 1

(m— 1, n+1) (m,n+l) (m+l,w+l)
(m, n + 2)

1

2 -8 2
8 20 -8 1

2 -8
1

2

I 1 I I

-I—\-f-i—I

\ kl«! M

contour I
i i

r-T~7"
1 I i.
LT_L

]_i_4i 'S il2iJ_j
¦I—|-_.£—Jg-J—L__|—I
I I ^ I

I j I I

l-J £ | L_J I I ™ll I I I I I Flg. 1.
I l 1 L_L_±_J J I

On traduit aisement les conditions de symetrie en ajustant les etoiles des

points et des coefficients. Les conditions d'appui simple se realisent en pre-
nant w 0 pour les points du contour tels que 3 (Fig. 1) et en introduisant une
rangee de points supplementaires exterieurs au contour, tels que 1 (Fig. 1)

pour lesquels on adopte w1 —w7, de maniere ä realiser en 3 la condition
d'appui simple

_^ oXy dy2
u-
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2. Expression des courbures

_
1

Xx ~~ T2 \Wm-l, n + wm+l,n~* wm, n) >

Xy ~ T% \wm,n-1 + wm,n+1~~ * wm,n) j

1

Xaw ~~ 4T2" l^m-Ln-l + wm+l,n+l ~~ wm+\,n-l "~ wm-l,n+l) •

Ces expressions s'ecrivent facilement en associant ä l'etoile des points,
l'etoile des coefficients

0
1 1-1

0 1-210-1110

Les conditions d'appui et de symetrie s'expriment en ajustant les etoiles
des points et des coefficients.

3. Expression de la correction du second membre de Vequation de Lagrange

La correction est une fonction des derivees partielles secondes par rapport
ä x et y de Jx (A1? ax) et J2 (A2, a2); son expression s'etablit d'une fagon analogue
ä celle servant au calcul des courbures, en remplagant toutefois la deformee

par Jk(k= 1,2).

III. Principe du programme

La plaque dont on desire etudier le comportement elasto-plastique est
divisee en un reseau orthogonal de pas h.

Si la plaque possede deux axes de symetrie et est symetriquement chargee,
nous pouvons limiter 1'etude au quart de la plaque.

Soit m et nie nombre de points definis par le reseau dans un quart de plaque,
respectivement suivant l'axe des x et des y (Fig. 2).

JL „ v n „ it u n
h

__ «, n u n „ u 0

X

Fig. 2.
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N P est le nombre de points, soit mxn.
NI est le nombre de points interieurs, soit (m — 1) (n — 1).

NI definit 1'ordre du Systeme d'equations de Lagrange.

Les differentes etapes du programme sont decrites ci-dessous:
1. Etablissement automatique et inversion de la matrice des coefficients du

Systeme d'equations de Lagrange.
2. Calcul et enregistrement sur bände magnetique des effets Mx et My en

chaque point du reseau, obtenus en egalant ä l'unite successivement chacun
des seconds membres du Systeme.

Representons ces effets par MvXCj=x et M^iCj==1, p est le point oü l'on calcule
l'effet du je second membre egale ä l'unite.

3. Calcul en regime elastique des deplacements, courbures, moments de
flexion et de torsion, et de 1'angle a en chaque point du reseau sous l'effet
d'une charge donnee.

4. Produit des valeurs calculees en (3) (ä l'exception de l'angle a) par /jl0,
/jl0 etant le plus grand des rapports

M+ > M- '
-"* 1 max ^r* 2 mxn

On obtient ainsi la distribution des moments ä l'etat elastique limite. II
s'agit de la «distribution correcte» ä l'etape 1.

5. Produit des valeurs obtenues ä l'etape precedente (i— 1) par le facteur
de charge. On obtient ainsi la «distribution de depart» pour l'etape i suivante.

6. Determination des points en regime plastique.
7. Determination des distorsions aux points definis en (6).
Les distorsions affectees aux points en regime plastique doivent etre telles

que Mk(k=l,2) en ces points soit ramene ä la valeur limite (Jf+ ou M~).
Representons par «p» les points en regime plastique et par P un point particulier

choisi parmi ceux-ci.
Au point P, on etablit la condition

M%(\p) M% %[(l+A)M£+(l-A)Mf} (1)

avec A ± /l+tg22a.
Le choix du signe de A depend des valeurs relatives de Mf et M**. M% se

compose de trois elements:
a) M^. moment de depart pour l'etape i, calcule en (5).
b) La composante plastique du moment due ä Af* (k= 1, 2),

2

soit 2 [ - D Af (cos2 af + v sin2 a£)].
&=i

c) L'effet au point P des distorsions Xp affectees ä chacun des points en
regime plastique.

Representons par Q un point interieur du reseau et par ef (j 1 ä 9) les
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neuf points de l'etoile de Q intervenant dans le calcul des derivees secondes.

L'effet Mx en P de la distorsion Xf. vaut

Cq )fi represente la correction en Q due ä une distorsion unitaire affectee

au point ef.
Le premier terme du produit est connu et est enregistre sur bände magne-

tique. Le deuxieme terme est aisement calculable par differences finies.
On peut donc ecrire que l'effet Mx, au point P, des distorsions Xp affectees

ä chacun des points en regime plastique, vaut:

Ml Ml- 2 DX*(cos2a£ + vsin2a£)
k=i

NI 9 2

+ 222 [^xp,cQ=i][CQAiJfc(Ag)fc-
(2)

Q=lj=lk=l
Une relation analogue s'obtient pour M^:

M* MP- £ i)A|>(sin2a|> + vCOS2a|>)
k=l

NI 9 2

+ 2 .2 2 [My ^\cQ\o=i\{\o)k.
(3)

?=U=1 fc=l

En remplagant M? et M*} par leurs expressions (2) et (3) dans la relation
(1), on peut exprimer la condition en P en fonction des distorsions inconnues.

Si N est le nombre de points en regime plastique, on obtient un Systeme
d'equations d'ordre N' contenant les N' distorsions comme inconnues.

Remarquons que par point, on a 1 ou 2 distorsions inconnues. On a donc

8. Resolution du Systeme d'equations en A.

9. A partir des distorsions trouvees, on calcule les corrections reelles et les

seconds membres du Systeme d'equations de Lagrange. A partir des accroisse-
ments des deplacements on peut calculer les accroissements des courbures,
puis ceux des moments en chaque point par les equations de la page 1.

10. Calcul des moments principaux totaux ä partir des moments:

Mx MXi +AMX,
My MVi +4My,
Mxy= Mxyi+AMxy.

Deux cas sont possibles:
a) De nouveaux points apparaissent dans le domaine plastique. On retourne

ä l'etape (6) sans augmentation de la charge.
b) Sinon, on calcule en chacun des points du reseau tg2a, ax et a2; on

verifie de plus si les moments agissant aux points dans le domaine plastique
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sont effectivement ramenes au moment limite, ä un indice de precision pres.
— Si oui, on retourne ä l'etape (5), c'est-ä-dire ä l'augmentation de charge.
— Sinon, on retourne ä l'etape (7), sans augmenter la charge mais en adoptant
les nouvelles valeurs de ax et a2.

A ce sujet, remarquons en effet que lors du calcul de l'etape i on utilise
les valeurs des angles obtenues ä l'etape i — 1. C'est la raison pour laquelle les
moments aux points en domaine plastique ne sont pas rigoureusement ramenes
ä la valeur limite. Notons cependant que ce fait n'a aucune influence sur les
points situes sur les axes de symetrie, pour lesquelles l'orientation des facettes
principales ne se modifie pas.

IV. Exemple traite

1. Generalites

Dans sa version actuelle, le programme a ete utilise pour le calcul de plaques
rectangulaires appuyees sur leurs quatre bords et chargees d'une surcharge
uniformement repartie. Le diagramme moments-courbures plastiques adopte
pour le materiau constituant la plaque est du type parfaitement plastique.

En tenant compte de la symetrie, on peut se limiter ä 1'etude du quart de
ces dalles.

On a ainsi etudie essentiellement trois dalles de rapports a\b egaux ä 7/3,
7/4 et 7/5.

La charge de ruine est pratiquement atteinte au moment oü, par suite d'un
accroissement trop rapide des deplacements verticaux, le procede d'iteration
cesse d'etre convergent.

Dans chacun des cas, le rapport de la charge de ruine ä la charge limite
elastique a ete identique ä celui calcule par la theorie de Johansen1) et la
theorie elastique2) ä deux pour cent pres. Ces deux pour cent correspondent
au pas de chargement.

Nous donnons ci-apres un exemple plus detaille du calcul de la plaque de
rapport 7/4.

2. Plaque de rapport 7\4

Les caracteristiques de cette plaque sont les suivantes:

— Longueur 3,5 m.
— Largeur 2,5 m.
— Pas du reseau 0,25 m.

Bulletin du C.E.B. n° 35.
2) S. Timoshenko et S. Woinowsky-Krieger : Theory of Plates and Shells, 2e edition.

McGraw Hill Book Co., 1959.
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— Coefficient de Poisson 0,2.

— Rigidite de la plaque D 0,3472-108 kgm.
— Moment limite 7500 kgm ä 75 kgm pres.
— Facteur d'amplification des charges: 1,02 ä chaque pas de chargement.
— La charge uniformement repartie conduisant au moment limite au centre

de la plaque, calculee par le programme, vaut: 20 853 kg/m2.
— Le tableau 1 donne les valeurs aux differents points de la plaque du deplace-

ment vertical sous cette charge de 20 852 kg/m2, soit pour un facteur de

charge egal ä l'unite.

Le tableau 2 donne les valeurs des moments principaux M1 et M2 et l'incli-
naison a de la croix des tensions (par tg 2 a) aux memes points pour une charge
elastique de 1,666 kg/m2 soit pour un facteur de charge de 0,0000799.

Tableau 1

Augmentation de charge: Charge 20853. Facteur de charge 1.000. Deformee K 1.0001)

0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
0. 908. 1701. 2344. 2830. 3168, 3366. 3431.
0. 1641. 3087. 4266. 5161. 5783. 6149. 6269.
0. 2111. 3980. 5510. 6675. 7487. 7963. 8120.
0. 2272. 4287. 5939. 7199. 8076. 8591. 8761.

x) Valeurs exprimees en 10-7

Tableau 2

Moment Ml1) K 0.0000799
Moment M 22) K 0.0000799
Tangente 2 Alfa3) K 0.0000799

3224. 3020. 2548. 2004. 1463. 951. 467. -0.
- 3224. - 3020. -2548. - 2004. - 1463. -951. -467. -0.

-0. -0. -0. -0. -0. -0. -0. 0.

2913. 3514. 3588. 3438. 3211. 2985. 2814. 2748.
-2913. -1971. -1107. -363. 243. 701. 998. 1104.

-0. -25720. -7989. - 3900. -2166. 1197. -539. 0.

2135. 3248. 3816. 4115. 4308. 4455. 4556. 4592.

-2135. -805. 239. 1001. 1495. 1774. 1905. 1942.

-0. -16565. -4356. -1982. -1061. -574. -256. 0.

1119. 2534. 3488. 4232. 4839. 5287. 5558. 5648.

-1119. 391. 1442. 2047. 2326. 2430. 2460. 2466.

-0. -8897. -2123. -928. -486. -260. -115. 0.

-0. 1656. 3050. 4157. 4985. 5553. 5884. 5992.

-0. 1421. 2161. 2501. 2626. 2654. 2649. 2644.
0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.

x) Valeurs exprimees en 10~3

2) Valeurs exprimees en 10~3

3) Valeurs exprimees en 10-2
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Le rapport de la charge de ruine ä la charge limite elastique calcule comme
indique ci-dessus est de 1,354.

Le programme indique la ruine de la plaque pour un rapport de charge
compris entre 1,346 et 1,346 X 1,02.

Les tableaux 3 et 4 donnent les memes quantites que ci-dessus pour l'etape
precedant la ruine par plastification de tous les points proches des lignes de

rupture du mecanisme de ruine en «enveloppe postale» propose par Johansen.
La figure n° 3 montre une coupe transversale dans la plaque deformee

a) ä la fin du regime elastique; b) ä l'etape precedant la ruine.
On voit que les fleches additionnelles ont une loi approximativement

bi-triangulaire.

Tableau 3

Augmentation de charge: Charge 28074.10. Facteur de charge 1.34627.
Deformee K- 1.3461)

0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.

0. 137. 257. 357. 433. 486. 517. 527.
0. 249. 472. 660. 803. 903. 964. 984.
0. 323. 615. 865. 1065. 1210. 1298. 1327.

0. 349. 668. 945. 1173. 1340. 1443. 1477.

x) Valeurs exprimees en 10~6

Tableau 4

Moment M l1) K 1.346
Moment M 2 2) K 1.346

Tangente 2 Alfa3) K 1.346

61477. 57958. 49662. 39610. 29201. 19165. 9492. -0.
-61477. -57958. --49662. -39610. -29201. -19165. -9492. -0.

-0. -0. -0. -0. -0. -0. -0. 0.

56109. 66595. 67944. 63893. 57392. 50643. 44359. 41292.
-56109. - 39934. --25257. -12192. -669. 8842. 16247. 19580.

-0. -28783. -9921. -5601. -3210. -1828. -861. 0.

42194. 62155. 73274. 72381. 73238. 72337. 68028. 66063,
-42194. -19257. - 1949. 11456. 20216. 27219. 32985. 35157.

-0. - 14532. -4709. -2775. -1792. -1137. -561. 0.

22816. 48980. 69291. 75722. 75613. 75234. 75039. 75000.
-22816. 3573. 20794. 31550. 38505. 43340. 46137. 46993.

-0. -5386. - 1849. -1132. -743. -440. -201. 0.

-0. 33331. 64149. 75000. 75000.' 75000. 75000. 75000.

-0. 22841. 34379. 42252. 47721. 50761. 52179. 52561.
0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.

x) Valeurs exactes
2) Valeurs exactes
3) Valeurs exprimees en lO"2
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Enfin, la figure 4 montre la progression des deformations plastiques avec
l'augmentation de charge; eile donne en effet les valeurs du parametre de

charge /jl pour lesquelles la plastification atteint les divers noeuds de ce reseau.

^

Fig. 3. Deformee transversale.

1,346 1,346 1,346 1,346

1,268 1.195 1,172 1,126 1,104 1,126 1,172 1,195 1,268

1,243 1,126 1,061 1,02 1,02 1,02 1,061 1,126 1,243

1,268 1,195 1,172 1,126 1,104 1,126 1,172 1,195 1,268

1,346 1,346 1,346 1,346

Fig. 4. Extension progressive des fissures dans la plaque en fonction du parametre de
mise en charge.

Resume

Ce travail fait suite ä celui du Professeur Ch. Massonnet et decrit en detail
le programme qui a ete etabli pour appliquer sa methode aux plaques en beton
arme ä l'aide d'une calculatrice I.B.M. 7040. Les champs des deplacements
et des moments düs aux distorsions angulaires provoquees par les deformations
plastiques sont obtenus aisement ä partir de la matrice inversee des equations
aux differences finies equivalentes ä l'equation de Lagrange. Ces champs sont
ensuite combines lineairement de maniere ä respecter en tout point la condition
de plasticite.



COMPORTEMENT DES DALLES EN BETON ARME EN PHASE DE FISSURATION 311

Un exemple numerique relatif ä une plaque rectangulaire de rapport 7/4
uniformement chargee et faite d'un materiau elastique-parfaitement plastique
termine le memoire.

Zusammenfassung

Dieser Beitrag bildet eine Fortsetzung der Arbeit von Prof. Ch. Massonnet
und beschreibt das Programm, das für eine IBM 7040 aufgestellt wurde, um
seine Methode auf Stahlbetonplatten anzuwenden. Die Verschiebungsfelder
und die Momentenfelder infolge WinkelVerdrehungen, die durch plastische
Verformungen hervorgerufen werden, können ohne weiteres aus der Umkehrmatrix

der Gleichungen endlicher Differenzen, die der Gleichung von Lagrange
entsprechen, aufgestellt werden. Diese Felder werden anschließend linear
kombiniert, so daß in jedem Punkt die Plastizitätsbedingung erfüllt ist.

Ein numerisches Beispiel für eine rechteckige Platte mit Seitenverhältnis
7/4 mit gleichmäßig verteilter Belastung und aus einem elastisch-vollkommen
plastischen Material bildet den Schluß dieses Beitrages.

Summary

This paper is a continuation of that by Professor Ch. Massonnet and
describes in detail the programme that was established in order to apply his
method to reinforced concrete slabs by means of an I.B.M. 7040 Computer.
The fields of the displacements and the moments due to angular distorsions
brought about by the plastic deformations are readily obtained from the
inverse matrix of the equations with finite differences equivalent to Lagrange's
equation. These fields are subsequently combined linearly in such a manner
as to comply with the condition of plasticity at all points.

A numerical example relating to a rectangular plate of ratio 7/4, which is
uniformly loaded and is made of an elastic-perfectly plastic material, concludes
the paper.
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