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Voilement des ämes comprimees et flechies, munies d'un seul
raidisseur longitudinal

Ausbeulen der auf Druck und Biegung beanspruchten, mit einer einzigen
Längssteife versehenen Stehbleche

Bückling of Compressed and Bent Webs, Provided with a Single Longitudinal
Stiffener

PIERRE DUBAS
Ecole Polytechnique Federale, Zürich

Introduction

Dans la presente contribution, on se propose de generaliser les resultats
des publications anterieures1). Ces etudes concernaient des töles sollicitees
ä la flexion pure, c'est-ä-dire que la contrainte de traction sur un bord etait
egale, au signe pres, ä la compression correspondante sur le bord oppose.

En pratique, la distribution transversale des contraintes longitudinales des
ämes est souvent differente. Pour les systemes en are ou en cadre par exemple,
sollicites par des efforts normaux et des moments de flexion, on trouvera
toutes les repartitions possibles entre les cas limites de la compression
uniforme et de la flexion pure. Dans les poutres mixtes acier-beton, meme lors-
qu'elles ne sont que flechies, Taxe neutre ne se trouve pas au milieu de l'äme
et l'on retombe dans les cas precites; on a meme quelquefois une traction
max. superieure ä la compression mais nous n'avons pas juge necessaire
d'inclure ce probleme dans la presente etude car c'est generalement un autre
cas de charge qui est determinant pour la securite au voilement.

Comme le cas de la compression uniforme2) et celui de la flexion pure1)

x) F. Stüssi, Ch. et P. Dubas: Le voilement de l'äme des poutres flechies, avec
raidisseur au cinquieme superieur, Memoires AIPC 1957, p. 217; Etude complementaire,
Memoires AIPC 1958, p. 215.

2) R. Barbre: Beulspannungen von Rechteckplatten mit Längssteifen bei
gleichmäßiger Druckbeanspruchung, Bauingenieur 1936, p. 268; Stabilität gleichmäßig
gedrückter Rechteckplatten mit Längs- oder Quersteifen, Ing.-Archiv 1937, p. 117.
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sont completement resolus, nous examinerons d'abord en detail la repartition
triangulaire des compressions, caracterisee par une contrainte nulle le long de

l'un des deux bords longitudinaux. On donnera ensuite quelques indications
pour les autres distributions.

Le titre meme de la publication indique qu'on n'envisage pas le probleme
de la fagon la plus generale: on se limite ä 1'etude de töles munies d'un raidisseur
longitudinal unique et dont la position sera teile qu'il ne flechisse pas lors du
voilement en deux series de cloques superposees.

Equation differentielle du probleme

Lorsqu'une töle rectangulaire (fig. 1) est sollicitee uniquement par des

efforts de bout distribues lineairement sur ses bords lateraux, et invariables

»»X / ep h
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Fig. 1.

dans la direction longitudinale (axe des x), on sait que les deformations qui
se produisent lors du voilement obeissent ä une loi sinusoi'dale de la forme

w 7?sm-
mirx (i)

pour autant que la plaque soit simplement appuyee sur ses bords lateraux.
Dans la formule (1), m designe le nombre de demi-ondes longitudinales; on
peut toujours le prendre egal ä 1 si l'on reduit en proportion le rapport effectif
ajb de la longueur ä la hauteur de l'äme. On obtient alors, apres division par
le sinus, 1'equation differentielle bien connue suivante pour le voilement
en pleine töle:

2 TT2 77*
Cük

a2b2
(2)

Les indices designent des differentiations par rapport ä y et les contraintes
longitudinales sont exprimees ä l'aide du coefficient de distribution trans-
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versal a> (fig. 1), de la contrainte «eulerienne» oe et du coefficient de voilement k:

ff I h\2
ax ™ (°x)max cokae Ojfc7r212 l-j (3)

Lorsque la töle est munie d'un raidisseur longitudinal caracterise par sa

rigidite flexionnelle EJr, il vient en plus, au droit du raidisseur, un effort
concentre de la forme:

-(^-^äK- (4)

On a introduit dans cette formule, qui s'ecrit ä droite de 1'equation (2), la
rigidite relative y et la section relative 8 du raidisseur telles qu'elles sont
definies ä la fig. 1. II est par lä implicitement admis que le raidisseur ne possede
pas de rigidite torsionnelle (profil ouvert) et que son centre de gravite coi'ncide
avec celui de la töle. Le coefficient cor definit bien entendu la contrainte longi-
tudinale sollicitant le raidisseur.

Quelles que soient les conditions ä satisfaire sur les bords longitudinaux
(bords simplement appuyes, encastres ou libres), 1'equation differentielle (2),
gräce ä l'analogie du polygone funiculaire3), peut etre transformee en un
Systeme d'equations lineaires dont les inconnues sont les deformations de
voilement tj (voir formule (1)) en des points equidistants situes sur la section
transversale mediane.

Nous admettrons ici que les bords longitudinaux sont simplement appuyes,
c'est-ä-dire que les membrures ne causent pas un encastrement appreciable
de l'äme. On remarquera toutefois que cette hypothese serait trop defavorable
pour la semelle superieure d'une poutre mixte car la dalle de beton empeche
pratiquement toute rotation et provoque ainsi un encastrement presque par-
fait. Dans le procede numerique dont nous venons de parier, il suffirait des
lors de modifier l'equation ecrite pour le point precedant immediatement le
bord (voir l'ouvrage cite ä la note 3, formule VI, 55b, p. 358).

Pour des bords appuyes, on a expose en detail l'etablissement des equations
homogenes en 7] et on a donne une application numerique complete dans les

publications citees ä la note 1. Pour la distribution quelconque (mais lineaire)
des contraintes sur les bords lateraux que nous voulons examiner maintenant,
ces equations restent bien entendu valables et la determination des coefficients
de voilement k ou des rigidites relatives y s'effectuera d'une fagon tout-ä-fait
analogue. II n'a ainsi pas paru necessaire de revenir ä ces questions et l'on se

permettra de renvoyer le lecteur aux publications anterieures. Remarquons
simplement ici que l'on a utilise systematiquement la «methode du deter-
minant» (voir Memoires AIPC 1958, p. 232).

3) Voir par exemple F. Stüssi: Entwurf und Berechnung von Stahlbauten, Erster
Band, Grundlagen des Stahlbaues, Springer-Verlag 1958, p. 200 et 357.
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Töle sollicitee par des compressions ä repartition triangulaire

Expose du probleme etudie

Comme nous l'avons dejä indique dans l'introduction, nous voulons deter-
miner la position Optimum d'un raidisseur longitudinal unique, c'est-ä-dire
celle qui correspond au plus grand coefficient de voilement k. Pour ce coefficient
kmax et pour toutes les valeurs de k comprises entre kmax et le coefficient k

correspondant ä la töle non raidie, on donnera les rigidites y correspondantes,
comme cela a ete fait pour la töle flechie.

En ce qui concerne la position optimum du raidisseur, on a montre dans
les publications anterieures qu'elle correspond ä celle de la ligne nodale de la
töle, non raidie, voilant en deux series de cloques superposees (double onde

transversale). Comme dans le cas analogue du flambage en plusieurs ondes

d'un poteau bi-articule, cette forme d'instabilite ne se produira effectivement

que si les deformations de la töle sont d'abord empechees au droit de la ligne
nodale ou si, ce qui revient au meme, le voilement en une onde transversale
de la töle raidie le long de la ligne nodale correspond ä des compressions, ou
ä un coefficient de voilement, plus elevees4).

Voilement avec double onde transversale

D'apres ce que l'on vient de dire, la premiere partie du travail consiste ä

determiner, pour les divers rapports a\b entrant en ligne de compte, le coefficient

k pour le voilement en deux ondes transversales de la töle non raidie.
Que l'on utilise la «methode du determinant» ou le procede d'iterations
d'ENGESSER-ViANELLO, le calcul numerique donnera, ä un facteur de multi-
plication pres comme dans tous les problemes de stabilite, les ordonnees 77

de la figure de voilement dans la section transversale mediane de la töle. Par
interpolation, on obtiendra des lors facilement la coordonnee y du point ä

deformee 77 nulle, c'est-ä-dire la position de la ligne nodale longitudinale.
Pour la distribution triangulaire des compressions admise, les resultats de

cette etude sont reportes graphiquement ä la fig. 2; la moitie de gauche represente

la Variation du coefficient de voilement k en fonction du rapport ajb et
la moitie de droite, la position relative de la ligne nodale exprimee par le

rapport bxjb de la distance de la ligne nodale au bord superieur divisee par la
hauteur de l'äme.

Par interpolation entre les valeurs calculees (tous les 0,05), il vient un
coefficient

Km 35,2 (5)

4) Les rigidites y correspondantes seront donc dites «economiques»; on parlera en
allemand de «Mindeststeifigkeit 1. Art». On consultera ä ce sujet, par exemple, le manuel
«Stahlbau. Band 1», Stahlbau-Verlags-GMBH, Köln 1961, 2. Auflage, p. 368.
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Fig. 2. Compressions ä distribution triangulaire. Voilement avec double onde trans¬
versale.

pour un rapport a\b atteignant 0,496, soit pratiquement 0,5 comme pour la
töle soumise ä une compression uniforme. En realite, le voilement des töles
longues effectives aura lieu en plusieurs ondes longitudinales (avec deux ondes
transversales) et le rapport ajb sera un multiple de 0,496. On obtiendra la
courbe en festons caracteristique des problemes du voilement et, pour les
valeurs ajb que l'on rencontre en pratique, les festons se confondront en pre-
miere approximation avec 1'horizontale donnee par k — 35,2; il suffit donc de
considerer cette valeur de k et la position correspondante de la ligne nodale,
soit

bjb 0,382. (6)

Avant de poursuivre, il convient de montrer le degre de precision du pro-
cede numerique adopte. Pour ce faire, le tableau I contient les valeurs k cal-
culees pour ajb 0,496 en faisant varier uniquement le nombre de divisions n
de la section tranversale mediane (ou, si l'on veut, le nombre n — \ des equations

lineaires en rj).
La deuxieme ligne du tableau contient les valeurs obtenues en utilisant

)a loi d'extrapolation (7)

Tableau I. Valeur minimum de k lors du voilement avec double onde transversale
(compressions triangulaires)

Nombre de divisions n — 7 n=10 n=12 n 20 n= oo

Valeur calculee de k
Formule approchee
Erreur par rapport ä n oo

35,024
35,024
0,51%

35,159
35,159
0,12%

35,181
35,181
0,06%

35,199
35,199
0,007%

35,201
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Aon a
k 35,2014-^^. (7)

La concordance est parfaite avec les valeurs effectivement calculees et l'on
est en droit d'extrapoler pour n tres grand, ce qui donne k 35,20 comme
indique sous (5).

En comparant les erreurs en % donnees ä la derniere ligne du tableau I ä

Celles relatives ä la töle flechie (Memoires AIPC 1957, p. 235), on constatera

que, pour la repartition triangulaire, les erreurs pour le meme nombre de

divisions sont environ 12 fois plus petites. Ceci s'explique facilement parce que
l'onde superieure atteint ici 0,382 b contre 0,2046 pour la töle flechie; pour un
meme nombre de points n, l'onde est donc decrite par 0,382/0,204 1,872 fois
plus de divisions. Comme la precision depend du nombre de divisions ä la
puissance 4, on retrouve bien 1,8724=12. Cette remarque pourra etre utile
pour d'autres calculs car eile permet d'estimer la precision lorsque l'on connait
le nombre de divisions qui correspondent ä l'onde superieure de voilement.

Valeurs des rigidites «economiques»

La position optimum du raidisseur longitudinal unique est maintenant
connue: le rapport doit valoir selon (6)

-^ 0,382 g^^- (0,3846) ^f (0,375). (6a)
b 13 8

Comme cette derniere valeur de 0,375 permet de ne calculer qu'avec 8

divisions, ce qui diminue l'ampleur des Operations numeriques, nous l'avons
adoptee pour la determination des rigidites «economiques», c'est-ä-dire les

rigidites telles que la töle ainsi raidie, pour les diverses valeurs a\b, voile en

une onde transversale avec un coefficient k valant 35,20 comme pour le voilement
de la töle non raidie en deux ondes transversales. Des calculs comparatifs ont
d'ailleurs montre que les rigidites ainsi obtenues sont peu differentes (de
1'ordre du %) de Celles correspondant ä la position au 5/13 et qu'elles leurs
sont superieures, de sorte que l'on peche par exces de securite.

Comme la valeur de k est maintenant connue, seul y reste ä trouver et la
«methode du determinant» est ici particulierement rapide si l'on prend garde
d'ecrire le systemes des equations en rj en partant du bord le plus eloigne du
raidisseur.

Nous donnons dans le tableau II les resultats obtenus pour les rapports
ajb qui entrent en ligne de compte. Bien entendu, seules ont ete calculees les

valeurs de y correspondant ä une section relative 8 0. Comme cela ressort
directement -de 1'expression donnee par la formule (4), l'effort concentre du
raidisseur ne change pas si l'on pose

78 y8=Q + oork8l~J. (8)
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courbe de base (m l) est determinante ou non. Dans le tableau II, les traits
horizontaux indiquent d'une part quand le maximum est depasse, d'autre
part, quand c'est le second feston qui entre en ligne de compte.

Comme il est d'usage, pour les rapports ajb depassant celui pour lequel la
rigidite passe par un maximum, de calculer avec la rigidite max., on indique
au tableau III ces ymax avec les valeurs ajb correspondantes. La derniere ligne
du tableau contient les valeurs que donne la formule approchee

35,4+1718 + 214^ (9)

La concordance est tres satisfaisante.

-50

t
-70

20

0,2
1

35

Fig. 3. Compressions ä distribution triangulaire. Rigidites «economiques».

Variation du coefficient de voilement k en fonction des rigidites y

Les rigidites dites «economiques» que nous venons d'indiquer ne sont pas
toujours necessaires en pratique; l'epaisseur de la töle est souvent fixee par
d'autres considerations et la securite au voilement est ainsi süffisante pour un
coefficient k inferieur ä celui de 35,2 correspondant au raidisseur optimum.
Dans ces conditions, il sera plus economique de realiser une rigidite inferieure:
l'äme voilera ainsi en une seule onde transversale, avec une valeur k comprise
entre celle de la töle non raidie et celle du voilement en double onde (35,2).
Comme on a plusieurs variables, soit k, y, 8, et ajb, diverses representations
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des rapports fonctionnels sont possibles et nous avons choisi ici la forme

y f(k,8,ajb), (10)

qui correspond directement aux Operations numeriques.
Pour ne pas etendre inutilement cet expose, nous donnons ces valeurs des

rigidites y sous formes de diagrammes; il s'agit des figs. 4, 5 et 6, pour 8 0,
0,1 et 0,2.

Gräce ä la formule (8), des valeurs intermediaires pourront etre interpolees
aisement, en tenant compte de l'allure generale des festons.

3* 8 0
40

k=35,2

-30

20

Fig. 4. Compressions ä distribution triangulaire. Rigidites y pour divers k et 8 0.

T, ö 0,1

8 0.1^ J
k 35.2

1
-50

40 30

Fig. 5. Compressions ä distribution triangulaire. Rigidites y pour divers k et 8 0,1.
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k 35,2

-70 3
60

30

-50

40

-30

20
20

/-10 /

Fig. 6. Compressions ä distribution triangulaire. Rigidites y pour divers k et 8 0,2.

Töle sollicitee par des contraintes ä distribution lineaire quelconque

Generalites

Ce que nous venons de dire pour la repartition triangulaire s'applique
egalement au cas le plus general, en particulier en ce qui concerne la position
Optimum du raidisseur et le coefficient de voilement k correspondant.

Afin de pouvoir tracer des courbes pour les divers parametres qui nous
Interessent, nous avons refait, tout au moins en partie, le travail dejä effectue

pour les töles flechies et Celles ä repartition triangulaire, en etendant les etudes

aux deux cas intermediaires, c'est-ä-dire une repartition comportant une
contrainte sur un bord valant +0,5 ou —0,5 fois la contrainte de compression
sur l'autre bord.

En appelant c la pente donnant la distribution des contraintes, avec

c Jmax ^mxn (ii)

on aura ainsi ä disposition les valeurs correspondant ä

c 0 (compression uniforme, voir note 2)
c 0,5
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c 1 (repartition triangulaire traitee au debut)
c 1,5
c 2 (flexion pure etudiee en 1957—1958).

Voilement avec double onde transversale

Le tableau IV donne les coefficients de voilement k correspondant aux
diverses repartitions precitees, coefficients tous obtenus par extrapolation
pour n grand avec une loi semblable ä la formule (7).

Ce meme tableau contient egalement les rapports ajb pour lesquels les
coefficients k du voilement en double onde transversale passent par le minimum
indique ä la ligne superieure. On indique aussi la position relative bjb de la
ligne nodale, position qui, comme cela a deja ete indique maintes fois, donne
l'emplacement optimum du raidisseur longitudinal unique. La contrainte ä la
hauteur de la ligne nodale, c'est-a-dire celle sollicitant le raidisseur de la töle
raidie de fa9on optimum, ressort du coefficient wr.

Enfin, il a paru utile de calculer les rapports du coefficient de voilement
de la töle non raidie voilant en deux ondes transversales a celui correspondant
ä la töle voilant en une seule onde transversale. Pour ce faire, on est parti du

cas de la compression uniforme ou ce rapport vaut, comme on le sait, — 4.

Le tableau IV montre que 1 'augmentation est plus forte pour les töles avant
tout flechies que pour les töles comprimees uniformement. On n'oubliera
d'ailleurs pas qu'il s'agit du rapport de la valeur min. des coefficients k et

Tableau IV. Voilement avec double onde transversale. Distribution quelconque (lineaire)
des contraintes

c 0

compression
uniforme

c 0,5
c=l

repartition
triangulaire

c=l,5
c 2

flexion
pure

kmin (double onde)
pour ajb
avec 6i/6
et cur

16

0,5
0,5
1

21,61
0,5
0,457
0,772

35,20
0,496
0,382
0,618

72,78
0,380
0,272
0,592

129,42
0,285
0,204
0,592

kmin (une onde)5)
kmin (double onde)
4 kmin (une onde)

4

1

5,32

1,016

7,81

1,127

13,40

1,358

23,88

1,355

pour le
calcul des y

bi/b 0,5
1

5/n 0,455
0,772

3/8 0,375
0,625

3/n 0,273
0,591

i/5 0,20
0,600

5) Voir par exemple F. Stüssi, op. cit. ä la note 3, p. 367, fig. VI, 78.



134 PIERRE DUBAS

que les rapports ajb ne sont pas les memes pour le voilement en une onde
transversale et celui en deux ondes. II ne s'agit donc pas de la meme töle!

La plupart de ces facteurs sont egalement representes graphiquement ä la
fig. 7, qui montre bien l'allure de la Variation.

min

120

nqne
nodale

-100

I_

60

40

max ^min
C^max

0.5

Vmax

£

l

-1.3

-1.2

1.1

-1.0 ~~ kmin (double onde)

-0.9
4kmjn (une onde)

-0.8
^ajr

-0.7

-0.6

-05 b.

-0.4 .b
-0.3

-0.2

-0.1
0 05

i

1 15 2
l i i

C

f ICoefficient de voilement kmin Position de la ligne nodale et facteurs divers

Fig. 7. Contraintes ä distribution lineaire quelconque. Voilement avec double onde
transversale.

Valeurs des rigidites «economiques»

Pour la determination des rigidites «economiques», on a choisi ici aussi des

valeurs approchees pour la position du raidisseur longitudinal; ces valeurs
figurent au bas du tableau IV et l'on remarquera que, soit pour c 0,5, soit

pour c=l,5, les fractions adoptees (il s'agit par hasard de onziemes dans les

deux cas) sont tres proehes des valeurs effectives.
Pour la compression quasi-uniforme avec c 0,5, les rigidites sont peu diffe-

rentes de Celles correspondant ä la compression uniforme et, pour les rapports
ajb entrant en ligne de compte, la majoration ne depasse pas 5%. Nous avons
donc renonce a reproduire ces courbes.

Pour la quasi-flexion (c= 1,5) par contre, l'allure differe sensiblement de la
flexion pure et de la compression triangulaire, surtout pour les rapports ajb
eleves. Nous donnons donc ä la fig. 8, qui correspond ä la fig. 3 pour la repartition

triangulaire, les rigidites «economiques» calculees et qui correspondent,
selon tableau IV, ä un coefficient de voilement & 72,8.
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Fig. 8. Quasi-flexion (<jmin —0,5 omax). Rigidites «economiques».
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Fig. 9. Contraintes ä distribution lineaire quelconque. Rigidites «economiques» selon
formule (12).
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Pour terminer en resumant l'ensemble des resultats relatifs aux rigidites
dites economiques, nous presenterons la fig. 9 qui contient ces rigidites expri-
mees sous la forme

y oVÄ;(|)V + S), (12)

qui a ete utilisee pour la premiere fois par le Prof. Stüssi6). On voit qu'il
s'agit d'une extension de la formule (8); la rigidite pour une section relative
8 0 est elle-meme ecrite en fonction de 1'expression cark(ajb)2.

Quant au terme \i, on peut montrer qu'il s'agit d'une valeur donnant, par
multiplication avec la section totale transversale de la töle bh, la partie de

cette töle que l'on doit considerer comme chargeant le raidisseur, et qui s'ajoute
ainsi ä la section effective de ce raidisseur exprimee par le coefficient 8.

Ici encore, la courbe de \i correspondant a la valeur c 0,5 etait si proche
de celle pour c 0 que l'on a renonce a la dessiner. Elle se trouverait exacte-
ment entre le diagramme pour c 0 et celui pour c 1, mais presque confondu
avec le premier.

Pour les repartitions qui n'ont pas ete expressement etudiees auparavant,
cette fig. 9, par des interpolations judicieuses, permettra de construire des

courbes pour les rigidites economiques, courbes semblables a Celles des figs. 3

ou 8.

Relations fonctionnelles entre les coefficients k et les rigidites y

On pourrait egalement, selon formule (10), etablir des diagrammes pareils
a ceux des figs. 5, 6 et 7 pour les autres cas de distribution des contraintes.
Ce travail a paru sans proportion ä l'interet de la chose. Pour obtenir des

valeurs approximatives, on pourra interpoler les valeurs des rigidites entre
celle correspondant au raidisseur «economique» et la rigidite nulle que l'on
obtient evidemment pour le coefficient de voilement k de la töle non raidie
(voilement classique en une onde transversale, en tenant compte du rapport
effectif ajb et non de celui correspondant au kmin). L'interpolation peut etre
lineaire pour les rapports ajb superieurs ä 1,5 comme le montrent les figs.
VI 89 et VI 91 de l'ouvrage cite ä la note 3) ainsi que le diagramme
correspondant (non reproduit ici) que l'on peut etablir a partir de la fig. 5.

Resume

On complete les resultats connus relatifs au voilement des töles soumises

a une compression longitudinale uniforme ou a une flexion pure en etudiant
d'autres modes de repartition des contraintes, en particulier la distribution

6) F. Stüssi, op. cit. ä la note 3, p. 384.
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triangulaire. On indique la position optimum d'un raidisseur longitudinal
unique, les coefficients de voilement k et les rigidites correspondantes.

Zusammenfassung

Die bekannten Ergebnisse über das Ausbeulen von Rechteckplatten, die
auf gleichmäßigen Druck oder auf reine Biegung beansprucht sind, werden
ergänzt, wobei andere Belastungsverteilungen, insbesondere die Dreiecksbelastung

berücksichtigt werden. Neben der optimalen Lage der Längsaussteifung

werden die Beulwerte und die entsprechenden Steifigkeiten angegeben.

Summary

The known results relating to the buckling of webs subjected to a uniform
longitudinal compression or to pure bending are complemented by studying
other methods of distribution of the stresses and, in particular, triangulär
distribution. The optimum position of a single longitudinal stiffener, the
buckling coefficients, k, and the corresponding rigidities are indicated.
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