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Theorie des ponts courbes ä poutres multiples

Theorie der gekrümmten Balkenbrücken mit mehreren Hauptträgern

Theory of Multi-Girders Curved Bridges

GIULIO CERADINI
Ingenieur, Pröfesseur de Resistance des Materiaux ä l'Universite de Florence, Italie

Les conditions imposees aux ouvrages d'art par les conceptions actuelles
en matiere de projets d'autoroutes, de routes surelevees et des rampes d'acces
ä celles-ci, ont rendu toujours plus nombreux les exemples de ponts courbes.

Cela a donne lieu recemment a des etudes ayant pour but d'approfondir
l'analyse du comportement statique de ces ouvrages [1, 2, 3, 4, 5].

Dans le present memoire, on entreprend l'etude du probleme d'une travee
courbe sur deux appuis simples, constituee par un grillage polaire de maitresses-
poutres disposees suivant des arcs de cercle et d'entretoises radiales, solidaire
d'une dalle formant le platelage du tabuer (flg. 1).
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Fig. 1.

Le Systeme porteur considere peut etre traite comme une plaque ä ortho-
tropie polaire ou mieux comme un grillage de maille infinitesimale. De cette
facon, on peut etablir une theorie qui represente, pour les travees courbes,
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l'equivalent de celle developpee par Yves Guyon et Charles Massonnet
pour les ponts droits a poutres multiples [6, 7].

La theorie se simplifie sensiblement si l'on introduit l'hypothese d'entre-
toises rigides ä la flexion. La methode que l'on obtient de cette faeon peut-etre
consideree comme l'equivalent, pour les ponts courbes, de la methode d'Engesser

pour le calcul de la repartition des charges dans les ponts droits.

Theorie du grillage polaire de maille infinitesimale

La flg. 2 montre l'etat de contrainte d'un element du grillage polaire. Les

equations d'equilibre, respectivement ä la translation suivant la verticale et
ä la rotation autour des axes radial et tangent, s'ecrivent *):

-qr+q'r+-q'<p -p(r,<p), (ia)

-m'(p + -(m(pr + mr(p) + m,r(p-q(p 0, (lb)

,111 „ X

mr + -mr + -mq)r--m(p-qr 0. (lc)

mtpfdr
^r^prdm
qrra,p

\ xx-

dr \

p dr racp

Fig. 2.

En eliminant les efforts tranchants on obtient:

m;+-m;+-(m;V + m;;)+^(w;r + m;v) + ^m;---w;=-p. (2)

Si l'on designe par D^, B^, Dr, Dr(p les rigidites flexionelles et torsionelles
des poutres et des entretoises, par unite de longueur, les expressions des

moments flechissants et de torsion en fonction des derivees du deplacement
vertical sont [9]:

*) On designe par un point les derivees par rapport ä <p, par une apostrophe les derivees

par rapport ä r.



THEORIE DES PONTS COURBES Ä POUTRES MULTIPLES 53

mr —Drw",

mn

mv =~d<p k*w" +
1 11 A- w

r

En substituant les equations (3) dans la relation (2), on obtient 1'equation
differentielle du grillage:

r> Z1 •••• 2 1 1 „\ x

w

Solution de l'equation differentielle

Pour le cas pris en consideration, les conditions aux limites sur les bords

cp 0 et 99 9?0

sont: w 0 et m^ 0. (5)

Si la charge est exprimee sous la forme

p P (r) sin—, (6)

on peut poser w W(r) sin——. (7)

Cette fonction satisfait aux conditions aux limites (5); d'autre part, si on
la substitue dans 1'equation differentielle (4), on obtient 1'equation suivante
ä une seule variable:

Dr W"" + 2Drl W'"-[(Dr. + D.r)£ + D,] 1 W"
(g)

II s'agit d'une equation du type dit de Euler pour laquelle la Solution du
Probleme homogene est

W ictr**, (9)
1=1



(10)
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oü Al5 A2, A3, A4 sont les racines de l'equation caracteristique:

i)r(A4_4A3 + 5A2-2A)+[(i)^ + i)^)4 + ^J(-A2 + 2A)
L «Po J

-[(B,. + D„)^ + i),-B,(l-^ + ^]-0.
Sil'onpose «= A^ + ^V ^. ß ^,

on obtient: Alj2,3,4 1 ± f-^±? ]/ 1 ± ]/1 -^A- (")
1 2 j

Si l'on designe par JF(r) une Solution particuliere de l'equation (8), la
Solution generale est:

W(r) 2lCirXi+W{r). (12)

Les constantes Ci se determinent au moyen des contitions aux limites sur
les bords r const., selon lesquelles le moment flechissant mr et la reaction
verticale au bord q* doivent s'annuler.

On obtient ainsi:

™r(rlf2) °>
(13)

q?(rh2) qAr1,2) + mZ{ri,2) 0'
'1,2

Cas d'une charge repartie transversalement selon une puissance du rayon r

Si l'on pose

i?) ' {14)

oü R est une longueur de reference — par exemple le rayon moyen 1/2 (r1 + r2)

— on obtient la Solution particuliere:
I r\n

W(r) W0 -^1 avec n m + ±. (15)

En effet, en introduisant la relation (15) dans l'equation (8), on obtient:

w-5^1 i
no - r» _ r /-r2Dr n (n- l)2(n-2)-oc(n- l)2 + ß [(^- if ~ (n- l)2]

Ce cas est interessant, car il correspond generalement, avec un choix appro-
prie de l'exposant m, ä la charge permanente.
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Effets d'une charge sinusoidale repartie sur l'arc de cercle r r entre q> 0 et

Cette Solution est particulierement importante parce qu'elle permet d'obte-
nir, moyennant un developpement en serie de fonctions circulaires selon 99 et
une integration selon r, les effets d'une charge quelconque appliquee sur le

pont.

Posm

Fig. 3.

En ce cas l'equation differentielle (8) est homogene. On obtient la Solution
w comme juxtaposition des deux Solutions wa et wb relatives aux deux domaines
«a» et «6» indiques ä la flg. 3.

Les conditions aux limites sont:

9r% ('l) Ir.a W +^^ 0 5 mr>0 (rx) 0
'l

qr*b(r2) qr,b(rJ+!^2} 0-, mr,b (r8) 0, (16)

wa wb (f); K (f) K (r); ma (f) mb(r); q* (f) -q£ (r) p.

Les quatre dernieres conditions constituent la Raison entre les deux
Solutions wa et wb; la derniere, en particulier, contient la charge exterieure.

4 4

En posant Wa ^CiarXi et Wb XJC^&^H et en tenant compte des
i=i ' i=i

relations (1), (3) et (7), les conditions aux limites donnent lieu ä un Systeme
de 8 equations lineaires pour les 8 inconnues Gia et Gib.

Ce Systeme fournit donc la Solution du probleme.

Applications numeriques

Le probleme en question a ete programme pour le Calculateur electronique
IBM 1620 de 1'Institut de Mathematiques «Ulisse Dini» de la Faculte des
Sciences de 1'Universite de Florence. Dans la redaction du programme, on a
du distinguer le cas oü les racines A^ de l'equation caracteristique (10) sont
reelles du cas oü elles sont complexes [10]. En general, les racines sont com-
plexes lorsque 1'angle <p0 est petit.
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PONT COURBE PONT DROIT

'2,23, -^=0,013, -£-=0,037

0.8R, r2 1,2R

0.347 -0,395,

^i. V25V

r-h ' T-r,

P* R

.916

W ^103

4.304

0.456-0,248

r̂-h-
i i -0

2,215

PONT COURBE PONT DROIT

7.50

3,80

;io2

4,09 4,09

3.91

r\2

-1,92
-?!R

VT,

0.86

0,41

T9*mrr ir>3

4.17

Fig. 4 a.
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PONT COURBE PONT DROIT

57

PSP« sin —

i-.Ry.—t

\ *5- 9o * 50° /
2.23 0.013; -h-= 0.037Dr

* 0.8R; r, 1,2R

0.849 0.9660.566

0.785

8.938
2.403 2,403

W-—^5-10
PoR3

7.376
2.793

-0,524

6.943

PONT COURBE PONT DROIT

10,23

-17,58

5,00

^10

4.71

25. 4

14,18

P^L 103

4.23

16.60

—.-16,60

Fig. 4b.
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Les graphiques de la fig. 4 representent les resultats des calculs relatifs
aux deux cas suivants:

^=2,23; ^ 0,013; ^ 0,037; r^O.SÜ; r2 1.2JJ; j9'0 f°
L)r L>r JJr [cp0 50

La figure montre les diagrammes transversaux du deplacement vertical w,
du moment flechissant longitudinal m^, du moment flechissant transversal mr,
de la somme des moments de torsion w^ + m^, chacune de ces quantites
etant donnee sous une forme sans dimensions.

Les diagrammes de w, m^, mr, grandeurs qui varient avec le sinus de

1'angle <p sont relatifs ä <p <p0/2; le diagramme de mrq)-{-m(pr, grandeur qui
varie avec le cosinus de 1'angle cp, est relatif a <p 0.

Dans le but de permettre un examen de ces diagrammes, on donne, vis-a-vis
de chacun d'eux, celui relatif au pont droit ayant les memes rigidites unitaires
et le meme rapport b\l. Ces diagrammes ont ete calcules au moyen des tables
numeriques donnees par C. Massonnet [12]. Les valeurs de yyir<pJrm(pr ont ete
deduites par derivation des diagrammes de w.

L'examen des diagrammes fait ressortir la difference entre le comportement
du pont courbe et celui du pont droit. En particulier, quand l'ange d'ouverture
<p0 devient assez grand, les deux comportements sont tres differents, le deplacement

vertical et toutes les caracteristiques de sollicitation etant sensiblement
plus grandes pour le pont courbe.

Les calculs montrent que, dans les ponts ä section ouverte, les tensions
unitaires dues a la torsion deviennent rapidement tres importantes quand <p0

croit; il s'ensuit que l'emploi de sections a fortes rigidite et resistance torsion-
nelles est en general ä conseiller pour les ponts courbes.

Les avantages d'un tel emploi peuvent se relever dans la fig. 5. Les rapports

--f? 1 et ry —^ 2 concernent une dalle pleine avec v 0 mais ils sont

en general encore valables, avec une certaine approximation, pour les dalles
allegees et pour les ponts a section en caisson, pourvu que la section ne soit
pas trop haute par rapport a la largeur [10].

Cas des entretoises rigides

Des que la longueur des maitresses-poutres est suffisament grande, on peut
admettre que les entretoises sont parfaitement rigides.

On posera donc:

w lwi +^r)sin7^. (17)R 9^0

Les conditions d'equilibre ä la translation selon la verticale et ä la rotation
autour de la normale par 0 au rayon moyen de 1'element de grillage, represente
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PoS'n 77
r, ¦ 0.8R; r2=|,2R
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Fig. 5.
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ä la fig. 6, constituent un Systeme de deux equations lineaires qui fournissent
les valeurs de w± et w2. On doit naturellement tenir compte de 1'expression
de q^, (lb), qui derive de la condition d'equilibre ä la rotation autour du rayon
moyen, et des expressions (3) de m?, mrq)9 m(pr, dans lesquelles la constante
Dr ne figure pas. En outre, on doit satisfaire aux conditions sur les bords

r ri,2 de l'element:

\<J<P m,«,dr
mrv (r,) Tjdcpy^

m,n du>^L

qr (r, )riö<p\

[mm*mmdfr,) dri'"a)T "'m^cp 9r(r2)r2dy

Pfy('2)r2d<p

irnrnr *¦ HTVnrdcprr '"opru<p

ffcsin-^rd?

(qq> » qmdm) dr.

Fig. 6.

Le Systeme d'equations que l'on obtient est le suivant:

lv* ir* Dr9 + D9r\ (rl-rl)R* tt'/it» \ (r.-r^R _ p0B* f
\% <ti Dv 2rjr| + %g U / ^ ^ iT (lg)

Wl\<pl )9t V2 +W%1 l) lnr2 D9 \r) '

Des que l'on connait wx et w2, on peut calculer la deformee w et les carac-
teristiques de sollicitation q^, m^, mrq), m(pr', les caracteristiques qr et mr,
dont les expressions en fonction des derivees de w contiennent la constante
Dr co, se calculent en considerant l'element de la fig. 6 comme une poutre.

On parvient ainsi aux expressions suivantes:

"
774

^ 772~| 1 r2 — r\ 772 1

<P^t + ^~ r<p}^\2~WrY 1+ r9Vf^f ^
_. 772/7T2 .\f-flTir) 77 09

+ 0,

r 7709

^rSm^'

pour r < r,

pour r > f,
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Fig. 7.
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mv

t^ tt2/it2 Ar — rlTir _ /772 \2 1 r Tjr| 779

0, pour r < r,
_r — f 7709

— pn r sm —- pour r > r.

On voit donc que l'hypothese Dr co conduit ä de grandes simplifications
et permet d'obtenir la Solution avec des calculs ä la portee de tous.

La fig. 7 donne la comparaison entre les resultats du calcul exact et de

celui base sur l'hypothese Dr co. On constate que, pour <p0 50° et bjl 0,46,
les resultats de la theorie approchee sont tout ä fait satisfaisants.

Cas des rigidites variables selon r

(r \n
~n) ' on

peut encore parvenir ä une equation differentielle analogue ä l'equation (8).
Dans ce cas, la Solution du probleme ne presente pas en principe de difficultes
plus grandes que Celles offertes par les cas des rigidites constantes [13], [14].
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Resume

On expose brievement la theorie des dalles ä orthotropie polaire et on
l'applique au calcul des ponts courbes ä poutres multiples. Les applications
numeriques ont ete developpees au moyen d'un calculateur electronique.

On deduit ensuite une theorie simplifiee en introduisant l'hypothese des

entretoises rigides.

Zusammenfassung

Die Theorie polarorthotroper Platten wird kurz dargestellt und anschließend
für die Berechnung gekrümmter Balkenbrücken mit mehreren Hauptträgern
verwendet. Die rechnerischen Anwendungen wurden für die Benützung eines
elektronischen Rechengerätes entwickelt.

Anschließend wird noch eine vereinfachte Theorie abgeleitet durch die
Annahme von starren Querträgern.

Summary

The theory of polar-orthotropic plates is briefly described and applied to
the analysis of multi-girders curved bridges. The numerical computations are
developped by means of an electronic Computer.

A simplified theory is then deduced by introducing the hypothesis of rigid
transverse beams.
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