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Systemes hyperstatiques tridimeiisiomiels et effet des efforts tranchants
et normaux

Dreidimensionale, statisch unbestimmte Systeme und Einfluß der Quer- und
Normalkräfte

Three-dimensional, Indeterminate Structures and the Effect of Shearing and
Axial Forces

E. ABSI
Docteur es Sciences, Ingenieur des Arts et Manufacture«

Attache ä la Direction du C.E.B.T.P. (Paris)

1. Etude du deplacement des nceuds d'un Systeme

La notion d'equations intrinseques joue un röle important dans les methodes
actuelles de resolution des systemes hyperstatiques de haut degre et qui se

pretent facilement au calcul automatique. (Methodes de Cross, Gheler, theo-
reme des 3 moments...) Ces equations expriment les moments My etMji agissant
aux deux extremites d'un element AtAj en fonetion des deformations des
noeuds Ai et Aj et des charges exterieures appliquees sur Ai Aj. Donc, il est
utile de connaitre le nombre des deplacements independants que peuvent
prendre les noeuds d'un Systeme.

Tout Systeme peut etre decompose en un ensemble de cellules elementaires.
Chacune d'elles est formee, par definition, d'une succession d'elements droits
ou courbes A0, An dont le deplacement relatif A0n des deux noeuds extremes
A0 et An est soit connu, soit decompte dans une autre cellule. Le nombre D
de deplacements independants des noeuds du Systeme est donne par l'expression

suivante, facile ä etablir:

D 3(N-C)-K (1)

oü: N: Nombre total des elements droits ou courbes,
K: Nombre total des elements droits uniquement,
C: Nombre total des cellules elementaires du Systeme.
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II est ä remarquer que le nombre K ne comprend pas les elements droits
surabondants qui relient, par definition, deux noeuds dont 1 'entredistance est
de nature fixe.

Le nombre D est appele degre de liberte de deplacement du Systeme. On

peut le definir aussi comme etant le nombre d'appuis simples supplementaires
qu'il faudrait prevoir ä des noeuds mobiles Ak judicieusement choisis pour
s'opposer a l'ecroulement du Systeme si tous ses noeuds etaient articules. Ces

appuis ne seraient donc pas surabondants et il aurait ete possible, en conse-

quence, de determiner leurs reactions; c'est-ä-dire determiner la resultante
des efforts tranchants et normaux ä l'extremite Ak des differents elements
aboutissant ä ce noeud. La rigidite des differents noeuds Ai du Systeme tient
lieu, en quelque sorte, de ces D appuis fictifs. On peut donc enoncer le theoreme
suivant:

«En chaque noeud mobile Ak du Systeme, il est toujours possible d'exprimer
la resultante Bk des efforts ä l'extremite Ak des differents elements aboutissant

ä ce noeud en fonetion des differents moments M^ et des charges
exterieures P.»

Si le noeud Ak est soumis ä une charge exterieure Fk, l'equilibre des forces

en Ak s'ecrit:
Äfc(_?«,_3j _|. (2)

2. Methode generale de resolution des systemes hyperstatiques

La connaissance des deformations (rotations 6i et deplacements At) des

differents noeuds Ai du Systeme permet, par 1'intermediaire des equations
intrinseques, de determiner completement le probleme. Le nombre L de ces

deformations est evidemment:
L 3F + D (3)

oü: F: Nombre des noeuds du Systeme,
D: Degre de liberte de deplacement.

II y a donc lieu d'etablir L equations independantes entre ces L inconnues.
Celles-ci s'obtiennent en exprimant:
— L'equilibre des moments en chaque noeud Ai du Systeme:

IÄ- 0. (4)
i

Ceci nous donne 3 F equations.
— L'equilibre des forces aux noeuds mobiles Ak: Pour les D deplacements

independants l'equation (2) nous donne D equations independantes.
En resume: Entre les L inconnues de deformations du Systeme on peut

ecrire L equations lineaires independantes. La determination de ces inconnues

permet de calculer les moments dans les differents elements AiAj du Systeme

par l'intermediaire des equations intrinseques.
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3. Equation intrinseque d'un element droit et effets des efforts tranchant et normal

L'equation intrinseque de flexion d'une poutre droite ä section constante
s'ecrit:

Mij mij + A9i + Bdj (5)

oü: mtj: Moment d'encastrement parfait.
A et B: Coefficients de rigidite et de repercussion.

TD

t -j-: Coefficient de transmission.

Ä Tp J
On prend generalement A 2 B —y-. Ces valeurs ne fönt pas intervenir

les effets des efforts normal N et tranchant T.
Vu 1'importance de l'equation (5) dans la resolution des systemes

hyperstatiques, nous avons repris son examen tout en tenant compte simultanement
des effets des efforts N et T.

A, A,

/ \ _.
Mü |2P

N AA _ ._ N 4 1 N

/ \ r^B, aAö'

An

fcl\

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

L'examen general permet d'etablir:

a) Moment d'encastrement parfait m^

Dans l'expression de mlj il faut tenir compte de N. Ainsi, pour une charge
concentree 2P au milieu de AiAj on a:

PI. v / 2 Nl2\
13 v ö4 \ ^7/

öj Valeurs des coefficients A, B et t

L 'effort normal est une compression N > 0 :

^y wleoswl — (1 +ttq) sinwZ

w l N \ '
ZsinwZ —2(1 +7^5-) (1 — coswZ)

^_ AT ^Z-(l+—)sin^Z
^ wZsinwZ-2/l+^(l-coswZ)'

^ w l ~ /1 + -^j J sin w

^4 „,,7_.7 /1 ^w l cos w / — /1 + ^r\ sin w l
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L 'effort normal est une traction N < 0:

¦pi- wlchwl — f 1 + ~-q) shwl

w wlshwl + 2ll+0^\ (1-chwl)

ß= N wl-(l+öä)shwl
w wlshwl + 2^+^(l-ehwl)

Nwl—ll +-rr7^ \shwl
t

'-(¦+&)JL - -
wlchw All +V77r)shwl-(1 + ßfl)!

\N\
oü: w2 j—]-^j— (Q: section reduite).

E et G: Coefficients d'elasticite longitudinal et transversal.

c) Variation et discussion de A, B et t

Les abaques I, II et III donnent respectivement les variations de -^j, yj
et t en fonetion des deux parametres sans dimensions n et A:

Le parametre n -^rj caracterise l'effet de l'effort normal.
ET T

Le parametre A r ,2 caracterise l'effet de l'effort tranchant.

Pour se fixer les idees sur les limites de Variation prises pour A, le tableau
suivant donne les longueurs l d'une poutre en I ä larges ailes de hauteur
h 30 cm correspondant aux differentes valeurs de A:

A 0,025 0,050 0,075 0,1 0,125
Z(cm) 285 205 165 140 130

P=l =9'5 6,83 5,5 4,67 4,33

En partieulier, si les ailes sont renforeees par des plats, les valeurs de p

augmentent. Ainsi, si les plats ont la meme epaisseur que les ailes, les valeurs
precedentes de p sont ä multiplier pratiquement par i2. Or, de telles valeurs
de p sont assez souvent rencontrees dans les bureaux d'etudes.

Analytiquement, les expressions (6) et (7) peuvent prendre des valeurs
negatives. Or, les coefficients A, Bett n'ont de sens physique toujours que s'ils
sont positifs. Donc, les valeurs A=0 et B t 0 delimitent la zone dans laquelle
l'equation (5) est applicable. En d'autre terme, pour une valeur donnee de n
(compression ou traction) et ä partir d'une certaine valeur de A, le comportement

de l'element AiAj ne peut plus etre traite par la theorie generale des

poutres de la resistanee des materiaux.
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d) Applications

Premiere application

L'element AiAj est sur appui simple en Ai et encastre en Aj. La force

critique de flambage est A^c#2 Vj\ EI. Appliquons en Ai un couple C et un

effort normal ^ 0,35^ #7-^-. Par reaction, il apparait en Aj un couple

d'encastrement C et l'on a:

M„ C A6< M„ C' Bd7=tC. (8)

Si l'on ne tient pas compte des effets des efforts tranchant et normal, on
a la valeur communement admise £ 0,5 et l'on trouve C" 0,5 0. Par contre,

NI*
les abaques III montrent que pour n==~wj ^^ le coefficient t prend la valeur
^ 0,75 pour A 0 (effet de l'effort tranchant est negligeable) et tend vers

Ai ^
Ag

—ZT-
Ar As

—Z IST

Fig. 4. Fig. 5.

l'infini pour A 0,09 ce qui correspond ai=ö. On voit que t varie dans de

tres larges limites. De meme, on met en evidence le fait bien connu que l'effort
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tranchant a pour effet de reduire la charge critique de flambage. (C —> oo
TD

pour t -z—> od et A -> 0).

Deuxieme application; Theoreme des trois moments

L'expression generale du theoreme des trois moments comprenant
simultanement les effets des efforts tranchant et normal s'ecrit:

tQrMa M \ l 1 1 fsr TT ,Q\
Arq [1 - (tqr)2] ^ r [Arq [1 - (tqr)2]

+ Ars[l - (tsr)2]\ + ^[1 - (U2J ' K }

TP T
Si l'on neglige les effets de N et T, on a A 4:-j- et £ 0,5. L'equation

precedente devient l'expression bien connue du theoreme des trois moments:

Mq-^ + 2Mr(^ + ^)+Ms-^ 6EU. (10)

Resume

La resolution des systemes hyperstatiques de haut degre se facilite par
l'utilisation des equations intrinseques.

On dispute principalement l'equation intrinseque de flexion d'une poutre
droite ä section constante et on montre les effets des efforts tranchant et
normal sur le comportement de cette poutre.

Zusammenfassung

Die Berechnung hochgradig statisch unbestimmter Systeme wird vereinfacht

durch die Anwendung der Grundgleichungen.
Es wird vor allem die Grundgleichung für die Biegung eines geraden

Balkens mit konstantem Querschnitt behandelt. Dabei werden die Einflüsse der
Quer- und Normalkraft auf das Verhalten dieses Trägers aufgezeigt.

Summary

The Solution of highly indeterminate structures is made easier by using
the intrinsic equations.

The intrinsic equation of bending of a straight beam of constant cross-
section is principally discussed and the effects of the shear and of the normal
force on the behaviour of such a beam are shown.
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