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Über ein allgemeines asymptotisches Verfahren zur Berechnung
von Rotationsschalen

General Asymptotic Method for the Calculation of Shells of Rotation

D'un procede asymptotique general pour le calcul des voiles de rotation

PEDRO B. J. GRAVINA
Prof. Dr., Universidade de Säo Paulo

1. Einleitung

Die Anwendung asymptotischer Berechnungsverfahren bei der
Untersuchung von Schalenproblemen ist nicht neu. Es genüge, auf die Arbeiten von
Blumenthal, 1912, und von Geckeler, 1926, hinzuweisen, durch die eine
erste Untersuchung kugelförmiger Kuppeln möglich wurde. In letzter Zeit
wurden verschiedene andere Probleme der Schalentheorie durch die Verwendung

asymptotischer Methoden gelöst, welche normalerweise sehr gute
Annäherungswerte liefern und leichter aufgestellt werden können als genaue Lösungen.

In diesem Rahmen wird in der vorliegenden Arbeit ein allgemeines
asymptotisches Verfahren zur Berechnung der Randstörungen angegeben, das,
sofern einige Bedingungen erfüllt sind, auf Rotationsschalen beliebiger Form
mit veränderlicher Wandstärke unter radialsymmetrischen Belastungen
anwendbar ist. Zunächst werden die allgemeinen Ausdrücke der asymptotischen
Reihen wie der Koeffizienten ihrer Glieder für die verschiedenen Kräfte, für
die Verschiebung und für die Drehung abgeleitet. Wird die Untersuchung
dann anschließend auf die Betrachtung des ersten Gliedes dieser Reihe begrenzt,
so ergeben sich angenäherte Ausdrücke für die Berechnung der Randstörungen,
die Ergebnisse liefern, die im Hinblick auf die konstruktiven Merkmale der
heute verwendeten Rotationsschalen durchaus annehmbar sind. Darauf wird
gezeigt, wie die Theorie der abgeflachten Schalen als Sonderfall der allgemeinen
Theorie behandelt werden kann. Anschließend werden einige Anwendungen
untersucht, indem die entsprechenden Ausdrücke für Kugelschalen von ver-
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änderlicher oder konstanter Wandstärke wie auch für Schalen, deren geometrische

Merkmale bestimmten Variationsgesetzen genügen, abgeleitet werden.
Die Arbeit schließt mit der Untersuchung von Schalen, deren Mittelfläche
durch die Rotation einer Kurve zweiten Grades um die Symmetrieachse
erzeugt wird.

2. Grundlagen der strengen Theorie

Die Rotationsschalen sind gekennzeichnet durch die Mittelfläche 2, die
durch eine ebene Kurve c durch Drehung um eine feste Achse r erzeugt wird.
Die Normale zur Mittelfläche in einem bestimmten Punkt bildet mit der Drehachse

r einen Winkel, den wir allgemein mit cp bezeichnen, Fig. 1.

Bei der Untersuchung von Rotationsschalen unter radialsymmetrischer
Belastung ist es besonders bequem, an Stelle der Verschiebungen v und w in
Richtung der Tangente und der Normalen zum Meridian im Schnitt cp

konstant (Fig. 2) die Unbekannten U und V von H. Reissner einzuführen. Dabei
ist

U R2Q(P, (1)

wobei, nach Fig. 1, Qv die Einheitsquerkraft im Schnitt cp konstant des

Meridians ist und R2 der Krümmungsradius des Normalschnittes in der zum
Meridian senkrechten Ebene des gleichen Querschnittes ist und

V =Mv +
dwy

9
(2)

ist die Drehung der Tangente zum Meridian (Fig. 2), wobei Rx den Krümmungsradius

des Meridians an der gleichen Stelle bedeutet.

c

Ofi

JL_

i
=»

Fig. 1. Fig. 2.
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Unter diesen Bedingungen ergeben sich die Grundgleichungen von E.
Meissner, die für den allgemeinen Fall einer Rotationsschale beliebiger Form
und veränderlicher Stärke h h(q>) gültig sind:

HU) + vü + \^(v^9ü +^=EhBlV + Q(9), (3)

r .„, „ 3dA/ x T7 B2dV\ B1U

wobei L< ^^n^ctgr+^TOJ^-^ctgM (5)

™d Z)
12(1_v2)-

(6)

Ü/ ist der normale Elastizitätsmodul und v die Poissonsche Querdehnungszahl
des Materials. Q (cp) ist das Belastungsglied, abhängig vom System der
symmetrischen äußern Lasten; D bedeutet die Biegungssteifigkeit der Schale. Da
wir in der vorliegenden Untersuchung nur die Randstörungen untersuchen
wollen, die sich bekanntlich dem Membranzustand überlagern, führen wir im
folgenden das Belastungsglied mit

Q(cp) 0, (7)

ein. Lnter diesen Bedingungen erlaubt das System der angegebenen
Differentialgleichungen, die zusammen mit den Membranlösungen die Randbedingungen

erfüllen, die Wirkungen der Randstörungen zu berechnen:

wobei iV und N$ die Einheitsnormalkräfte in Richtung der Meridiane und
der Parallelkreise und M^ und M$ die entsprechenden Momente bedeuten
(Fig. 3).

Gleicherweise ergibt sich die Verschiebung £ normal zur Rotationsachse r,
positiv angenommen in Richtung auf die Achse r (Fig. 2):
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Die Drehung V der Meridiantangente sei positiv angenommen, wenn die
Drehung die Meridiantangente in die Achse z überführt (Fig. 2 und Fig. 3).

M*

Ntf

N9

Fig. 3.

3. Vereinfachte Grundgleichungen

Wir betrachten Rotationsschalen, die durch eine Mittelfläche mit positiver
Gaußscher Krümmung charakterisiert sind. Wenn wir annehmen, daß die
Schalenstärke sich so ändert, daß

dh
T— Ä* 0
dcp

(14)

gesetzt werden kann, so erhalten wir an Stelle der Gleichungen (3) und (4)
und mit Beachtung von Gleichung (7) die Gleichungen

L(U) + vU EhR1V,
R1UL(V)-vV D '

(15)

(16)

diesist x[^i;(l7,]+,i;(^)-^2;(I7,+ [^-^]l7-0, (17)

Um dieses Gleichungssystem zu vereinfachen, beachten wir, daß

+ bi'Ä2-3^(Ä02 + ÄiÄ2ctg9 + Äi^l ü\, (19)

wobei mit ()' und ()" die Ableitungen nach <p bezeichnet sind. Es ist zu beach-



ASYMPTOTISCHES VERFAHREN ZUR BERECHNUNG VON ROTATIONSSCHALEN 187

ten, daß in diesem Ausdruck U" nicht vorkommt, sondern nur U' und U,
während der Ausdruck

KH (20)

die Ableitungen U" und U'" und U"" enthält. Wir wissen jedoch, daß, im Falle
von Rotationsschalen mit positiver Gaußscher Krümmung, U eine Funktion
ist, deren Werte mit Abnahme der Schalenstärke h und Zunahme des

Krümmungsradius Rx von den Rändern sehr rasch abklingen, woraus

U < U'\ U' < U"; W-V < U<*>. (21)

Beachten wir andererseits, daß in den Rotationsschalen, die gegenwärtig
ausgeführt werden, diese Bedingungen für h und R± normalerweise erfüllt sind
und daß die Querdehnungszahl v klein ist, so können wir in Gleichung (17) den
Ausdruck (19) gegenüber (20) vernachlässigen. Zu beachten ist noch

12(l-v2)R1
Rx ^ h2

(22)

Dies heißt -£ < ^~^. (23)
K1 U

Wir können somit an Stelle von (17) schreiben:

[£H 12(1— v2)
+ _ip-^Ä1*7 0. (24)

Mit den gleichen Überlegungen erhalten wir an Stelle von (18):

L^L(V^+11Zlz3BiV o. (25)

An Stelle der Gleichungen (17) und (18) haben wir nun zwei Gleichungen
erhalten, von denen jede nur eine der unbekannten Funktionen U und V
enthält. Setzen wir

m4= 12 (l-v2), (26)

so ergibt sich L [~ L ([7)1 + m4-^ U 0 (27)

und L\~L(V)]+m^V =0. (28)

Betrachten wir im besondern Gleichung (27), so können wir sie auch wie folgt
schreiben

L1[L1(ü)]+^U 0, (29)

wobei Lx( ^~L( (30)
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Wir beachten, daß

L1[L1(U) + i^u]-im*[L1ffi+im*^=0. (31)

Damit wird wegen Gleichung (14)

MtK2^ (32)

und damit Lx [^([7) +^ ü\ -i^ T^ (Ü7) + i m2-^1 =0. (33)

Diesist L1\L1(U)-i~ü]+i^\L1(U)-i^u\ =0. (34)

Schließlich ergibt sich, unter Berücksichtigung von (30), daß die Lösungen
Ut, U2 und U3, ?74 der Gleichungen

L(U) + im2^U 0, (35)

L(U)~imAu 0 (36)

ebenfalls Lösungen der Gleichung (27) sind.
Das allgemeine Problem der Berechnung von Rotationsschalen unter

radialsymmetrischer Belastung reduziert sich somit wie im Sonderfall der Kugelschale

mit konstanter Stärke auf die Lösung der Gleichungen (35) und (36),
deren Lösungen konjugiert komplex sind:

U± h + ih', U2 /3 + i/4? (37)

U3 I1-iI2; ff4 /8-iI4. (38)

Wir haben somit U c1I1 + c2I2 + c313-\-c±I±, (39)

wobei ct Integrationskonstanten bedeuten. Sobald die Funktion U einmal
bekannt ist, erhalten wir aus Gleichung (15)

y mr1[L{U)+vU]- (40)

4. Asymptotisches Verfahren

A. Asymptotische Lösungen der vereinfachten Grundgleichungen

Die moderne Entwicklung im Stahlbeton erlaubt die Ausbildung von
Schalen großer Abmessungen, die charakterisiert sind durch hohe Werte des

Verhältnisses RJh. Unter diesen Bedingungen mag nun interessant sein,
asymptotische Lösungen der hergeleiteten Grundgleichungen zu besitzen, sind
doch i. a. die genauen Lösungen schwierig zu berechnen.
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Im folgenden wird gezeigt, wie der asymptotische Ausdruck der Funktion U
und somit die Koeffizienten der Reihe abgeleitet werden, woraus dann die
Koeffizienten bezüglich der Drehung V, den Kräften und der Verschiebung
abgeleitet werden.

Betrachten wir nun die Gleichung (35). Um die asymptotische Lösung
dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung herzuleiten, transformieren wir
sie so, daß die erste Ableitung verschwindet. Setzen wir nun

U=~=^=, (41)
VOC SlIKp

wobei oc -^. (42)
Rx

Die Gleichung (35) wird unter Beachtung der Gleichung (5) und der Bedingung
(14) zu:

T'' + {^[a' + actg(p]2^ (43)

R R h° oc°

Setzen wir i m2 —^ — ß2 -=^ -^ (44)
och ' R\ h oc

R°
mit ß2 -im2-^, (45)

au hz

wobei R\, oc°, h° Bezugsgrößen für cp cpQ sind.

Mlt ^TT "^ (46)

und »{(p) *[«' + « ctg cp]2 - -L [a" + 2 oc' ctg cp - a] -°^, (47)
^fc OC £t cc oc

wobei Äf 4Ü£; a*=—; h* =A (48)
JKJ a0 /*0

erhalten wir T" + &(cp)T-ß2~^r 0. (49)

Der Parameter /32 erreicht i. a., wie schon dargelegt, sehr hohe Werte, so daß

möglich wird, die asymptotische Lösung dieser Gleichung nach Hörn herzuleiten.

Schreiben wir nämlich die Lösung so an

r *e*»[i+^ + |?+...], (50)

wobei 0, w, Tx, T2,. nur Funktionen von <p sind, so erhalten wir:

T" eßa>[ß2(&aj'Z)+ß(2&'u)'+<P<o"+&a>'2T1)

+ ßo(0" + 20'a>'T1+0a>"T1+0co'T2 + 20ZTJ) (51)

+ ß-i(0"Tl + 20'üJ'T2+0Z'T2+0co'2Ts + 20'T^ + 20ZT^+0T{)+- ¦ •]



190 PEDRO B. J. GRAVINA

Ersetzen wir diese Ausdrücke in der Gleichung (49) und setzen die
Koeffizienten von ß2,^,/?0,/?-1. .j8_(7l+1) gleich Null, so erhalten wir:

20'<o'+0Z'+0Z*T1-0T1-J^ 0,

0" + 20'cü'T1+0Z'T1+0Z2T2 + 20oj'T^ + d'((p)0-0T2-^w 0,

0"T1 + 20'o)'T2+0oj"T2+0ZiT3 + 20'T{ + 20oj'T±+0T{ (52)

+ &(<p)0T1-0T3-^ O,

0"Tn_1 + 20'co'Tn+0Z'Tn+0a>'*Tn+1 + 20'TZ1 + 20a>'T^ + 0T:_1

+ &(<p)0Tn_1-0Tn+1J^r O,

woraus zu ersehen ist, daß T_t 0; TQ 1. (53)

Aus der ersten der Gleichungen (52) erhalten wir:

/ R? \1/2

Aus der zweiten ln^> — J ln co', (55)

/a*Ä*\1/4
woraus 0 1 1 (56)

und somit durch Gleichung (54) zu:

co' 0~2. (57)

Die dritte der Gleichungen (52) läßt sich unter Berücksichtigung der ersten
zwei Gleichungen folgendermaßen anschreiben:

<P" + 20a>'T^ + &(cp)& O, (58)

oder T1=-\$f(cp)dcp + C1 (60)

wobei Cx eine Integrationskonstante bedeutet.
Mit den gleichen Überlegungen läßt sich auch der allgemeine Ausdruck der
Gleichungen (52) folgendermaßen vereinfachen:

(TT^-^'^-l^a/^ (61)

und unter Berücksichtigung von Gleichung (58)

&' lTn Tx Tn_x — ^-—7 T*\-i —
g—-f T^_x (62)
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oder Tn IT{T^d9-l^TUd9-l^d9 + Cn (63)

mit Cn als Integrationskonstante.
Beachten wir nun, daß durch Gleichung (57)

rp't tt mt imt \ /
-Ln-1 <» ¦'¦n-l [•Ln-l\

(64)

'n-l _ l~*n-l\
" -\zj'wird und daß =*=! - ,nZ p=± (65)

so ergibt sich, mit Rücksicht auf Gleichung (59), der allgemeine Ausdruck für
die Koeffizienten der asymptotischen Lösung zu:

Tn -\i^+UW)Tn-Xd9yCn. (66)

(68)

(69)

Die unter (53) angegebenen Ausdrücke bleiben dabei gültig.
Sind diese Koeffizienten einmal bekannt, so erhalten wir durch Gleichung (41)

P. •S=^.r,+s+s+...i. ,„>
Voc sm cp L P P J

d. h. die gesuchte asymptotische Lösung, wobei wir noch durch Gleichung (40)
unter Beachtung von Gleichung (35) erhalten:

v-snk[-in*T+v]u
oder mit Gleichung (45) V -^ \ß2 X° + jf\ U,

wobei x° ~ (70)

und aus Gleichung (67) ergibt sich nun noch:

Eh2Vocsmcp L \ Mil

+ ß-1(x°Ts + v^i)+ß-2^ • •]•

B. Kräfte

Sind die Ausdrücke (67) und (71) der unbekannten Funktionen U und V
einmal bekannt, so können die Ausdrücke für die Kräfte hergeleitet werden.

Durch Gleichung (8) erhalten wir

,._ •**=*.[i+S+3+...l. „2)
B2V«sm<p L P P i

(71)
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Gleicherweise wird durch Gleichung (9)

^ -^Ä*.[iAA+...l „„u2 Vocsmcp L P P i
Unter Beachtung von Gleichung (67) sowie der Gleichungen (14) und (56) wird

wobei «A =|--I(A + Ctg<pj. (75)

Damit wird durch Gleichung (10)

#* —

Für die Berechnung der Reihen der Momente vernachlässigen wir in der
Gleichung (69) den zweiten Klammerausdruck, der sehr klein ist im Vergleich
zum ersten Ausdruck; somit wird

Eh2 [ }

und mit Berücksichtigung von Gleichung (14)

ß2Y°

Eh2— <78>

Setzen wir diese Ausdrücke in Gleichung (11) ein, so erhalten wir nach
einfacher Umrechnung

9 x»Rti/z^r9e W+L «
+ \0>+V_

i
w

+ [,ifari+(5+^+J?)]i +
(79)

In gleicher Weise erhalten wir durch Gleichung (12)

h &Vh o \v 1 [ctg© IT ,\~\ 1

(80)

C. Allgemeine Ausdrücke der asymptotischen Reihen

Betrachten wir nun die Gleichungen (67), (71), (72), (73), (76), (79) und (80),
so können die Koeffizienten der verschiedenen asymptotischen Reihen sofort
atigeschrieben werden.
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Für U erhalten wir
Z70=l; ^ 21; U2 T2;... (81)

Für V

F(2)=xo. Fa) /yi; 70 ^2i + vA; ?i X^ + vA^;. (82)

FürQ„ Q„o l; evi 2i; ^2 r2;... (83)

FüriV„ ^„„=1; ^i 3i; Nv2=T2;... (84)

Für^ n" ^; ^o |f+<£; ^*i ^+2'i^+2,i';.-. («ß)

Für Mv

*.i-Jü ^.-^ + (5H; ^3 ^T1+(||+^+^);...
(86)

Für M&

*•!-£ ^.-^ + '(S +^ ^.-^t + v(ä +^+ 31');...

(87)

Setzen wir A2 1/3(1~v')> (88)

so erhalten wir durch die Gleichungen (26), (45) und (70)

ß2 -2i\2 (89)

und somit ß =V2y/~~^l\, (90)

woraus sich die folgenden vier Wurzeln ergeben:

ft^l+iJA; j8a (i-i)A; j88=-(l+t)A; j84=-(l-t)A (91)

wobei jede der Lösungen einer asymptotischen Reihe entspricht.
Bezeichnen wir allgemein mit X die Kraft, die Verschiebung oder die

Drehung, so erhalten wir folgenden allgemeinen Ausdruck für die asymptotischen

Reihen:

X J-icn-ß^eß^ \x<»ßl + XUßn + X0 +^ + ^+ -..], (92)
KX 1 KaSHKp L Pn Pn J

wobei X(i) bzw. Xi die Koeffizienten von ßln und ß-f der der Größe X
entsprechenden Reihe und C"n Integrationskonstanten bedeuten. Der
Parameter kx ist ein von der Art der Größe X abhängiger Faktor, der sich aus
dem Vergleich von Gleichung (92) mit den Gleichungen (67), (71), (72), (73),
(76), (79) und (80) ergibt zu:

R
ku \; KV=Eh2; kq B2; kn -—*-; kn& -B1;

Ctg<P
(93)

_x!A. K _tzhKMV- h > «M»~ h ¦
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Ersetzen wir in Gleichung (92) ßn durch die in Gleichung (91) gegebenen
Werte und beachten dabei noch, daß

e±iX<a _ cosAco + isinAcu, (94)

so erhalten wir nach Umrechnung

X — J£V?L. e\u>^0» Xgx> + g> X(i)) cosAco - (C2X<"> - CjX^ sin Aco}^ ^Shl*
(95)

+ — Jtlh- e-Aa> {((^ x<IV> + C't XW) cos Aco + (Cj X<IY> - G'z Z'1"') sin Aco},
Kx Kasin<p

wobei

Ci CJ + CJ; C; Oi-tCi, <7; <7J + »C;; C; C5-»0i, (96)

sowie zm -4A2Z(2)-2AZ<1' +4i + 4r + Ä + • • •,A Az 2 Ad

X<"> 2AXW + 2X0 +41-^+A 2Aa
(97)

ZOH) -4A2Z<2> + 2AZW—^ + ^ -^ + • • •,

Zffv> =_2AZW + 2Z0-^- + ^+ • • •

Wegen Gleichung (57) erhalten wir nun

A" AjJf, (98)

<Po

wobei <p0 einen frei wählbaren Wert von cp bedeutet. Ist nun cpi der Wert für
den unteren Rand und setzen wir für

«k=/|| (99)

CP <Pi <Pi

ein, so ist wegen AJ$f Aj$f-AJ$lr> (10°)
<Po <P<t <P*

\a> C'i-\t/,i. (101)

Ist <ps der dem oberen Rand entsprechende Wert von rp, so wird mit

*. ]% d02)
(ps

Xcü Cf$ + Xifß8, (103)

wobei Ci und C^ Integrationskonstanten bedeuten.
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Ersetzen wir in Gleichung (89) Aco durch die Ausdrücke (101) und (103) in
der ersten Gruppe der Glieder, in welcher die Konstanten C[ und C2 bzw. in
der zweiten Gruppe, in welcher die Konstanten C3 und C4 vorkommen, so
erhalten wir nach einfacher Umformung

X —
0]/h

e-Wt&iiXnooBXfo + XWfsmAfo)
*

Kx Kasintp

+ (72(Z(II)cosA^-Z<I>sinA^)}+— f^ e~W>{C3(X™cosA0, (104)
Kx Kasincp

- Z(ni> sin A ips) + C4 (Xni> cos Xi/js + X™ sin A fo)},

wobei die neuen Integrationskonstanten Cx, C2, C3, C4 durch die
Randbedingungen zu bestimmen sind.

D. Näherungsformein für Kräfte, Drehungen und Verschiebungen

Wenn wir für jede Größe X nur das erste Glied der Reihen, dessen Koeffizient

wir bereits bestimmt haben, betrachten, so erhalten wir aus den
Gleichungen (97) folgende Ausdrücke:

CT» =0; U<™ 2; C/rtH) =0; C7(iv) 2,
F® =-4AV; 7UD =0; Frt«) =-4A2x°; 7(iv) 0,
iV«> 0; ^n=2; N<™=0; niV) 2,

Arm _ _1A.
XV# 02 > * 02 ' mui) _ ih-

» 02 ' tf™ 2A
— 02'

M(I) —— •

" A<*>2' iffi» —L •
«> A<P2' ifrtii) L_.

*" A 02' ¦M^
1

_~Ä02

Ma)
V

•

» A<2>2'
if(ii) _Z_-

* A0>2'
jtfaii) !A

# A<2>2'
if«v> _Ä02

(105)

Ersetzen wir in Gleichung (104) diese Werte und berücksichtigen die durch
die Gleichungen (87) gegebenen Ausdrücke für kx und führen folgende Abkürzungen

ein

°i -C<™Y<l C - ^cosyi,

wobei C{, Cs, yt, ys neue Integrationskonstanten sind, so erhalten wir nach
einfacher Umformung

U =p^[e-*Ci™{\fa+ Yt) + e-»'C.o<*Ma + y.)], (107)
Kasm<p

F =4A2xo^^_=[e-A^c-<sin(A^ + n.) + e-A^c.sSin(A^ + yÄ)L (108)
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Q9 JV~~= [e~^ Gt cos (A fr + Yi) + e-**- Cs cos (A &+ y,)], (109)
R2Vocsm.(p

_
2 ct§ 9 ß^Z [e-^ g< cos (Xlfl. + y.) + e-A*. Cs cos (A & + y,)], (110)

^2 Kasm.99

<iu>

(112)
Aus Gleichung (13) folgt noch

Rosinen 0fh \ w r2j/^A /, tA 2^ctg<p 1

j, ^ T2K2A /, tt\ 2vctga> 1)
Cs [b?& sin (A *•+Ys+t) +

i?2
cos (A ^+y»)J j

(113)

Die hergeleiteten Formeln erlauben trotz stark vereinfachter Berechnung gute
Näherungswerte für die heute angewandten Schalenformen.

E. Abgeflachte Schalen

Für abgeflachte Schalen, d. h. für sehr kleine 99-Werte, können wir einsetzen

sin 99 ^99; coscp^l; ctg cp &— (114)

und erhalten an Stelle von Gleichung (41)

V - £Ä (11.)

und an Stelle von Gleichung (47)

q/ x r«' 1V \*" «' 11 1 ,„„x

Da dieser Ausdruck nur für sehr kleine 99-Werte gültig ist, kann die
Konstante \ im zweiten Klammerausdruck vernachlässigt werden und wir erhalten
somit

a/ ^ l ll l\ l a' /la'2 a"\ m»s

Alle bisher hergeleiteten Formeln haben weiterhin Gültigkeit; die Koeffizienten
der asymptotischen Reihen müssen dabei berechnet werden unter Beachtung
der Gleichungen (114) bis (117).



ASYMPTOTISCHES VERFAHREN ZUR BERECHNUNG VON ROTATIONSSCHALEN 197

5. Anwendungen

A. Kugelschalen

Die Ableitung der Koeffizienten der asymptotischen Reihen gestaltet sich
besonders einfach für Kugelschalen. Wir betrachten eine Kugelschale mit dem
Radius R und veränderlicher Schalenstärke

Ä* A*(9). (118)

Wegen oc 1, oc' oc" 0 erhalten wir aus Gleichung (47)

H(p) 3zl^ti. (ii9)

Wegen 0 Vä* (120)

wird durch Gleichung (59) unter Beachtung der Gleichungen (14) und (57)

f{9)=&(<p)Vh*. (121)

Da nun X° ^ > (122)

erhalten wir durch Gleichung (88)

^ÄA= |/3(l-v2)^-==A°, (123)

sowie durch die Gleichungen (99) und (102)

Die Koeffizienten ergeben sich aus den Gleichungen (53) und (63) zu

^o= 1>

T^-^&^VJZd^ + G^-y^), (125)

wobei C^ freie Konstanten bedeuten.
Ist die Funktion A* h* (cp) bekannt, so können wir die Integration durchführen

und die Ausdrücke für die Koeffizienten der asymptotischen Reihen
bestimmen.

Betrachten wir zum Beispiel den Fall einer Kugelschale mit

Vh* a + b<p, (126)
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wobei a und b Konstanten sind. Setzen wir noch voraus, daß b klein ist, so

daß die Bedingung (14) erfüllt ist, so erhalten wir dann

T0= 1,

Tx ~(5q> + 3otg<p)~£<p* + 3 (127)

wobei Cx 0 gewählt wurde. Aus den Gleichungen (124) ergibt sich noch

A°, a + bcp A°, a + bcp
Xibt —r-ln r^-; Xibs ^-ln— r (128)rt 6 a + 6^ Ts b a + bcps

v

woraus e~^ y; • e~A^ ; T\ ».... 129
(a + bcpi)*/* (a + bcps)-A!b

Falls die Bedingung — 99 <1 (130)

erfüllt ist, so läßt sich durch eine Binomialentwicklung leicht feststellen, daß

(a +b^ e a ;
(a + bcps)-»l»

e a • <131>

Wegen Gleichung (104) erhalten wir nun

X —- ye a {C, X<r>cos-An ^ -X<n>sm xln ,,y)*x Ksincp IL \b a + b<Pi) \b a + b<Pi]\

]/h Va + b<p _A'»-^ f f /A« a + 6<p\ /A» a + ft^Vl
+ —A=-« « {C, Z<IV>cos -j-ln -X. -Z(III>sin xln

«x j/sincp IL \b a + b<pj \b a + b<ps)\

Falls die Schale konstante Stärke k besitzt, so ist h* 1 und somit a 1, b 0.

Für diesen Fall erhalten wir:

%= 1,

r1--8y+88otgy--yM, (133)
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mit Cx 0, C2 — i und damit wird

]/T P-\°(<pi-<p)
X — {Cx [I® cos A° (<pt - cp) + X<n> sin A° (9i - cp)]

Kx Ksin 99

(134)
+ C2 [X«1' cos A° (<pt - <p) -Xmsin A° (Vi -<p)]}

+ ZZ {G3 [ZrtV) cos A° (9 - 9s) - Xrt") sin A° (<p - <ps)]
Kx Ksincp

+ (74 [X<in> cos A° (<p - <ps) + ZrtV) Sin A° (cp - <ps)]}.

Für den Spezialfall einer abgeflachten Schale mit konstanter Stärke erhalten
wir aus Gleichung (117)

3
#(<P) -4^2 (135>

und wegen Gleichung (53) und (66)

T0= 1,

i2~~2 8^~2j 4^8^"~~:128 cp2'

so daß nun die Werte für die Größen X™, X™, X™ und X<IV> bestimmt
werden können.

B. Mit 0 0 (cp) geometrisch definierte Schalen

Die Näherungsausdrücke der Gleichungen (107) bis (113) für die Kräfte,
Drehungen und Verschiebungen sind hier besonders nützlich wegen ihrer
einfachen Anwendung. Ist nämlich die Funktion

0 0(cp) (137)

bekannt, erhalten wir aus Gleichung (124) sofort die Ausdrücke für A^ und
X\fss. Nun lassen sich die der betrachteten Funktion 0 entsprechenden
Ausdrücke für die Kräfte, Drehungen und Verschiebungen durch die Gleichungen
(107) bis (124) leicht anschreiben.

Nehmen wir zum Beispiel an, daß

#2=^, (138)

wobei a und b Konstanten sind, so wird wegen Gleichung (56)

B*~ a + bcp. (139)
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Aus den Gleichungen (124) folgt
A° a + 699 A° a + bcp

A^ ~Fln^; A^ ¥ln^T6^ (140)

mit X> xV*J^ß^. (141)

Falls die Bedingung

erfüllt ist, so erhalten wir

b
— cp
a \ <1 (142)

A°(w-y>)
x #

A° (<?-<?*)
e-A^, e a e_A0, e a (X43)

Bezeichnen wir noch, wie im vorhergehenden Fall, die Konstanten mit Ci9 Cs,

Yi, ys, so erhalten wir

2]/g + bcp Vh\ __A'(w-y) no a + fe9 \
U 1 e « C^cos -j-ln—rx-- + yj

V

_X°(<p-<ps) no a + bcp Y]
+ e a C'cos h-ln r^+ys)\>s \b a + bcps rs]\

^X^ocfh^a + bcp r „a°^-p> /A0, a + 69 \
e a C^ sin l-r-In—-7—^ + 7*^L \b a + bcpi r*J

(144)

/^^^^(a + ö^l/asincp
A° (<?-<?*) /A0T a + 69 \1

o Ossm h-ln—-t-^ + Vc

(145)

¦e

Qv= |, (146)

#„=-£„ ctg <p, (147)

2V2\°Vh f _A'(W-y) no a + bcp w\Na 1 ————^=^ e a ™i sm -r ln A^ + Vi — T I

t/äo^j/^^^^nr^L '6 a+6^ 4>
8)

A°(y-y.) /A°, a + bcp 77\1
+ e a (7sS1n^ln^^- + ys + Tjj,

V2(a + bw)Va + b<pVh\~ _*(«-«»> /A°, a + bcp tt\M_ i — — e a acos h-ln r-^ + Yi—-r)

_A'(y-y.) AO a + bcp 77\1
-e a Cscos hrln r-^ + ys + Tl >s \b a + bcps rs 4/J

M vMw. (150)

(149)

Für den Fall a a°=l, i?f 1, R1 R2 R, erhalten wir eine Kugelschale
mit nach Gleichung (126) veränderlicher Stärke.

Für den Fall a=l, b 0 erhalten wir noch die Kugelschale mit konstanter
Stärke. Die Ausdrücke, die wir dann erhalten, sind identisch mit den von
Geckeler hergeleiteten.
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C. Schalen mit einer Mittelfläche zweiten Grades

Im folgenden betrachten wir die Schalen, deren Mittelfläche durch die
Drehung einer Kurve zweiten Grades um ihre eigene Symmetrieachse erzeugt
werden. Für diesen Fall sind die Hauptkrümmungsradien

1 " (l+ysinV)3/2? 2 " (l+ysin2<p)1/2
(LÖL)

mit y 0 für Kugelschalen,
y — 1 für parabolische Schalen,

y > — 1 für elliptische Schalen,

y < — 1 für hyperbolische Schalen.

Der Parameter R0 ist gleich dem Wert des Krümmungsradius Rx R2 im
Zenith der Schale, d. h. für 99 0.

Nehmen wir einfachheitshalber an, daß h konstant ist, dann wird

(152)
0 Mh ioc Bx

Kä
~ S- '

wobei 8° eine Konstante bedeutet

Beachten wir noch, daß

y«^° 1

R9
(1 +y sin2 99),

so wird oc R1
R0

(l+ysin2^)1/2

*1
OC

R0

(1+y sin2 cp)2 (1 + y sin2 cp)1/2'

Somit wird 0]/h 1

S°(l+ysin2<p)1/8

und
0]/h
R*]fc

(1+ysin2 cp)1'8 (1+ysin2cp)1^

(153)

(154)

(155)

(156)

(157)

(158)

Aus den Gleichungen (57), (54) und (70) ergibt sich noch

und aus den Gleichungen (99) und (102)

h^-^VBof dcp _h(l-v2)]/B0 f d^fi Vh J (l+ysin2«^' A^ yr J(l+ysinsin2^)5/4'

(160)
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Setzen wir noch folgende Abkürzungen ein

4]/3lTA^)|/^
A^ —

]/h
(161)

<p

/* f d(p
9a J (l+ysin2cp)^'

(162)

n
W go > (163)^^ gO

>

so erhalten wir aus den Gleichungen (107) bis (113) durch einfache

Umformungen

U
2

[e-A'tff Cj» cos (A* # + y<)
(1+y suv <p)1/s k sin cp

+ erA*^ C * cos (A * 0 * + ys)],

4A*2 i
EhB0 (l+y sin2 tp)1'8 [/sin cp

+ «-*•*'C, sin (A*0*+y.)],

[e-A- *r <?* sin (A* 0* + y<)

(164)

(165)

(166)

_ 2 (l+ysinV^l+ysin2.?)1/4.. ,...n* n*,*, xO —- * 1 ,A_ ^— [e-*** Cf cos (A* </>f +y<)
-fl-o Ksmcp

+ erA* </"* Cs cos (A * tf,* + ys)],

Nv=-Qvctgcp (167)

AT
2|/2A* (l+ysi^cp^r ,,,._ /,*.*, w\

## —^— -—fj£- r c*sm (A ^ + r*+~l)

- e-A* *' <7 * sin (a * ^ * + ys + ^)1,

- e-A* *' C * cos (a * «/. * + ys + ^)1,

(168)

(169)

M»= vMv, (170)

sm99

•2vctg<pcos(A*#+n)l (171)
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Sind einmal die Konstanten bestimmt, so erlauben diese Ausdrücke die
Randstörungen zu bestimmen, die dem Membranspannungszustand zu
überlagern sind. Um die Berechnung noch zu vereinfachen, können wir
berücksichtigen, daß die Randstörung sich i. a. auf eine kleine Randzone A cp

beschränkt, so daß auch angenommen werden kann

sin2 cp?&sin2 99^; sin299^sin299s. (172)

Unter diesen Umständen ist zulässig, für den unteren Rand bzw. für den oberen
Rand folgende Näherungen einzuführen

1 +ysin299 ^ 1 + ysin2cpi, (173)
1 +ysin299 ^ 1 +ysin299s. (174)

Somit wird

^ (1+ysin2^)5/4' 9s (1+y sin2 9s)5/4'
K }

Mit diesen Annahmen gestaltet sich die Berechnung besonders einfach.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit gibt ein allgemeines asymptotisches Verfahren zur
Berechnung der Randstörungen von Rotationsschalen beliebiger Form mit
veränderlicher Wandstärke unter radialsymmetrischen Belastungen an. Aus
den Grundgleichungen von Meissner werden zwei vereinfachte Differentialgleichungen

abgeleitet, die dank ihrer hohen Parameterwerte durch asymptotische

Integrationsverfahren gelöst werden. Anschließend werden die
allgemeinen Ausdrücke der Reihen wie der entsprechenden Koeffizienten für die
verschiedenen Größen abgeleitet sowie geeignete Vereinfachungen für die
Berechnung angegeben. Die Theorie der abgeflachten Schalen wird als Sonderfall

der allgemeinen Theorie dargestellt. Anschließend werden die allgemeinen
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Lösungen verwendet für die Untersuchung von Kugelschalen von veränderlicher

und konstanter Wandstärke, von Schalen deren geometrische Merkmale
bestimmten Variationsgesetzen genügen und von Schalen deren Mittelfläche
durch die Rotation einer Kurve zweiten Grades um die Symmetrieachse
erzeugt wird.~ö~

Summary

The author presents a general asymptotic method for the calculation of the
marginal disturbances of shells of rotation of any shape and of variable thickness,

subjected to loads exhibiting radial symmetry. From the basic equations
of Meissner, he derives two simplified differential equations which, owing to
their high parametric values, are solved by methods of asymptotic integration.
The author then obtains the general expressions of the series and those of the
corresponding coefficients for the various cases and he indicates the appropriate
simplifications for the calculation. The theory of shallow shells is derived, as a
special case, from the general theory. The general Solutions are finally applied
to the analysis of spherical shells of variable and constant thickness, of shells
whose geometrical characteristics obey certain laws of Variation, and of shells
whose median surface is generated by the rotation of a second-degree curve
around the axis of symmetry.

Resume

L'auteur presente un procede asymptotique general pour le calcul des

perturbations marginales des voiles de rotation de forme quelconque et
d'epaisseur variable, soumis ä des charges presentant une symetrie radiale.
Des equations fondamentales de Meissner, il deduit deux equations differentielles

simplifiees qui, gräce ä leurs valeurs parametriques elevees, sont reso-
lues par des procedes d'integration asymptotique. L'auteur obtient ensuite
les expressions generales des series et celles des coefficients correspondants
pour les differents cas et il indique les simplifications appropriees pour le calcul.
La theorie des voiles de faible courbure est deduite comme un cas special de

la theorie generale. Les Solutions generales sont enfin appliquees ä l'analyse
des coques spheriques ä epaisseur variable et constante, des voiles dont les

caracteristiques geometriques obeissent ä certaines lois de Variation et des

voiles dont la surface mediane est engendree par la rotation d'une courbe du
deuxieme degre autour de l'axe de symetrie.
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