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Uber ein allgemeines asymptotisches Verfahren zur Berechnung
von Rotationsschalen

General Asymptotic Method for the Calculation of Shells of Rotation

D’un procédé asymptotique général pour le calcul des voiles de rotation

PEDRO B. J. GRAVINA
Prof. Dr., Universidade de Sédo Paulo

1. Einleitung

Die Anwendung asymptotischer Berechnungsverfahren bei der Unter-
suchung von Schalenproblemen ist nicht neu. Es geniige, auf die Arbeiten von
BLUMENTHAL, 1912, und von GECKELER, 1926, hinzuweisen, durch die eine
erste Untersuchung kugelférmiger Kuppeln moglich wurde. In letzter Zeit
wurden verschiedene andere Probleme der Schalentheorie durch die Verwen-
dung asymptotischer Methoden gelost, welche normalerweise sehr gute Annéhe-
rungswerte liefern und leichter aufgestellt werden konnen als genaue Losungen.

In diesem Rahmen wird in der vorliegenden Arbeit ein allgemeines asym-
ptotisches Verfahren zur Berechnung der Randstoérungen angegeben, das,
sofern einige Bedingungen erfiillt sind, auf Rotationsschalen beliebiger Form
mit verdnderlicher Wandstirke unter radialsymmetrischen Belastungen an-
wendbar ist. Zunidchst werden die allgemeinen Ausdriicke der asymptotischen
Reihen wie der Koeffizienten ihrer Glieder fiir die verschiedenen Kriafte, fir
die Verschiebung und fiir die Drehung abgeleitet. Wird die Untersuchung
dann anschlieBend auf die Betrachtung des ersten Gliedes dieser Reihe begrenzt,
so ergeben sich angenidherte Ausdriicke fiir die Berechnung der Randstérungen,
die Ergebnisse liefern, die im Hinblick auf die konstruktiven Merkmale der
heute verwendeten Rotationsschalen durchaus annehmbar sind. Darauf wird
gezeigt, wie die Theorie der abgeflachten Schalen als Sonderfall der allgemeinen
Theorie behandelt werden kann. AnschlieBend werden einige Anwendungen
untersucht, indem die entsprechenden Ausdriicke fiir Kugelschalen von ver-



184 PEDRO B. J. GRAVINA

dnderlicher oder konstanter Wandstérke wie auch fiir Schalen, deren geome-
trische Merkmale bestimmten Variationsgesetzen geniigen, abgeleitet werden.
Die Arbeit schlieft mit der Untersuchung von Schalen, deren Mittelfliche
durch die Rotation einer Kurve zweiten Grades um die Symmetrieachse
erzeugt wird.

2. Grundlagen der strengen Theorie

Die Rotationsschalen sind gekennzeichnet durch die Mittelfliche 2, die
durch eine ebene Kurve ¢ durch Drehung um eine feste Achse r erzeugt wird.
Die Normale zur Mittelfliche in einem bestimmten Punkt bildet mit der Dreh-
achse r einen Winkel, den wir allgemein mit ¢ bezeichnen, Fig. 1.

Bei der Untersuchung von Rotationsschalen unter radialsymmetrischer
Belastung ist es besonders bequem, an Stelle der Verschiebungen v und w in
Richtung der Tangente und der Normalen zum Meridian im Schnitt ¢ = kon-
stant (Fig. 2) die Unbekannten U und V von H. REISSNER einzufiihren. Dabei
ist

U=R,Q,, (1)

wobei, nach Fig. 1, @, die Einheitsquerkraft im Schnitt ¢ = konstant des
Meridians ist und R, der Kriimmungsradius des Normalschnittes in der zum
Meridian senkrechten Ebene des gleichen Querschnittes ist und

-5

ist die Drehung der Tangente zum Meridian (Fig. 2), wobei R, den Krimmungs-
radius des Meridians an der gleichen Stelle bedeutet.

|
(¢) |
i(r)

Hr)

QR I

Fig. 1. Fig. 2.
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Unter diesen Bedingungen ergeben sich die Grundgleichungen von E.
MEISSNER, die fiir den allgemeinen Fall einer Rotationsschale beliebiger Form
und verdnderlicher Stérke A =~h (p) giiltig sind:

1dh R,dU
LU +vU+——( ct U+—f—) EhRV+Q (), 3
( ) hd velge Rl d(p 1 (‘P) ( )
3dh Ry dV R
. R, d*( ) | [R, i R () R, ‘
E'h3

E ist.der normale Elastizititsmodul und v die Poissonsche Querdehnungszahl
des Materials. @ (¢) ist das Belastungsglied, abhingig vom System der sym-
metrischen duBern Lasten; D bedeutet die Biegungssteifigkeit der Schale. Da
wir in der vorliegenden Untersuchung nur die Randstérungen untersuchen
wollen, die sich bekanntlich dem Membranzustand iiberlagern, fithren wir im
folgenden das Belastungsglied mit

Q(p) =0, (7)

ein. Unter diesen Bedingungen erlaubt das System der angegebenen Differen-
tialgleichungen, die zusammen mit den Membranlésungen die Randbedingun-
gen erfiillen, die Wirkungen der Randstérungen zu berechnen:

U

Q, = R, (8)
N, =—c;§2"’U, 9)
No =g o (10)
M¢=—D(RLIZ—Z+V cﬁq’v), (11)
M,9=—D(Ct]§2(pV+v—];—l Z—Z), (12)

wobei N, und Ny die Einheitsnormalkrifte in Richtung der Meridiane und
der Parallelkreise und M, und My die entsprechenden Momente bedeuten
(Fig. 3).

Gleicherweise ergibt sich die Verschiebung ¢ normal zur Rotationsachse »
positiv angenommen in Richtung auf die Achse r (Fig. 2):

¢ = R,sing
Eh

(Nog—vN,). (13)
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Die Drehung V der Meridiantangente sei positiv angenommen, wenn die
Drehung die Meridiantangente in die Achse z tiberfiihrt (Fig. 2 und Fig. 3).

Fig. 3.

3. Vereinfachte Grundgleichungen

Wir betrachten Rotationsschalen, die durch eine Mittelfliche mit positiver
GauBscher Krimmung charakterisiert sind. Wenn wir annehmen, daf} die
Schalenstéirke sich so dndert, dal

= a0 (14)

gesetzt werden kann, so erhalten wir an Stelle der Gleichungen (3) und (4)
und mit Beachtung von Gleichung (7) die Gleichungen

L(U)+vU = EhR,V, (15)

Lw)-vv=-f2 (16)

dties ist L[-RI—IL(U)]+VL(EU:)—VE%L(U)+[E;”)R1—V2-R1:]U= TS
L[EITL(V)]—VL(RKI)HR%L(V)+[E%&_v2ﬁ1:]v= . (8)

Um dieses Gleichungssystem zu vereinfachen, beachten wir, daf3

af)-r -

1

—VR§{2R;R2 U’

R
+ [R:Rz—aﬁ—f(zewze; chtgwR;R;] U}, (19)

wobei mit ()’ und ()" die Ableitungen nach ¢ bezeichnet sind. Es ist zu beach-
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ten, daBl in diesem Ausdruck U” nicht vorkommt, sondern nur U’ und U,
wihrend der Ausdruck

L [—R:EI—L (U)] (20)

die Ableitungen U” und U” und U" enthélt. Wir wissen jedoch, daB, im Falle
von Rotationsschalen mit positiver GauBBscher Krimmung, U eine Funktion
ist, deren Werte mit Abnahme der Schalenstirke 2 und Zunahme des Kriim-
mungsradius R; von den Réndern sehr rasch abklingen, woraus

U<U'; U<U"; ... U-D< U, (21)

Beachten wir andererseits, dall in den Rotationsschalen, die gegenwirtig
ausgefiihrt werden, diese Bedingungen fiir A und R, normalerweise erfiillt sind
und daf} die Querdehnungszahl v klein ist, so kénnen wir in Gleichung (17) den
Ausdruck (19) gegeniiber (20) vernachldssigen. Zu beachten ist noch

v? < 12 (1 —v?) Rl.

7 - (22)
. , v2 EhR,
Dies heil3t A <—5 (23)
Wir kénnen somit an Stelle von (17) schreiben:
1 12 (1 —12) B
L[I—%;L(U)]+TR1U_—O. (24)
Mit den gleichen Uberlegungen erhalten wir an Stelle von (18):
1 12 (1 —1?) B
L[EL(V)]+—F~R1V—O. (25)

An Stelle der Gleichungen (17) und (18) haben wir nun zwei Gleichungen
erhalten, von denen jede nur eine der unbekannten Funktionen U und V
enthalt. Setzen wir

mt = 12 (1 —»?), (26)
st ssich Ll Loy emEro—o 27)
so ergibt sic R, (U)|+m U= (
1 R, '
und L|—L (V)] +miV =0. (28)
R, h

Betrachten wir im besondern Gleichung (27), so konnen wir sie auch wie folgt
schreiben

Ly [Ly ()] + 0 U =0, (29)

wobel Ly( )=-R1:L( ). (30)
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Wir beachten, daf3

. m? . oy, . .U
L, [Ll(U)+z—7b—U:| —tm? [Ll(—h—)+zm2h—2] =0. (31)
Damit wird wegen Gleichung (14)
Uy 1
I (7) ~ 7 Ly (U) (32)
. : . m? . m? ..U
und damit L, [LI(U)+277I—U] ——z—k—[Ll(U)+zm27] = 0. (33)
2 2 2
Dies ist L [LI(U)—z'—’ZLU]+i-’%[Ll(U)—i%’-U] —0. (34)

SchlieBlich ergibt sich, unter Beriicksichtigung von (30), dal die Ldsungen
U,, Uyund U,, U, der Gleichungen

L(U)+z‘m2-1hﬁU=0, (35)
. R,
L(U)—im* 722U =0 (36)

ebenfalls Losungen der Gleichung (27) sind.

Das allgemeine Problem der Berechnung von Rotationsschalen unter radial-
symmetrischer Belastung reduziert sich somit wie im Sonderfall der Kugel-
schale mit konstanter Starke auf die Losung der Gleichungen (35) und (36),
deren Lésungen konjugiert komplex sind:

Uy=1Li+ily; Up=1I3+il,, (37)
Us;=1,—11,; U,=1;—11,. (38)
Wir haben somit U =c,Ii+cylygt+cgly+c, 1y, (39)

wobei c¢; Integrationskonstanten bedeuten. Sobald die Funktion U einmal
bekannt ist, erhalten wir aus Gleichung (15)

v (U)+v U]. (40)

1
~EhR, LL

4. Asymptotisches Verfahren

A. Asymptotische Liosungen der vereinfachten Grundgleichungen

Die moderne Entwicklung im Stahlbeton erlaubt die Ausbildung von
Schalen groBer Abmessungen, die charakterisiert sind durch hohe Werte des
Verhiltnisses R;/h. Unter diesen Bedingungen mag nun interessant sein,
asymptotische Losungen der hergeleiteten Grundgleichungen zu besitzen, sind
doch i. a. die genauen Losungen schwierig zu berechnen.
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Im folgenden wird gezeigt, wie der asymptotische Ausdruck der Funktion U
und somit die Koeffizienten der Reihe abgeleitet werden, woraus dann die
Koeffizienten beziiglich der Drehung V, den Kriften und der Verschiebung
abgeleitet werden.

Betrachten wir nun die Gleichung (35). Um die asymptotische Losung
dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung herzuleiten, transformieren wir
sie so, dal} die erste Ableitung verschwindet. Setzen wir nun

v=_ZLh (41)
Vocsin(p
: R,
wobei o = R (42)

Die Gleichung (35) wird unter Beachtung der Gleichung (5) und der Bedingung
(14) zu:

1 1 ctg? g . Ry
" ’ 2 ” ’ _ _ 271 __
T +{4a2 [o” + a ctg ] 2“[01 +2a ctgp—o] o }T+zm——ah 0. (43)

R R, h® «°
; T m2 1 _ge 17 4
Setzen wir im?— B R« (44)
0
mit B2 = —im? By (45)

wobei R?, o, h® Bezugsgroflen fiir ¢ =¢° sind.

0 .0 ¥
Mit L SR (46)

F?W? o h*

1 _, 1 _, , ctg?
und Ky = m[a +occtg<;o]2—2—a[oc +20 ctgp—al— 52 2 (47)
. R o h
wobei R} = -qu; a* = ;;; h* = (48)
halten wi " : B
erhalten wir T+ () T —B &*—h§=0. (49)

Der Parameter B2 erreicht i.a., wie schon dargelegt, sehr hohe Werte, so daf3
moglich wird, die asymptotische Losung dieser Gleichung nach HorN herzu-
leiten. Schreiben wir ndmlich die Lésung so an

T=@e3w[1+%+g§+---], (50)
wobei @, w, T}, T,,. .. nur Funktionen von ¢ sind, so erhalten wir:
T = ePo[B2(DPw'2)+B (20 0w +Pw"+Pw'2T))
+B (D" +2' W T} +P 0" T)+P ' T+ 2P ' 1Y) (51)

+B DT, +20 o Ty+Por" Ty + P> Ty + 20 Ty + 2P’ Ty +DTY) + - - ]
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Ersetzen wir diese Ausdriicke in der Gleichung (49) und setzen die Koeffi-
zienten von 2,8, 8%, 1. ..B~(+D gleich Null, so erhalten wir:

: R¥
DPw':-D *k*_ = {J,
20" W' +Pw"+ P2\ - DT, —— *k* =0,
O"+20 W N1+ P"T1+P 2T+ 20 ' Ty + 3 (p) D —-D T} f]i* =0,
D' 420 ' Ty +Pw" T+ P 2T+ 20" TY +2P ' T, + P TY (52)
R¥
+ () PT,—PT,— 7, = 0,
T, 1420 ' T, +P"T,+Pw'?T, +2D' T, ;+2P'T,+PT, ,
R¥
woraus zu ersehen ist, dal 7 ,=0; T, =1. (53)
Aus der ersten der Gleichungen (52) erhalten wir:
) R* \12
w = (&-*—}1,,;) : (54)
Aus der zweiten In®=-%1no, (55)
O(*h* 1/4
woraus D = (_R;*_) (56)
und somit durch Gleichung (54) zu
w' =@2 (57)

Die dritte der Gleichungen (52) laBt sich unter Beriicksichtigung der ersten
zwei Gleichungen folgendermaflen anschreiben:

P"+2P ' T +8(p)P=0, (58)

: ,_ 9"+ (@)@ [()
wobei 1) = BT POt (59)
oder Ty =—-3[f(e)de+Cy (60)

wobei (; eine Integrationskonstante bedeutet.
Mit den gleichen Uberlegungen 148t sich auch der allgemeine Ausdruck der
Gleichungen (52) folgendermaBen vereinfachen:

"T, 1+20'T, +20'T,+PT, 1+ (p)PT, =0 (61)
und unter Beriicksichtigung von Gleichung (58)
’ 4 @ ’ ”
T.=TT - —Th1— /Tn~1 (62)

Dow
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oder — [T T, do—] gy Ty dg - an~1d¢+0 (63)

mit C, als Integrationskonstante.
Beachten wir nun, daf3 durch Gleichung (57)

P’ 1 o

F- 2l (64)
wird und daf3 T:;l 2 wg,;;_l = (T:)Tl) : (65)

so ergibt sich, mit Riicksicht auf Gleichung (59), der allgemeine Ausdruck fiir
die Koeffizienten der asymptotischen Losung zu:

T, = —3(ZR 41O Tua o) 4O (66)

Die unter (53) angegebenen Ausdriicke bleiben dabei giiltig.
Sind diese Koeffizienten einmal bekannt, so erhalten wir durch Gleichung (41)

DVh 7, T, v
U= ———ecbo [1 +R3+m+ ] 67

Vo sin g B B (67)
d.h. die gesuchte asymptotische Losung, wobei wir noch durch Gleichung (40)
unter Beachtung von Gleichung (35) erhalten:

- m[m%] . -
oder mit Gleichung (45) V = 3= [ 2 ;31] U, (69)
040
wobei x° = EE;L— (70)
und aus Gleichung (67) ergibt sich nun noch:
D
V= ——@.——eﬁw [Bzx°+ﬁx° Ty +8° (x0T2+vi)
B h2 VocSIIl(p R, (1)

+B1 ( o 1A +v—}—b— )+,8 ( °T4+v—R}%T2)+ X ]

B. Krifte

Sind die Ausdriicke (67) und (71) der unbekannten Funktionen U und V
einmal bekannt, so konnen die Ausdriicke fiir die Krifte hergeleitet werden.
Durch Gleichung (8) erhalten wir

L0 /RN PO S S
Qw—RzVocsin [1+:8 /32+ ] tT2)
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Gleicherweise wird durch Gleichung (9)

ctgg DVh [ T, T,
N,=- efo |l 21 224 . 73
7 By Vo sing BB (73)
Unter Beachtung von Gleichung (67) sowie der Gleichungen (14) und (56) wird
DVh B T,
P TN IRE Y AP
Vo sing @ T g2 v i B 74
. L
wobei b = & -2—(»;+ctg<p). (75)
Damit wird durch Gleichung (10)
1 oVh B . T,
N =—5 eBw[ ( +- ) ( 2+ 1T +T) ] 76
P =R, Vasing' |23 T bl {6l

Fiir die Berechnung der Reihen der Momente vernachlissigen wir in der Glei-

chung (69) den zweiten Klammerausdruck, der sehr klein ist im Vergleich
zum ersten Ausdruck; somit wird

B2 ¥
V= E’k2U

(77)
und mit Beriicksichtigung von Gleichung (14)

, _ B?X°
V=T

U (78)

Setzen wir diese Ausdriicke in Gleichung (11) ein, so erhalten wir nach ein-
facher Umrechnung

B VR 11 ctgp (T, 1
My X" By Ve Sin(pe {(bz /3 " [V a " (@2+¢)] B®

ctg @ T, , (79)
[ el )

In gleicher Weise erhalten wir durch Gleichung (12)

B @Vh v 1 [etge T, 1
M Sl gt | E e ()]
B X' By Vo sin g o2 B o atz i B?

ctgo 75 , g (80)
LT S| R

C. Allgemeine Ausdriicke der asymptotischen Reihen

Betrachten wir nun die Gleichungen (67), (71), (72), (73), (76), (79) und (80),
so konnen die Koeffizienten der verschiedenen asymptotischen Reihen sofort
angeschrieben werden
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Fur U erhalten wir

Up=1; Uy=T; Uy=1T;... (81)
Fir V
V@ =40 VO =0T, V,=x° T+V}]g ; V1=X°T3+v£—T];... (82)
1
Fiir Qq; Qq)o = 13 Q(pl = Tl) Q(p2 = TZ’ e (83)
Fiir N, No=1; N, =T; N,=1T;... (84)
1 T T,
Fir Nﬂ N(D @2, Nﬁoza;-i-l/l; Nl9‘1'_(p2+T l,l’-l—Tl', .. (85)
Fir M,
1, ctge (T . ctg o T, A,
M(D1='(1'3_2’ My, =v o +(@%+¢)’ M¢3=”'TTI+((D2+T¢+T
(86)
Fur Mﬂ
v ct T, ct i ,
My, = g5 M32=—§Lp+v(q—)%+¢); Myy =280, 4y (¢2+T ¢+T1); .
(87)
3(1 —12)
Setzen wir A2 = @(JX—O]—), (88)
so erhalten wir durch die Gleichungen (26), (45) und (70
g
B2 = —25)2 (89)
und somit B = V2V 1A, (90)

woraus sich die folgenden vier Wurzeln ergeben:
Bi=(1+0)A; Bo=(1=-1)A; By=—(L+1)A; By=—(1—-%)A (91)

wobei jede der Losungen einer asymptotischen Reihe entspricht.

Bezeichnen wir allgemein mit X die Kraft, die Verschiebung oder die
Drehung, so erhalten wir folgenden allgemeinen Ausdruck fiir die asympto-
tischen Reihen:

1 , ®Vh
X—KXZIC Vasing Bn+/8n+ ]’ (%2)
wobei X® bzw. X, die Koeffizienten von i und B;* der der GrioBe X ent-
sprechenden Reihe und O Integrationskonstanten bedeuten. Der Para-
meter «yx ist ein von der Art der GroBle X abhingiger Faktor, der sich aus
dem Vergleich von Gleichung (92) mit den Gleichungen (67), (71), (72), (73),
(76), (79) und (80) ergibt zu:

X, X,

eBne [X(z) B2+ XWB 4+ X,+

R
2 KN19=—R];

—_1- — 2. — . o .
ky=1; wp=HEb; kg, =Ry; wy, = ctg g’ (93)
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Ersetzen wir in Gleichung (92) B, durch die in Gleichung (91) gegebenen
Werte und beachten dabei noch, daB

etide = cosAw +isindw, (94)

so erhalten wir nach Umrechnung

x -1 <p1/_ edo {(C] XD 4 O} XD) cosAw — (C XD — ¢ XD)sin Aw}

? (95)
o~ {(C3 XV 04 XUID) cos Aw + (05 XAV) — 0 XUID) gin A w},

wobei
C{=01+0Cy; C3=0;-10;, 0O3=0;4+tCq; C;=05;—1C;, (96)
X X X
i D = _—_4)2XO®_ (&) 1 2 3 “ e .
sowie X 402 X®_2X XD 4 by + 32 +2)\3+ ,
Xan — 2AX(1)+2_XO+X _.‘X_+
A 2) (97)
X X X
I — 422 X® my_~1 2 __ =3 .
X 4202 X@4 21 X y T e et )
X X,
Xawv = —2AX(1)+2XO—T+—F+
Wegen Gleichung (57) erhalten wir nun
4
d
M:AJQTZ’, (98)

wobei ¢, einen frei wihlbaren Wert von ¢ bedeutet. Ist nun ¢, der Wert fiir
den unteren Rand und setzen wir fiir

d
bi= | & (99)
‘Pd ‘Pid
ein, so ist wegen A f ZEZB =A f f L (100)
Po (]
Aw = C;— ’\‘/’z' (101)
Ist ¢, der dem oberen Rand entsprechende Wert von ¢, so wird mit
fd
b = | g (102)
Ps
Aw = Ci+Ay,, (103)

wobei C; und C; Integrationskonstanten bedeuten.
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Ersetzen wir in Gleichung (89) Aw durch die Ausdriicke (101) und (103) in
der ersten Gruppe der Glieder, in welcher die Konstanten C; und C; bzw. in
der zweiten Gruppe, in welcher die Konstanten C; und C; vorkommen, so
erhalten wir nach einfacher Umformung

x_o L @Vh

Kx Vo sineg

e—Mi {01 (X(I) cosA ¢"L + XIDgin A ¢t)

+ Cy (XD cos A f; — XDgin Ay, }+-1— AL

Kx Jasing

— X gin Agh,) 4+ Cy (XTI cos M, + XTVsin A of,)}

——— e {03 (XIV) cos A if

(104)

wobei die neuen Integrationskonstanten C,, C,, C,, C, durch die Rand-
bedingungen zu bestimmen sind.

D. Ndiherungsformeln fir Krifte, Drehungen und Verschiebungen

Wenn wir fiir jede GréBe X nur das erste Glied der Reihen, dessen Koeffi-
zient wir bereits bestimmt haben, betrachten, so erhalten wir aus den Glei-
chungen (97) folgende Ausdriicke:

Uo = 0; Uan — 2. yain — g, U =2,
VD = —4)2,0; VaD = ; PAID — _4x250; VAV =0,
ND =0; NUD = 2; NIID = 0 NIV =2,
22 2 2A

® - =% an — 2”. amm — =24, awv — =22
Ny N3 @2’ Ny P2’ Ny @2’ (105)
MO = Man — 1. M — - MV = .

v = o = XeE “XEY Y
MD — Man - Y . yam_ _ Y . pyan - _ Y

? ¢ A0 9 A P2’ ? ADY

Ersetzen wir in Gleichung (104) diese Werte und beriicksichtigen die durch
die Gleichungen (87) gegebenen Ausdriicke fiir «x und fithren folgende Abkiir-
zungen ein
C, = —0C;siny,;
O3 = C,cosy,;

Cy,= C,;cosvy,,

C, = —C.sin y,, (106)

wobei C;, C,, y;, y, neue Integrationskonstanten sind, so erhalten wir nach
einfacher Umformung

v =22 /n ———[e=M:C; cos (A +y,) + e Oy cos (A, +y,)], (107)
o sin
o Vh . .
V. =4x2y° [e=M: O, sin Ay, + ;) + e Oy sin (A i, +v,)], (108)

ERYa sin
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@ = 22V (0005 (V) + M O, 08 (7], (109)
RZ Voc sin @
N‘P == 2Ctgq) (p Vk [evhl/’i C’L COS ()‘lpi_l_'yi) +e_/\¢s Os cos (A‘l’s_*'ys)] ’ (110)
R, Va sin g
22X @Vh [ . 7 . m
Ng = — e=Mi 0, sin (/\ o i+—~)—e—"'/'s C,sin (A .+ s+—)],
D Rl(pz VOC Sin(p ‘lb Y 4 ‘)b Y 4
| (111)
V2h @Vh X aT T
= _— ll’z . . . — ] — —‘All’s ——
M, O BB o sin g [e Czcos()\z/x%+yz+4) e Cscos(/\¢8+ys+4):|.
(112)
Aus Gleichung (13) folgt noch
_ Rysing DVh s 2122 7\ 2vetge
E=— T l/ocsinqa{e C, [wsm (A¢i+yi+z) - z, cos (AK/J,;-{“"}/,,;)]
212 . T 2vetge (113)
J— _A‘I‘s —_— —_— - <7
e C, [31@2 s1n(/\¢8+ys+4)+ R, cos (/\x//s+ys)]}.

Die hergeleiteten Formeln erlauben trotz stark vereinfachter Berechnung gute
Naherungswerte fiir die heute angewandten Schalenformen.

E. Abgeflachte Schalen
Fiir abgeflachte Schalen, d. h. fiir sehr kleine ¢-Werte, konnen wir einsetzen
; 1
sing ~@; Ccose ~ 1; Ctg(pwg (114)

und erhalten an Stelle von Gleichung (41)
Th

U=_"— (115)
Vag
und an Stelle von Gleichung (47)
o 1172 A | 1
5“("’)—[5:#5;] —[ﬁfz.z?,;‘ﬁ]—w' (118)

Da dieser Ausdruck nur fiir sehr kleine ¢o-Werte giiltig ist, kann die Kon-
stante } im zweiten Klammerausdruck vernachlissigt werden und wir erhalten

somit
1(1 1 1 o 1oa'2 o
20 =i ) g 5at (i m 5a) (1)

Alle bisher hergeleiteten Formeln haben weiterhin Giiltigkeit; die Koeffizienten
der asymptotischen Reihen miissen dabei berechnet werden unter Beachtung
der Gleichungen (114) bis (117).
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5. Anwendungen

A. Kugelschalen

Die Ableitung der Koeffizienten der asymptotischen Reihen gestaltet sich
besonders einfach fiir Kugelschalen. Wir betrachten eine Kugelschale mit dem
Radius R und verdnderlicher Schalenstirke

h* = h* (). (118)

Wegen a =1, o' =a” =0 erhalten wir aus Gleichung (47)

_ 2—3ctglo

S(p) =B EF (119)
Wegen ® = Vi* (120)
wird durch Gleichung (59) unter Beachtung der Gleichungen (14) und (57)
f(@) =& () VR*. (121)
Da nun x° = —};—:, (122)
erhalten wir durch Gleichung (88)
A=‘Vm%=w, (123)
sowie durch die Gleichungen (99) und (102)
" ¢
A = X0 th;; A¢8=AOJV%. (124)
® s
Die Koeffizienten ergeben sich aus den Gleichungen (53) und (63) zu
= 1,
Ty =—3[9(p)Vh*do+0y =~y (9), (125)

T, = MZ%J&(@M@W@%O%

wobei C; freie Konstanten bedeuten.

Ist die Funktion A* =h* (p) bekannt, so kénnen wir die Integration durch-
fiihren und die Ausdriicke fiir die Koeffizienten der asymptotischen Reihen
bestimmen.

Betrachten wir zum Beispiel den Fall einer Kugelschale mit

Vh* =a+bo, (126)
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wobei a und b Konstanten sind. Setzen wir noch voraus, dal} b Kklein ist, so
daB die Bedingung (14) erfiillt ist, so erhalten wir dann

= 1,
a b(b , . R i
T1=—§(5<P+3Gtg"qo)—§(§<P“+6¢cvg9>—5msmqv)=—7(<P), (127)
2

.....................................................

+027

wobei C; =0 gewihlt wurde. Aus den Gleichungen (124) ergibt sich noch

A a+tbe A% a+be

Xo/b b o)X

gy @Oy, (@tbe)™™
woraus e Wi (@45 gy’ e (a+bq>s)*)‘°/b' (129)
Falls die Bedingung [—g(p <1 (130)

erfiillt ist, so 148t sich durch eine Binomialentwicklung leicht feststellen, da@3

Ao X(@i—9) -6 X (p—@s)
(a+beyh _ -MEzel (a+be)™™ _ SEme (131)
@+ @+

Wegen Gleichung (104) erhalten wir nun

V A% ) 0 0
Vh Va+tby -reco {01 [X(I)cos(/\ 1n—__—“+b‘P)-X<H>sin(iln “”“”)]
Kx Vsing b atbe; b a+be;

X =

. (A’ a+bey A a+be
@O (48}
+C, [X sm(bln +b%)+X cos(bln +b%)]} (132)

A(@—@s) 0 0
+— Vn V‘H—bq) %{Ca [X(Iwcos(é—ln a+b(p)—X(HDSi (’\ In a+b¢)]
kx Vsing b a+bg b™ a+bop

A a+bo . [A°. a+be
a1 av)
+0C, [X cos(b lna b%)+X sm(bln b%)]}.

Falls die Schale konstante Stirke % besitzt, so ist A* =1 und somit a=1, b=0.
Fiir diesen Fall erhalten wir:
,= 1,

S5p+3ct
Ty =228 — oy (e), (133)

3

------------------------
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mit ¢;=0, Cy = —} und damit wird
Vh e—X(gi—9)

- _’—‘}- l/sinq)
+ 0, [ XM c08 X0 (p; — ) — XD sin 2O (g, — o)1}
Vh e—X(@—p:

-K-;(— Vsinq)
+0,[XT 008 X0 (p — ;) +XTVsin 0 (p—p,)1}-

{C1[ X cos A (p; — ) + XD sin A (p; — )]

(134)

(C5[XTV cos X0 (g — p,) — XAV sin X (p — p,)]

Fiir den Spezialfall einer abgeflachten Schale mit konstanter Stirke erhalten
wir aus Gleichung (117)

3
P e) = Tig (135)
und wegen Gleichung (53) und (66)
o= 1,
3(de 3
T, = gf;;z—~—@, (136)
1 3 1 3 3 15

....................................

so daB nun die Werte fiir die Groflen XD, XUID XdID ypd XAV) bestimmt
werden konnen.

B. Mit ® =® (p) geometrisch definierte Schalen

Die Naherungsausdriicke der Gleichungen (107) bis (113) fiir die Krifte,
Drehungen und Verschiebungen sind hier besonders niitzlich wegen ihrer ein-
fachen Anwendung. Ist ndmlich die Funktion

D = (p) (137)

bekannt, erhalten wir aus Gleichung (124) sofort die Ausdriicke fiir A;; und
Ay, Nun lassen sich die der betrachteten Funktion @ entsprechenden Aus-
driicke fiir die Kréfte, Drehungen und Verschiebungen durch die Gleichungen
(107) bis (124) leicht anschreiben.

Nehmen wir zum Beispiel an, daf3
@2 — “;ﬁo‘”, (138)
o

wobei a und b Konstanten sind, so wird wegen Gleichung (56)

*®
V%=a+bg>. (139)
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Aus den Gleichungen (124) folgt

A atbe A a+tbe
Adi = _Flna+b¢i P At = ylna—i-bfps
o 2) 1/ RO
mit W - aya = 3=V VE
VA
. . b
Falls die Bedingung ‘qul <1
erfullt ist, so erhalten wir
_N@i—) _Xip—9y)

e_Al/}i = ¢ a e_All’s = e a

bl

(140)

(141)

(142)

(143)

Bezeichnen wir noch, wie im vorhergehenden Fall, die Konstanten mit C;, C,

Vi, Vs, SO erhalten wir

 2VaibgVh[ _Xe-o X, a+bg
U = ——————[e a Oicos(zlna_*_b%—l—n)

‘i/;’ Vasing
_N(@—9) X a+be
)

V =—-— a
]/ocoRlEh(a+b<p)2l/ocSinq)
_Xo—gd . X0 a+bg
—e a 0831n(—b-—lna+b%+ys>],
U
Q = oD
@ R2
N¢=—Q¢Otgcp,
2N0Vh A (@i—@) Y
Ny = = 2yzAph [e~ ‘ZwCisin(%lna—i_bbq)
VOCORIVa+b<p Vo sing a+0e;
_Xle=gd . (N a+bg T
+e  a Cssm(flna+b%+73+1)]’
2 B _Xei—9) 0
M, - V2£a_+b<;>)Va+b<;»Vh[e__%icicos(%lnazbcp
Ya® X0 o Ve sin g a+0e;
_AN(e=ey) N a+bo m
—e a OSCOS(?Ina+b<pS+yS+Z)]’
M = vM,.

4/\°2al/zl/a+b(p ["_)“'_(‘Pi:ﬂ ) ()\0 a+be
e C;sin |{—In + v,
i (5 in )

o

Tyt
T
vi—g

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)

Fiir den Fall a=a’=1, R¥=1, R,=R,=R, erhalten wir eine Kugelschale

mit nach Gleichung (126) verédnderlicher Stérke.

Fiir den Fall =1, b=0 erhalten wir noch die Kugelschale mit konstanter
Stirke. Die Ausdriicke, die wir dann erhalten, sind identisch mit den von

GECKELER hergeleiteten.
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C. Schalen mat einer Muttelfliche zweiten Grades

Im folgenden betrachten wir die Schalen, deren Mittelfliche durch die
Drehung einer Kurve zweiten Grades um ihre eigene Symmetrieachse erzeugt
werden. Fiir diesen Fall sind die Hauptkrimmungsradien

R, : _ R,
(1 4y sin2 )32’ 2 (1+ysinZp)l2
mit y=0  fir Kugelschalen,
y = —1 fiir parabolische Schalen,
y> —1 fiir elliptische Schalen,
y < — 1 fir hyperbolische Schalen.

1= (151)

Der Parameter R, ist gleich dem Wert des Kriimmungsradius R, =R, im
Zenith der Schale, d.h. fiir ¢ =0.
Nehmen wir einfachheitshalber an, daB3 » konstant ist, dann wird
®Vh  Ya By
Va 3%

wobel 8° eine Konstante bedeutet

La0ho 1
80 = ]/%@-4—*. (153)
1 YRyA3 :

(152)

Beachten wir noch, daf3

°‘=}% = (L+ysin?g), (154)
rd R,
80 wir ok, = (1 Fysin? )l (155)
R, _ R,
und | %« (I+ysin?@)(l+ysin®g)?’ (156)
L o Vh 1
Somlt WlI‘d ‘/;_ = 80(1 +‘ySiIl2 (P)l/s (157)
dVh 1+ ysin2 )8 (1 4+ sin2 o)V/4
und TRy - (I+y @)801(3 Y ®) . (158)
2 V& 0

Aus den Gleichungen (57), (64) und (70) ergibt sich noch

=y (159)

und aus den Gleichungen (99) und (102)

}‘Sl’i =

1/3(1_"2)]/?_0—] d‘P A‘)l‘s"‘

Vh (14 sin? )52’

l—vz VR f

1 —|—ysm2 il
(160)

¢
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Setzen wir noch folgende Abkiirzungen ein

V30— VR,

A* = 7 (161)
P d P d
M = _———(P : * = (P
¢® (1 +'ySin2q))5/4’ ‘/’s f(]. +')/Sin2(P)5/4, (162)
@ Ps
op =1, ox =2, (163)

so erhalten wir aus den Gleichungen (107) bis (113) durch einfache Umfor-
mungen

2
— e~ AP OF cos A* ¥ + vy,
(1 +'}/Sin2 (p)l/S Vsimp [ ‘ ( l)b i’ ) (164)
+e—A*¢§ 08* COS8 (A* ;“+‘)/s)],
4 p*2 1
V = e~ A OF sin (A* ¥ 4+,
Eh R, (1+ysin299)1/sl/sin<p[ W ) (165)
+e= At O sin A* ¥ +y,)],
in2 o)l/8 in2 )4
0, = £(1+'y81n ®) .(I-I—'ysm ®) [e=A*¥2 O cos (A* b + ;)
R, Vsing (166)
+ e~ A"t O cos M* ¥ +v,)],
N, = —@,ctgp (167)
53 % P02 11/8
N, =_2‘;27‘ “7?“‘ ?) [e~A*¢:0;=sin(A*t/f§‘+w+%)
0 sing (168)
_ MYt C*sin ()\* P +ys+%)] ,
> N2\ 1/8
Mq; — K_i (1 +l}/Sjln ) I:e—/\*l'[,; C¥ cos ()‘* ¥ +'yi+£)
sin ¢ (169)
— e~ ¢t C* cos ()\* bE+y+ %)] )
My= v, (170)
- sing e [ QVZIA* . ( . 77)
_ =AU O . sin (A*F +y, +—
3 Eh(1+ysinp)ls Vsinqo{ ¢ L1+ ysin2 )t ity 4

—2vctg @ cos ()\*z//z-*—ky@-)] (171)

2)/22*
(1+ysinZ¢

ko

)1/4sin()\* ¥ +yst+ 4)+2Vctg‘PCOS (A*¢§k+ys)]}'

— e A (¥ [
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Sind einmal die Konstanten bestimmt, so erlauben diese Ausdriicke die
Randstoérungen zu bestimmen, die dem Membranspannungszustand zu iiber-
lagern sind. Um die Berechnung noch zu vereinfachen, kénnen wir beriick-
sichtigen, daB3 die Randstérung sich i.a. auf eine kleine Randzone 4¢ be-
schrinkt, so dafl auch angenommen werden kann

sin? p avsin? g, ; sin? g assin? g, . (172)

Unter diesen Umsténden ist zulissig, fiir den unteren Rand bzw. fiir den oberen
Rand folgende Néaherungen einzufiihren

1+ysin?p &~ 1+ysing,, (173)
1+ysin?e &~ 1+ysing,. (174)

Somit wird
D D N . D A, . 2 (175)

(14 sin2 g,)7% (1 4y sin? @)%

Mit diesen Annahmen gestaltet sich die Berechnung besonders einfach.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit gibt ein allgemeines asymptotisches Verfahren zur
Berechnung der Randstorungen von Rotationsschalen beliebiger Form mit
verinderlicher Wandstirke unter radialsymmetrischen Belastungen an. Aus
den Grundgleichungen von MEIsSsNER werden zwei vereinfachte Differential-
gleichungen abgeleitet, die dank ihrer hohen Parameterwerte durch asympto-
tische Integrationsverfahren gelost werden. AnschlieBend werden die allge-
meinen Ausdriicke der Reihen wie der entsprechenden Koeffizienten fiir die
verschiedenen GroBlen abgeleitet sowie geeignete Vereinfachungen fir die
Berechnung angegeben. Die Theorie der abgeflachten Schalen wird als Sonder-
fall der allgemeinen Theorie dargestellt. AnschlieBend werden die allgemeinen
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Losungen verwendet fiir die Untersuchung von Kugelschalen von verdnder-
licher und konstanter Wandstérke, von Schalen deren geometrische Merkmale
bestimmten Variationsgesetzen geniigen und von Schalen deren Mittelfliche
durch die Rotation einer Kurve zweiten Grades um die Symmetrieachse

erzeugt wird

Summary

The author presents a general asymptotic method for the calculation of the
marginal disturbances of shells of rotation of any shape and of variable thick-
ness, subjected to loads exhibiting radial symmetry. From the basic equations
of MEISSNER, he derives two simplified differential equations which, owing to
their high parametric values, are solved by methods of asymptotic integration.
The author then obtains the general expressions of the series and those of the
corresponding coefficients for the various cases and he indicates the appropriate
simplifications for the calculation. The theory of shallow shells is derived, as a
special case, from the general theory. The general solutions are finally applied
to the analysis of spherical shells of variable and constant thickness, of shells
whose geometrical characteristics obey certain laws of variation, and of shells
whose median surface is generated by the rotation of a second-degree curve
around the axis of symmetry.

Résumé

L’auteur présente un procédé asymptotique général pour le calcul des
perturbations marginales des voiles de rotation de forme quelconque et
d’épaisseur variable, soumis & des charges présentant une symétrie radiale.
Des équations fondamentales de MEISSNER, il déduit deux équations différen-
tielles simplifiées qui, grace & leurs valeurs paramétriques élevées, sont réso-
lues par des procédés d’intégration asymptotique. L’auteur obtient ensuite
les expressions générales des séries et celles des coefficients correspondants
pour les différents cas et il indique les simplifications appropriées pour le calcul.
La théorie des voiles de faible courbure est déduite comme un cas spécial de
la théorie générale. Les solutions générales sont enfin appliquées a ’analyse
des coques sphériques & épaisseur variable et constante, des voiles dont les
caractéristiques géométriques obéissent a certaines lois de variation et des
voiles dont la surface médiane est engendrée par la rotation d’une courbe du
deuxiéme degré autour de I’axe de symétrie.
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