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Vibration propre et stabilité des ponts et charpentes
Eigenschwingung und Stabilitit der Briicken und Hochbauten

Eigenm)bmtion and Stability of Bridges and Structures

VLADIMIR FIRT

Ing., C. Sc., Académie des Sciences tchécoslovaque, Prague

Introduction

L’auteur indique les méthodes permettant 1’'usage des calculatrices électro-
niques pour étudier les fréquences de vibration propre et les vecteurs propres
ainsi que la charge critique des ponts et charpentes. Le systeme d’équations
résultantes est établi a 1’aide de la méthode des déformations qui est tres
simplifiée par 1’application de fonctions approximatives.

Les constructions formées d’arcs et de barres a section variable sont rem-
placées par un systéme de barres rectilignes a section constante ayant les
longueurs Iy y,l g1, - .- (fig. 1). Les points ol la masse est concentrée sont

considérés comme des noeuds. Un joint non-rigide est idéalisé par 1’assemblage
élastique des barres au trongon absolument rigide g qui a la rotation ¢, aprés la
déformation de la construction pendant que la section d’extrémité de la
barre g —h a la rotation vy, ;, (fig. 2).

Le moment M, , & l’extrémité de la barre est donné par l’expression
suivante:

Mg,h = —Kgpn (Vg,h—(Pg)’
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ou «,; est la caractéristique de 1’assemblage élastique qui peut étre déter-
minée & partir de 'ouvrage [1]. La valeur «, ;=00 appartient & la liaison
rigide (y, , =@,) et «, , =0 & la liaison articulée.

La notation utilisée pour les diverses grandeurs est la méme que dans [2]
et [3].

Fig. 2.

1. Les fonctions approximatives pour la barre vibrant dans un plan et dans I’espace

Dans les relations entre les amplitudes des forces et des moments aux
extrémités et les amplitudes des composantes de déformation des sections aux
extrémités de la barre vibrant dans un plan, de fagon générale, il existe les
combinaisons linéaires des fonctions F;(A),5=1,2,...,6, f, () =¢/tg, [, (f)=

=y/sin [2], [3], [4], ol
e w?
A "

On peut exprimer trés exactement ces fonctions au moyen de polynoémes
P; et Q; de la forme:

P =a;+b, M4, B+d; X2, j=1,2,...,6,

Qs = T+ b2+, +d, S, 1 =1,2,

dans les intervalles suivants [5]:
0=2<3, 0sgsl. (1.2)
Les polynomes P, représentent les 16 premiers termes de la série de Maclaurin

et @), représentent 8 premiers termes de cette série.
En faisant usage des relations

A = qw?, P? = b w?, (1.3)
. ol B w2
ou a————EJ, b= IOO—EF, (1.4)

on obtient les équations approximatives des fonctions F (A) et f (¢):
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F o= 24 0,7142857-10 2 w?+0,15704-10% a2 w* 4+ 0,036-10%a3 b
F, 4— 0,9523810-102q w?—0,16262-10~%a%w*—0,036-10-% a3 »®
By = 6+ 3,0952381-102q w?+0,72193-10%a2w*+ 0,160-10-%a3 w8,
F, =— 6+ 5,2380952-10"2a w?+0,76617-10"%a2w*+0,160-10"6q3 8
F, =—-12-12,8571429-10"%2a w?—3,29571-10"%a2 w* —0,800-10-%a3 wb, (1.5)
F, = 12-37,1428571-10%2a w?—3,64873-107%a2 w?*—0,800-10-%a3 w"
i = 1— 0,3333333-1072b w2 —0,02222-107452% w*— 0,002-1076 53 »®
fa = 1+ 0,1666666-1072b w2+ 0,01944-10-25% w? + 0,002- 107653 wb.
La vibration générale dans 1’espace d’'une barre & section constante est
donnée par les fonctions F;, j=1,2,...,6, des arguments
+ s 4
M:lV%ﬁy W=lvgﬂv (1.6)

et par les fonctions f; () et f, () ainsi que par les fonctions f, () =d/tgd et
](4 (l9‘)=l9‘/Sll'l 197 [3]: [4], 01‘1

(1.7)

_ZVGI“'

Dans ce cas, on détermine les valeurs a¥ et a* de la premiére expression de
(1.4) en substituant & la valeur J les valeurs J* et J% et on remplace a par
a’ et a* dans les équations (1.5).

En faisant usage de la relation 3%2=c w?, ou

2
c_umgg, (1.8)

on peut exprimer les fonctions f; (&) et f4 ) dans I’'intervalle

0<d< (1.9)
par les expressions suivantes:
fs =1-0,3333333-10"%2¢ w2 —0,02222- 104 ¢c?2 w?—0,002- 10763 b

1.1
fi =1+0,1666666-10"2¢c w?+0,01944-10"4c2 w?+0,002- 1075 ¢3 w®. (1.10)

2. Les fonctions approximatives pour la barre chargée axialement

Au cas ou la barre chargée par une force axiale N est déformée dans le plan,
il existe les fonctions I'; (x) et I7;(8), =1, 2, 3,4, dans les relations fondamen-
tales de la méthode des déformations, ou

a=z]/%, zl/‘Nl (2.1)

Les fonctions I'(«) sont valables pour la barre comprimée (N > 0) et I’ (8) pour
la barre tendue (N <0).
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Dans les intervalles
0<a<3,16, 0<5<3,16 (2.2)

ces fonctions sont exprimées trés exactement par la série de Maclaurin avec
le nombre de membres suivant:

I = 24+ 0,33333-101a2 + 0,1032-10"2a% + 0,036-1073 a8,

Iy = 4— 1,33333-10"1a — 0,1770-10~24* — 0,045-10-345,
3= 6— 1,00000-10"162 — 0,0714-10-2* — 0,009 103 8,
Iy, = —12412,00000-10~1a2 + 0,1430-10-2a% + 0,020-10-345,
Iy = 2— 0,33333-10-182 + 0,1032-1028¢ — 0,010-10-388, (2:3)
I, 4+ 1,33333-10-182 — 0,1770-10-28% +0,034-10-386,
I, 6+ 1,00000-10-182 — 0,0714-10-28% + 0,006-10-388,
I, = —12-12,00000-10-182 + 0,1430-10-28% — 0,013-10-356,

Lorsqu’un portique plan fait partie d’une construction spatiale et qu’il est
beaucoup plus chargé que les autres parties de cette construction, on remplace
approximativement I’influence de 1’interaction spatiale par des appuis élasti-
ques qui sont placés au niveau des traverses et ont les caractéristiques v, , v,, v3,
ete. (fig. 3).

Fig. 3.

Ensuite, la stabilité de ce portique peut étre étudiée au moyen des fonc-
tions (2.3).

3. Les formes des systéemes d’équations des déformations

En employant les fonctions approximatives (1.5) et (1.10), on obtient le
systéme homogéne d’équations des déformations de la forme:

A-w?B—w'C—-wbD)x =0 (3.1)

qui est valable pour la vibration propre de la construction donnée. w est la
fréquence de vibration, x le vecteur dont les composantes représentent s
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déformations inconnues (rotations et déplacements) des nceuds et des sections
mesurées a ’extrémité des barres, 4 =||a, ;|| est la matrice de rigidité de la
construction, B=||b, ;||, C=||c;;||, D=||d;;|, ©,j=1,2,...,s, sont les matri-
ces carrées de rang s qui dépendent de la rigidité des barres a la flexion E.J,
a la compression ou a la traction E F et a la torsion G I%, du mode d’assemblage
des barres, de la répartition de la masse p et de la maniére dont la construc-
tion est appuyée.

Quant a 1’étude de la charge critique de la construction, on exprime les
parametres « et 3 de toutes ses barres au moyen du parametre «; , qui appar-
tient & la barre choisie 1—2 (fig. 3). Si le rapport entre les forces axiales ne
varie pas, il vient d’apres (2.1)

%yn = Ng,h®1,25 87‘,k = Mr, k%125 (3.2)
ot — logn 1/ Ngn Jie = Lot /| Nrge| J1,2
gk — 2 rk T .
Z1,2 N 1,2 Jg,h Z1,2 N 1,2 Jrk

En faisant usage des fonctions (2.3) et des relations (3.2), on obtient le
systéme d’équations des déformations de la forme de (x =« )

(A—2B—atC~a8D)x =0, (3.3)

ou A=A. Si quelque barre est soumise & des efforts dans le domaine non-
élastique, il en résulte 4+ A.

Quand on divise convenablement les barres de la construction donnée en
éléments dont chacun est considéré comme une barre distincte, il est toujours
possible de vérifier les conditions (1.2), (1.9) et (2.2), car les parametres A, i,
¢, « et & sont d’apres (1.1), (1.7) et (2.1) directement proportionnels & la lon-
gueur !/ de la barre.

Quant au calcul des trois premiéres fréquences propres des portiques a
nceuds déplacables ou des ponts formés d’arcs, on vérifie en regle générale
les conditions suivantes [4]:

0SA<24, O0<¢=05, 0<8=£0,5. (3.4)

Les conditions (2.2) sont vérifiées aussi pour ces constructions sans avoir & sub-
diviser les barres [1].

Dans les intervalles (3.4) et 0=« =<3, 0=3 <3 il est possible d’exprimer les
fonctions F,j=1,2,...,6, et fi,I’i,fi,i-—ul,Z, 3,4, au moyen des deux pre-
miers membres seulement des séries (1.5), (1.10) et (2.3), avec moins de pré-
cision les valeurs réglées des coefficients de w2, «? et 8% [1], [4].

Dans ces conditions, des systémes d’équations de la forme

(A—w?B)xz=0, (A—a2B)xz=0 (3.5)

remplacent (3.1) et (3.3).
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4. La solution des équations résultantes

L’auteur propose pour résoudre le systéme d’équations (3.1) ou (3.3), la
méthode qui repose sur la transformation d’un systéeme homogéne d’équations
en un systéme non-homogene et sur le développement en série de Taylor de
s — 1 fonctions auxiliaires

gy =lag, §=1,2,...,8—1, (4.1)

de I’'argument w ou «. Dans les équations (4.1) x;, j=1,2,...,s, représentent
les composantes du vecteur z. Les fonctions (4.1) sont univoquement déter-
minées par le systéme de s —1 équations non-homogénes

s—1
2@ ;—=b;0—c;j0t —d ;0b)y; = —a; + b, w2+ c; 0t +d; b, (4.2)

i=1
1=1,2,...,8—1,

que ’on obtient en divisant les s —1 premiéres équations homogénes du sys-

téme (3.1) par 'inconnue z, =+ 0.

En dérivant les équations (4.2) par rapport & w et en substituant w=0,
on obtient les systemes de s —1 équations linéaires

s—1

,Zlai,j?/j(o) = —Q, t1=1,2,...,s—1,
j=

s_1 s—1

élaz-,j Yy (0) = 2![b;,+ glbm. y; (0)],

: ? (4.3)

j=

s—1 s—1 s—1 s—1
Zl“i,j yy1(0) = 6![d; + _Zldi,j y; (0)]+ 360_21 ¢ Y11 (0) + 202161-,; y;V (0), ete.
j= i= j= i=

s—1 s—1 s—1
Zla’i,jy}v(o) = 4! [Ci,s+jzlci,j y; (0)]+ 12.21(%',;' Y3t (0),
< i=

En cherchant la solution par récurrence des systémes d’équations (4.3) qui
ne différent que par leur membre de droite on obtient les coefficients de la
série (y}(0)=y"(0)=yY (0)=yy™(0)=0,j=1,2,...,8—1)

1L (Q IV (0 VI (0 _
yj=yj(0)+y’—2,(~)w2+y’4,( )w4+y’6'( )w6+..., i=1,2...,8—1, (4.4)

qui est la valeur approximative des fonctions (4.1).
En substituant les polynémes (4.4) dans la derniére équation transformée
du systeme (3.1)
s—1
> (@s; — bs,,- w?—cy; wt— ds’j w$) Y+ ags— bs,s w?— . wl— ds,s w® =0, (4.5)
i=1
on obtient 1’équation
ag+a,wta,wt+agwb+ =0 (4.6)

dont les racines représentent les fréquences de vibration propre recherchées:
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wqy), We),--.. Quant aux composantes des vecteurs propres qui déterminent
les formes de vibration propre de la construction, on les calcule en partant
des équations (4.4), & condition de substituer & 1’argument w les valeurs wy),
W)y«

Pour calculer les harmoniques, il est nécessaire de développer les fonctions
(4.1) en série de Taylor au point wzp > 0 et de déterminer les racines de 1’équation

ol by, b,,by, ... sont des constantes.

De méme fagon il est possible de trouver «,,;, du systéme (3.3) et de déter-
miner d’apreés (3.2) et (2.1) les forces axiales critiques de toutes les barres de
la construction donnée.

Quant au calcul de la fréquence propre fondamentale de la construction
ou de sa charge critique, il est souvent possible de limiter la série (4.4) a son pre-
mier membre, si on choisit 1’équation (4.5) du systéme (3.1) en prenant pour
point de départ la signification physique du procédé de calcul [6].

Dans ce cas il est aussi convenable d’employer les équations (3.5) et de
multiplier ces équations par les matrices A—! et A1 qui sont les inverses de
Aet A.

Dans ces conditions:

1 — 1
(Bl"ml)x= 0, (Bl—oTzI)x= 0, (4.8)
ou I est la matrice unité et
B, = A1 B, B, =A'B. (4.9)

Ensuite, on obtient les valeurs wg et «,,;, des valeurs caractéristiques domi-
nantes B4, = 1/w3) et Buee = 1/02,;, des matrices B, et B;.

La fréquence fondamentale et aussi les harmoniques de la construction
peuvent étre déterminées a partir du systeme (3.5) comme les racines de 1’équa-
tion caractéristique (8=1/w?)

|B,—BI|=0 (4.10)
dont le membre de gauche se transforme d’abord en polyndéme en employant
les méthodes connues de la théorie des matrices [4].

Il existe déja des programmes standard pour les calculatrices électroniques
destinées a résoudre les opérations numériques les plus compliquées (la solution
des systémes d’équations linéaires, 1’inversion de la matrice, la multiplication
des matrices, la recherche de la valeur caractéristique dominante de la matrice
carrée) du moment ou les méthodes mentionnées sont appliquées.
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Résumé

Dans cette contribution 1’auteur propose d’employer les fonctions approxi-
matives (1.5), (1.10) et (2.3) pour étudier la vibration propre et la stabilité des
ponts et charpentes. En faisant usage de ces fonetions, on obtient les systémes
d’équations de déformation (3.1) et (3.3) ou (3.5), si on se limite aux deux
premiers termes des polynoémes (1.5), (1.10) et (2.3). On résout ces systémes
d’équations au moyen des méthodes convenant a I’utilisation des calculatrices
électroniques.

Zusammenfassung

In dieser Abhandlung werden die Anndherungsfunktionen (1.5), (1.10) und
(2.3) zur Untersuchung der Eigenschwingung und der Stabilitit der Briicken
und Hochbauten vorgeschlagen. Es ist auch moglich, sich auf die zwei ersten
Glieder dieser Funktionen zu beschrianken. Bei Anwendung der Anndherungs-
funktionen und der Deformationsmethode erhdlt man die Gleichungssysteme
(3.1) und (3.3) oder (3.5), welche durch Methoden gelost werden, die fiir die
Anwendung von elektronischen Rechenautomaten geeignet sind.

Summary

In the present paper the author proposes the use of the approximate func-
tions (1.5), (1.10) and (2.3) for investigating the natural vibration and stability
of bridges and structures. It is possible to take only the first two terms of
these functions. Using the approximate functions and the slope-deflection
method, the systems of equations (3.1) and (3.3) or (3.5) are obtained. The
solution of these systems of equations is performed by the methods which are
suitable for the use of electronic digital computers.
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