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Losung des nichtlinearen Problems bei Wanddeformationen
Solution of the Non-linear Problem of the Deformation of Webs

Solution des problémes non-linéaires concernant les déformations des dmes de poutres

JOZEF DJUBEK

Doz.-Ing., C. Sc., wissenschaftlicher Mitarbeiter der Slowakischen Akademie der
Wissenschaften, Bratislava

1. Einleitung

Umfangreiche Tragversuche an grolen diimnwandigen Vollwandtrigern [1]
haben bewiesen, daf3 die Tragfihigkeit der Stege vollwandiger Elemente nach
der linearen Beultheorie nicht bestimmt werden kann. Anstatt der linearen
Stabilitatstheorie, die nur kleine Wanddurchbiegungen im Vergleich zur Wand-
dicke voraussetzt, miissen wir die als die statische Theorie Karmans bekannte
Theorie der grolen Durchbiegungen anwenden. An Hand dieser Theorie wur-
den bisher auch zahlreiche Randaufgaben geldst, insbesondere bei einigen
Konstruktionen im Schiffsbau und beim Bau von Flugzeugen [7,8,9,10,11,
12,13].

Eine besondere Funktion fillt dem die diinne Wand aussteifenden Geriist
zu (bei Tragern, den Flanschen und Queraussteifungen). Damit die Quer-
schnittsform des verformten Elementes erhalten bleibt, ist es notwendig, dal3
die Versteifungen eine solche Biegesteifigkeit besitzen, damit sie praktisch
auch im tberkritischen Bereich als steife Stiitzen wirken!). Aullerdem miissen
die Flanschen geniigend biegesteif in Richtung der Wandebene sein, damit
sie den Membranwirkungen widerstehen koénnen. Die laufend entworfenen
Triager entsprechen dieser Forderung 2).

1) Die Werte der auf diese Art definierten optimalen Versteifungen wurden experi-
mentell ermittelt [2].
2) Auf Grund der Priifuntersuchungen des Verfassers kann fiir ein Seitenverhéiltnis

«=1,0 als minimale Gurtsteifigkeit E:% = 0,00002 empfohlen werden, wo J; das Trag-

heitsmoment des Flansches zu der senkrecht zur Wandebene liegenden Schwerachse
bezeichnet [3].
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Bei der Erfiilllung dieser Bedingungen werden die Wandverformungen in
hohem Mafe von der Normalsteifigkeit des Geriistes, das ein weiteres Anwachsen
der Durchbiegungen der gebeulten Wand stabilisiert, gleichzeitig jedoch selbst
durch Zusatzdruckkrifte beansprucht ist, abhéngen.

Im vorliegenden Beitrag wird der Verformungszustand diinner Wande, die
in der Mittelfliche durch eine Kombination von Druck, Biegung und Schub
beansprucht und die am Rand mit elastisch druckfesten Versteifungen ver-
sehen sind, beschrieben (Fig. 1). Das formulierte Problem wird mit Hilfe der
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Fig. 1. AusmaBe und das Belastungsschema der versteiften Wand.

Galerkinschen Methode gelost. Das System der kubischen Gleichungen, zu
dem diese Losung fiihrt, wird mittels der Newton-Raphson-Methode, die sich
bei der Anwendung automatischer Rechengerite als die geeignetste erwiesen
hat, berechnet.

Mit Riicksicht auf den weiten Bereich dieser Aufgabe wollen wir uns hier
auf die theoretische Losung eines Falles von Auflagerbedingungen (eines an
den Rindern einfach gelagerten Steges), unter Anfithrung einiger numerischer
Ergebnisse, beschranken. Die Losung dieses Problems wird in der vorbereiteten
Publikation ausfiihrlicher behandelt werden.

2. Die Grundgleichungen

Wir betrachten eine in der Mittelfliche beanspruchte, anfangs gekriimmte,
diinne Wand. Der Verformungszustand der Wand kann mittels eines Systems
nichtlinearer partieller Differentialgleichungen beschrieben werden:
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14
A A w = ﬁ[@yy (w+w0)xac +¢xac (w +w0)y-y_ Z(ny (w+w0)wy], (2'1)
44D = E[wazvy_ Tx yy+2wxyw0wy_w0xxwyy*wxww()yy]- (2.2)

Die Lastbedingungen werden in der folgenden Form definiert:

a

J‘*dy Cyx+0C,, (2.4) -
(pzy z=0,a — -7, (2.5)
y=0,b

wo C;, Cy, C3, C, Konstanten sind, deren Werte vom Mall der Zusammen-
driickbarkeit des Versteifungsgeriistes abhéingig sind.

Die Gleichungen (2.2) und (2.3) driicken die integrale Bedingung der Erhal-
tung der Ebene des Wandquerschnitts bei einer gegenseitigen Verschiebung
der Rénder in der Richtung x, bzw. y aus.

Wir setzen voraus, daf3 die Wand an den Réndern einfach gelagert ist.

Die Durchbiegungsfunktion w (z, y) und die Funktion der Anfangskrimmung

wy (v, y) werden so gewihlt, damit sie die Auflagerbedingungen der Wand
erfiillen.

mmwx ., nmwy

w (x, %%wmn p sin by
(2.6)
wo Zz, y = ZZU)Omn i m;rxSin n;Ty

Dann kann die Spannungsfunktion @ sofort bestimmt werden. Wir setzen (2.6)
in die Gleichung (2.2) ein, und diese nimmt dann die folgende Form an:

K
AA(P - ;szzzzz wmnwrs+wmnw0rs+wrsw0mn)

r

m+r n+s
-[ms(nr—ms)cos TS ——my

m—r n—s

+ms(nr—ms)cos L CoS—

Y (2.7)

m+r
+ms(nr+ms)cos ; 5 TY

T X COS

m—r n+s
+ms(nr+ms)cos 5 TxCos wy].
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Als partikulare Losung der Gleichung bekommen wir:

B «? 4 mtr ta
P = 4 ZZZZ(wmnwrs—l—wmnwOrs+wrsw0mn)_Z g; COs T X COS b TY
m n r 8 i=1 a
(1=1,2,3,4),
WO o ms(nr—ms)mu . ms(nr—ms)
= [(m+7)2+ o2 (n+s)2]% G2 = [(m—7)2+ o (n—s)2]2’ -
_ ms(nr+ms) B ms(nr+ms) :
fs = [(m+7)2+a® (n—s)?]? Ja = [(m—7)2+ o2 (n+8)22

Die Parameter m +r, n+s sind entweder die Summen oder die Differenzen
wie in den Nennern der dazugehorigen g, (¢ =1, 2, 3, 4).
Wenn wir die Spannungsfunktion in der Form
P SRR WY R I O

D=9, 2x(1 3ax) 2y<1 Sby) TRXY (2.9)
betrachten, kénnen wir uns leicht iiberzeugen, dafl diese Funktion die gegebe-
nen Randbedingungen erfiillt und eine vollkommene Losung der Gleichung
(2.7) darstellt.

3. Losung der Gleichung (2.1)

Da die Funktionen w(x,y), w,(x,y) wie auch die Funktion der Spannun-
gen @ die betrachteten Auflager- und Lastbedingungen erfiillen, wird die
Methode, mittels welcher die iibriggebliebene erste Gleichung des Systems
partieller Differentialgleichungen integriert wird, die Methode Galerkins sein.
Bei der gegebenen Aufgabe wird die Galerkinsche Gleichung die folgende Form
annehmen:

a

b
Xsin2"2sin ™Y gady =0, (p=1,2,3...,9=1,2,3...), (3.1)
00 a b “

D
WO X = - A4w—-D,, (W+wy) e — Do (WA+wy),y, + 2P, (W wy),, .
Nach der Substitution der erforderlichen Derivationen der Funktionen w (z, ),

wy (x,¥), @ und nach Integration geht die Gleichung (3.1) in das System
algebraischer kubischer Gleichungen fiir w;%, von der Form

3335 35 (i w0 sy 0 ) (05 + 1030
mmn r S8

. 4Zgi {2 ts)2+P(m+r)?]d,(m+tr,k)K, (n+s,l) (3.2)
i=1

—2kl[(mxr)(nts)d,(k,mtr)K, (,nts)]}
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1

0
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— e (22) 3 (o ) g [~ 111 (3.2

2 2 k
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q
iiber, wo (r,s), (k,1), (p,q) dieselbe Zahlenmenge wie (mn) durchlaufen. Als
ky, k,, k., werden die Koeffizienten der dulleren Wandbelastung bezeichnet,
d.h.
_ w2 K t?
¢ 12(1—p2) b’

o
L , WO -

2
i ] <

Die in Klammern angefiihrten Parameter m +r, n + s sind wieder die Sum-
men oder die Differenzen wie in den Nennern der dazugehérigen g; (Gleichung
(2.8)).

Durch J,, K, sind folgende Integrale bezeichnet:

1 3 T T
_ * * - sk * -
J, —4af[cos(m +k*—p) p cos (m* + k* + p) p
0
—|-cos(k*—m*—p)%gg—cos(k*—m*—l-p)%x]dx,
. b (3.3)
Kq—4bf[cos(m +k*—q) b cos (m*+k*+q) ;
0

+ cos (k*—m*—q)%y—cos(k* —m*-}—q)zbg] dy,

wobei m* der erste Parameter des Integrals, k* der zweite Parameter des
Integrals sind. Z.B. im ersten Summanden in den Klammern {...} befinden
sich die Integrale J,(m+r,k), K, (n+s,l). Fir diesen Summanden gilt im
Integral J, m* =m+r, k* =k und im Integral K, m*=n+s, k*=1[. Im letzten
Summanden in den Klammern befinden sich die IntegraleJ, (k,m —r), K ,(I,n +s).
In diesem Fall wird im Integral J, m* =k, k*=m—r und im Integral K,
m*=1[, k*=mn+s.

Das Integral J, oder K, (3.3) ist verschieden von Null, wenn wenigstens
eines der Argumente der Kosinusfunktionen Null ist, und kann nur drei
Formen annehmen:

0, +

W=
ol

b
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4
Die Berechnung des Ausdrucks Y g;{...} der Gleichung (3.2) kann mit Hilfe
i=1

eines automatischen Rechengerites gut durchgefiihrt werden. Wir haben dabei
die Maschine Ural I. verwendet. Diesen Ergebnissen nach wurden durch das
Summieren der gleichen Glieder die Koeffizienten der nichtlinearen Teile der
kubischen Gleichungen (3.2) zusammengestellt. Die Gesamtform der alge-
braischen kubischen Gleichungen, wenn acht Glieder der Reihe w,;, w;,, w3,
Way , Wag, Wy, Wy, Wy in Betracht gezogen werden (bei «=1 und wy,=0), sind
auf der Tafel I angefiihrt.

Bei einem Vergleich der Koeffizienten der algebraischen Gleichungen kann
man sehen, dal} eine beliebige Gleichung als

oL

0 W

geschrieben werden kann, d. h. sie minimalisiert das Funktional L, dessen
Form leicht zu ermitteln ist.

Es kann bewiesen werden, daf3 die Methoden von Galerkin und Ritz in
diesem Falle dquivalent sind.

In Ubereinstimmung mit Fig. 1 enthilt jede Gleichung Belastungsglieder

" 0
kx(1_§), by, ky(l—-g), k,0,

. -k G,—G, k,—k, Gy — 0
in denen 7 = T = Xz g =—"Y ¥ ¥ ¥
kiL‘ O’Jl ky g

(3.3)

Yy
bezeichnen.

Nur in dem Falle, wenn die Randversteifungen eine Null-Fliche haben,
driicken die Belastungsglieder direkt die Aullenbeanspruchung des Querschnitts
aus.

In einem allgemeinen Fall, wo die Wand an den Rédndern versteift ist, wird

ihre duflere Beanspruchung &, (1 ——gy), G, (1 —gx) im tberkritischen Bereich
auch von dem MaB der Zusammendriickbarkeit der Versteifungen abhingig.

Dabei dndern sich im Verhéltnis zur Wandbelastung nicht nur die Spannungen
&, und &,, sondern auch die Parameter n und 6.

4. Beziehungen zwischen den Kriiften in der Mittelfliiche und den axialen Kriften
in den Flanschen und Quersteifen

Die Gesamtverschiebung einer beliebigen Wandfaser in der Richtung der
Achse x, wenn wir auch die Anfangskrimmung der Wand in Betracht ziehen,
ist

a

a
ou 1 K K
0
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Analog ist dann die gegenseitige Verschicbung fiir eine beliebige Wandfaser in
der Richtung der Achse y

b

b
av 1 E E
0 0

Nach dem Einsetzen der erforderlichen Ableitungen der Funktionen w (z,y),
wy (2,y), ® und nach der Integration nehmen die Ausdriicke (4.1) und (4.2)
die folgenden Formen an:

ou a [ n _ ]
Jé}d ——f_Gx(l——b“?/)—ﬂ%(l—g)“FAana (4.3)
0
Y b [ 0 i
ov - - Yl
m K
WO Amn 80,2 %%ma mn (wmn-f_"‘wOmn)?
(4.4)
an mn wmn+2w0mn)

m n

Fir die Réander einer rechteckigen Wand konnen wir dann die folgenden
4 Deformationsbedingungen anfiihren:

a a
a _ ou a _, ou
“ 7'=‘fa dalyo pz_fa dal,_,,
0 0
b b b b (4:'5)
- ov _, ov
'E_Gu - _f@dylx=07 _E_O'v — —fé?jdy{x=a’

a a b b
1 , 1, .1 L,
WO 5p=afapdx, 6p=&fopdx, a,J=5f0,vdy, sz——gf%dy
0 0 0 0

die durchschnittlichen Axialspannungen in den Flanschen und Querausstei-
fungen bezeichnen.

In den Gleichungen (4.5) wird nicht nur die axiale Spannung in den Ver-
steifungen o, 0, 0,, o, als unbekannt betrachtet, sondern auch die Spannun-
gen in der Wand &, 6,, 6,, 6, die fiir die gegebene duBere Beanspruchung
des Querschnitts bestimmt werden miissen.

Es stehen uns noch die 4 Bedingungen des Gleichgewichts zur Verfiigung,
die wir fir beliebige orthogonale Querschnitte x=x,, y=y, in der folgenden

Form zusammenstellen:
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6. +a

pp xz $=Nx’
Gy +6.

oboror By vta=5—4 =N, (4.6)

—o, Bjo+ M, , =M, —N_b,,

—oy Fja+ M, , =M, ~N,a,.

In den Momentbedingungen (die letzten zwei Gleichungen aus dem System
(4.6)), welche fiir die Punkte x=2,, y=0, bzw. £ =0, y =y, angegeben werden,

bedeutet
b a 2@
M,, =ty —~dy, M,, =tz —dx. (4.7)
’ 0 0 ox
Wir bezeichnen nun die Spannungen in den Randfasern eines durch Druck
und Biegung beanspruchten Querschnitts,

N, M N, M,
le:.__.a_}_*_ (IJ’ 01y=J+_____’
' E. W ' F, Wy (4.8)
, N, M, , N, M, :
T,z o ’ e 01,1/ = T R
L s v Wyo
J.r ' J, J , J
wo mo =.T:], WCZIO = baioa WyO :7:'/19’ I/Vy() =";1;,.9.

Selbstverstindlich kommen diese Spannungen in Wirklichkeit im Querschnitt
nur solange vor, als die Wand keine Beulung erfihrt. Bei einer iiberkritischen
Wandbelastung werden dann die Spannungen o,, o, nur als Hilfszahlen die-
nen, wenn wir die Wirkung der duleren Krifte ausdriicken wollen.

Die Trigheitsmomente J,,, J,, werden fiir den ganzen Querschnitt in der
Flache von F,=F,+ F  +bt bzw. F,=F, + F/+at berechnet.

Ahnlich wie in den Gleichungen (3.2) schreiben wir dann die Beziehungen
fiir die Koeffizienten der dulleren Querschnittsbeanspruchung

o1,z o1,
ki, =—, ky 2= v
¢l O-e 1] Ue
O1,0 — 01 o o1
. I Al O 1,y — 01,
und die Parameter N =-——, 6, =—L =Y.
Lz Oy

Wenn wir dann (4.5) in das System (4.6) einsetzen, erhalten wir als End-
resultat

(’}’1 —€ '}’2) )

8@
I~~~
I
ro |3
N
Il

1“/1/26162
1

(4.9)
ky (1 _'2_) = m(% —€374),
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€7 (7’2‘!*2 €9 '}’1)

kxn = kl,wn1~€5m$_

1—-u2e e ’
(y ' . 2)/) 49
€g Vs — MU €173
kyg =k1‘y01"—‘66m;‘_ 1~M2€1€2

WO Yy = kl,x (1 _—gl) — €3 m;‘k,

Yo = 0’"”~wa+#€z

[

mn
’

O,

0
Y3 =k1’,y (1——2—1)—64/)%;‘,

A
ritpa— =

B
Yy ==
g,

3
*
I

l

(w;fm w;rkzs'*_ w;rkm w(;kms—{" w;;s w(;kmn) [( - 1)n+s - 1] (92 +g4)m=r7

ﬁM ch =

(wrﬂ;m w;'x;v, +w;rkm w(;krn +w;l;z w(;kmn) [( - 1)m+r - 1] (92 +93)n=s>
1/ 8 S
€ = —+—( N —"_—-?L)’
L+vp 2\ W, z0

Lo 18 8,
€ =4+ |- — )
2 ].+V,u 2 Wyo ylo
o - 9(1~#2)a2(Ws,x_ st)

? Wzo xlo

€ = 9(1—p?) W;,y__ Ws,y
a 2 W,o 0 ’
- _ 18(1_#‘«2)“2 Ws,x+ I’Vs,w
> w2 Wzﬂ ac’(] ’
€ — 18(1_P«2) W;’,y+ I’Vs,y
¢ 7 Wyo o ’

S,  Sp
€ = + 55
! on x0

S, S,

€8 = s
%0 u/;lo

Die Koeffizienten ¢; (¢=1,2,3,...8) geben uns die Querschnittskennwerte
und dienen als Eingangsparameter bei der Berechnung der Durchbiegungen
einer ausgesteiften diinnen Wand.

.1 . bt at
Bei diesen ist dann v, =T, T i F
zwischen der Wandfliche und der Fliche der Aussteifungen, S, =F,b, —F, by,
S,=F,a,—F/a; bedeuten die statischen Momente der Gurten, bzw. der

Queraussteifungen in bezug auf die Schwerachsen des Querschnitts, und
WS’%=%I)2 t, W, =%a2t sind die Widerstandsmomente der Wand.

und bezeichnet das Verhiltnis
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Durch die Ausdriicke (4.9) sind die Belastungsglieder k,(1—2), k,n,

k, (1 —%), k,0 definiert. Anstatt diesen setzen wir dann in das System der

algebraischen kubischen Gleichungen (3.2) die rechten Seiten der Gleichungen
(4.9) ein. '

In dieser Weise hingen dann die Wanddurchbiegungen und die Spannungen
der Mittelfliche, die sich gegenseitig beeinflussen, ziemlich vom Maf3 der
Wandversteifung ab.

Bei speziellen Fillen von Randbedingungen werden die Ausdriicke (4.9)
ziemlich vereinfacht. Um dies anschaulich zu machen, wollen wir hier eine
Aufgabe, die in der Literatur schon gelést wurde, anfiihren.

Beisprel: Eine quadratische Wand mit nicht nachgiebigen Réndern, die
einfach gelagert und schubbeansprucht ist.

In diesem Fall sind F,, F,, F,, F,’ unendlich grof3; daraus folgt:

»°

€ =€ =1, €= €4 = €5 = € = €; = €g = 0.

Dann wird im Hinblick auf die Art der Beanspruchung auch y, =y;=0. Da
die Wandausbeulung symmetrisch ist (m+mn ist gerade), wird m}¥=m¥=0
und 4, =B,

Aus den Gleichungen (4.9) erfolgt

bk =L A

l—p o

[

und n=0=0;

wir sind also zu dem Resultat gekommen, das VoL’mMIR erhalten hat [4],
S. 162.

5. Die Losung des Systems algebraischer kubischer Gleichungen

Durch die Anwendung der Variationsmethoden fiir die Integrierung par-
tieller Differentialgleichungen (2.1), (2.2) geht das Problem in das System der
nichtlinearen algebraischen Gleichungen iiber.

Die Losung dieser Gleichungen bereitet immer ziemlich groBle Schwierig-
keiten; darum bestand die Hauptbestrebung dann, das Problem zu verein-
fachen, bzw. die Aufgabe zu linearisieren.

Bei der Losung des Gleichungssystems, dessen Form wir in der Tafel 1
angefiihrt haben, wurde die Moglichkeit der Verwendung der Methode Davi-
DENKOS [5], der klassischen Methode Newton-Raphson und der Methode der
steilsten Gefille (Method of Steepest Descents) nach Boothe gepriift. Die
Methode DaviDENKOS beruht darauf, dall das System algebraischer Gleichun-
gen auf das System linearer Differentialgleichungen mit den Anfangsbe-
dingungen, iibertragen wird. Die Aufgabe der Losung des Systems nichtlinearer
algebraischer Gleichungen geht also in das Cauchy-Problem iiber. Es kann
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vorldufig nicht behauptet werden, dafl das oben formulierte Problem mittels
dieser Methode erfolgreich gelost werden konnte, da einige hinreichende
Bedingungen fiir die Verwendung der Methode nicht erfiillt sind.

Wir haben die Methode Newton-Raphson und die Methode Boothes unter
Anwendung der Digitalrechner NE 803b und LGP-30 fiir die Systeme von 4
bzw. 5 Gleichungen gepriift. Inwiefern diese Methoden geeignet sind, kann
folgendes angefiihrt werden:

1. Die Methode der steilsten Gefille kann besonders in solchen Fillen gut
angewendet werden, wenn die gesuchten Losungen von derselben Ordnung
sind. (In unserem Fall iiberwog die Wurzel k, , in der Ordnung iiber die andern
Wurzeln, was zur Folge hatte, dal der erste gendherte Wert so stabil war,
daBl die Losung in der Néhe der gro3ten Wurzel nicht vorwéarts kam.)

2. Bei der Newton-Raphson-Methode mul} der gendherte Wert der grof3ten
Wurzel (des Belastungskoeffizienten) ziemlich genau abgeschéatzt werden. Wir
bekommen so eine gute Konvergenz, und mit Hilfe von 3 bis 4 Iterationen
gelangten wir zur vorgeschriebenen Néherung der Losung.

Mittels dieser Methode haben wir die Losung von 8 kubischen Gleichungen
auf dem Digitalrechner NE 803b durchgefithrt. Die Form der Gleichung fiir
a=1 wird in der Tafel I angegeben. Die Aufgabe wurde im symbolischen
Kod A 2 vorgenommen, so daf} die Zahl der Gleichungen mit Hilfe einer kleinen
Anderung im Programm erhsht werden konnte. Es wird dabei nur die Anzahl
der Teilprogramme und der Zyklen zur Bildung der Derivationen erhoht.

Es wurde ein Netz mit wi=0,01; 0,25; 0,5; 0,75; 1,0 ... aufgestellt, bis

der Koeffizient k, , das zehnfache des kritischen Wertes kj, ="

erreicht hat.

Die ersten gendherten Werte wurden nach den Ergebnissen der linearen
Aufgabe vorgeschrieben. Im weiteren wurde die vorherige Lisung immer als
die erste Iteration der nichsten Losung betrachtet.

Auf der Fig. 2 werden als Beispiel die Ergebnisse der Losung des Systems
der algebraischen Gleichungen (Tafel I) fiir eine quadratische Wand, die durch
Biegung und Schub beansprucht wird, angefiihrt. Die relative Gurtenfliche

F, R

nicht mehr

Ce

= 1,0,

die Queraussteifungen haben die Fliche null.
Fiir die Berechnung wurden folgende Eingangsparameter verwendet:
€, = 06666, € =e;=¢ =0, ¢ =04742, ¢ =3,3193, €, =¢z =0,
7}1 = 2, 01 = 0, ,.L == 0,3, kl,y == 0, kmy == 0,4 kl,x'

1,z

Auf der Abszisse ist der Belastungsgrad nm=]2k (Koeffizient der kritischen

Spannung k,,=16,25) angegeben.
Auf der Ordinate sind die relativen Werte der Koeffizienten der Wand-
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durchbiegungsfliche w;"", der Wandbeanspruchungen k’f“" , k]:y und der durch-

schnittlichen Spannungen (bzw. Deformationen) in den Gurten und Quer-
steifen 2, *2_ Kok oufgetragen
kl,x’ kl,x, kl,m’ kl,z g g )

Wegen einer besseren Ubersicht wird bei den betreffenden Linien am Rild

nur der Zahler dieser Koeffizienten angegeben.
Der vorherigen Bezeichnung entsprechend ist also

- -7 - =/
Op o g, o
k=22, k,=-2, k=2 =2
O¢ e O, Oe
4
W 1 Y O O O A
1
o 5 e &
x f,= o= ;
k' ‘ 1._ p_ ?_ %’
= Tyy f,= fy=0
* 3 1 Y9 .04
g 1 k1,x o
¢ — — = 2 |
5 %; 7 ™ I ,%_
i)
—/_n—-"'-—-’-"‘-.--4 o ) 7-T 7 // w;r T /
— T " ]
2 i ] ] ] |
] w22 T
7,7 iU S S—— ; s Lo DR - . v___.__r__
- (. BN N SN B N, S
/r }‘ r
7 -l k
(B o = %/ - klpp
S kX R E— - W
— W2|
A/ P L~ B ___________—4 ﬁ—'ﬂ—ﬂ ey — [ I —
VA - | ey 43
Py ——— =1 ; 3t
. e |"12| kV ky
o T — — T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ny

Wmn kp kp ke kK
¢ ,k'l,:z:’ kl,x, kl,x’kl,x
beanspruchten quadratischen Wand.

, 1, 8 einer versteiften biege- und schub-

Fig. 2. Diagramme

6. Die Biegespannungen und die Spannungen in der Mittelfliche

Nachdem die Koeffizienten der Biegefliche schon bekannt sind, wird der
Verlauf der Spannungen in der diinnen Wand leicht bestimmt.

Die Biegespannungen auf der Wandoberfliche sind durch die Gleichungen
(die zum Teil zur Verarbeitung auf der Rechenmaschine angepafit wurden)
ausgedriickt:
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.t 2 E w;“x+ e
Oxo = b) 2(1—p2) | o2 pmWyy 1>

t\2 E - wk ,
= (F) 2(1—p?) [w;“" a:]’ | ©
_ (1 B wh
=\ 20+p)
a? b2 ab
WO wk = Twm, wr, = Tw?”” wi, = Twm’

Die Spannungen in der Mittelfliche haben wir aus der Funktion @ (2.9) als

0, =9,,, o=, 1=-D,
berechnet.

Die Berechnung der Kriimmungen und der Biegespannungen wurde auf
dem LGP-30-Digitalrechner vorgenommen, wobei gleichzeitig auch die Durch-
biegungsfunktionen w (z,y) ermittelt wurden. Die Berechnung wurde fiir das

folgende Netz durchgefiihrt:
xja: 1/2, 2/8, 3/8, 4/8, 5/8, 6/8, /8,
y/b: 1/6, 26, 3/6, 4/6, 5/6.

Die Spannungen in der Mittelfliche wurden auf der Maschine ZRA-1 fiir
das Netz :
zja: 0, 1/4,1/2, 3/4, 1,

y/b: 0,1/6,2/6, 3/6, 4/6, 5/6, 1

berechnet.

Auf den Konturen wurden auflerdem die axialen Spannungen o,
und o, ermittelt.

Bei der Berechnung wurden Teilprogramme fiir die trigonometrische Funk-
tion verwendet.

Als Beispiel werden auf der Fig. 4 die der Durchbiegungsfliche (Fig. 3) ent-

’
g,

p> 9

v

2 2 2
sprechenden relativen Werte der Biegespannungen %;,—0(%) , EZTO(%) , %(;)

angefiihrt. Als Eingangsparameter fiir die Berechnung sind die Koeffizienten
Wmn

fiir n, = 5 (das fiinffache der Uberschreitung der kritischen Beanspruchung)

aus der Fig. 2 betrachtet worden.
Auf der Fig. 5 sind die relativen Werte der Spannungen in der Mittel-

flache %(g)z, %(—?)2, 7;—(%)2 und die relativen Werte der axialen Spannun-
2 47 2
gen in den Gurten %(%) %(%) aufgetragen. Fir die Berechnung sind die

Werte @, k,, k,, . 0 aus der Fig. 2 fiir n,=5,10 genommen worden. Die

Schubspannungen im gegebenen Punkt des Netzes —

B
ausgedriickt (die obere Zahl gilt fiir n, =5, die untere Zahl fiir n, = 10). Ebenso

b\?2 .
(7> werden in Nummern
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05 ; by Lo
NN\ N o
L
\\\\\\\//
\+_//
1,0
¥ Yh

Fig. 3. Hohenlinien der relativen Durchbiegungen w/t einer biege- und schubbeanspruch-
ten quadratischen Wand bei einer fiinffachen Uberschreitung der kritischen Belastung.

0,5 1,0
O)O —_—
. X/
| ll \ “ FEsesh)
pilegl116831[6, i -6,1
679 e
rr—— Oyob?| Et2
98 ——
0,5 : 1%;7»5 m 0.0
-15,6 2,44 21,8i£15,5 Ll
1,9 30,2
50
A J o
-5,6 -18,8 9-6,9 _24,915,
35.4 Wls.s
1,0
Y/,
Y

2 2 2
Fig. 4. Relative Biegespannungen auf der Wandoberfliche FEﬂ (g) ) 40 (2) s - (g) R

die der Durchbiegungsfliche (Abb. 3) entsprechen.
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werden auch die Axialspannungen in den Gurten, wie das aus dem Bild ersicht-
lich ist, in Zahlen angegeben.

Unter anderem ist aus den Ergebnissen ersichtlich, dafl hier eine Spannungs-
erhohung im gedriickten Gurt des Querschnitts im Verhéltnis zur Spannung
im gezogenen Gurt vorhanden ist.

op.b% 80,2 80,8 8,1 81,8 81,9
Et2 62,2 164,7 167,0 170,5 171,2
m oy.b?
LAY E.12
Nx |5 _
A ==ty gixe X
Y
=10 [ ~%44£
o B 7.2 5 16
E1z | o b2
i z
i -36.9 -392 E. 8
i -11.9 -8
H
293P 5 -35.3 -34 293
-58.7 -14,2 F7 764 ~10.1 M-58.7
0 -312 -318 -21
=76, =124 54,4
50 :
00 | -32,91 -32.5 -291
~66.7 \
= \
Y/b
ap.b% 66,8 67,4 67,7 68,4 68,5
Et2 131,0 133,5 135,8 139,3 140,0

2 2
Fig. 5. Relative Spannung in der Mittelfliche einer quadratischen Wand % (3) s % (2) ,
T (D)2

2 o 2
- (-—) und die relative Spannung in den Gurten i 4 (_lj) , % (2) bei einer 5- und 10-

E\t E \t t
fachen Uberschreitung der kritischen Last der Wand.
Bezeichnungen
¢ Wanddicke.
a=alb Wandbreite zu Wandhohe.
U, v Verschiebung der Punkte in der Mittelfliche der Wand.
w Durchbiegung der Wand.
w, Anfangsdurchbiegung der Wand.
10 Spannungsfunktion.
e 2(1)7&1)’ 0y = Paa } Spannungen in der Mittelfliche der Wand.
T=—-D,,
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0ps0,,0,,0, AuBere normale Beanspruchung in der Mittelfliche der
Wand auf den Réandern y=0,b bzw. =0, a.
Opr Beulspannung der Wand.
w2 D w2 K 12 .. . .
G, = = Eulersche Beulspannung fiir einen Wandstreifen der

™ B2t 12 (1—u?) b

Lénge b, der Dicke ¢ und der Breite 1.

k=o/a, Koeffizienten der Spannungen.
E n Elastizitdtsmodul und Querdehnungsverhéltnis.
N, M Normalkraft und Biegemoment des Querschnitts.

w¥=w/t, wF =wy/t  Relative Durchbiegung und relative Anfangsdurchbie-

44

gung der Wand.
o o ot
8w4+26x28y2 + oyt

Ich mo6chte noch meinen Dank den Mitarbeitern des Berechnungszentrums

der Slowakischen Akademie der Wissenschaften und dem Rechenzentrum des
VEB Hydrostav in Bratislava aussprechen, die es iibernommen haben, die
Berechnungen, deren Ergebnisse in diesem Beitrag vorgelegt wurden, durch-
zufiihren.

Zu besonderem Dank bin ich meinem Mitarbeiter prom. Mat. Rudolf

Kodnér verpflichtet, der alle fiir die Berechnungen erforderlichen Programme
ausgearbeitet hat.
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Zusammenfassung

In dem vorliegenden Beitrag wird die Losung des nichtlinearen Problems
der Theorie schlanker Winde, die in der Mittelfliche durch eine Kombination
von Druck, Biegung und Schub beansprucht werden, angegeben. Die Wand
ist auf den Réndern mit elastisch driickbaren Versteifungen versehen. Es wird
beurteilt inwiefern sich die Methode Davidenkos, die Methode Newton-
Raphson und die Methode des Gradients fiir die Losung des Systems alge-
braischer kubischer Gleichungen, bei der Anwendung von Digitalrechnern,
eignen. Die Losung wird durch numerische Werte illustriert.

Summary

The paper deals with the solution of the non-linear problem of the theory
of slender webs which are loaded, in the middle-plane, by a combination of
pressure, bending, and shear. The web is reinforced on its periphery by elasti-
cally compressible stiffeners. An evaluation is made of the methods of Davi-
denko and of Newton-Raphson, and the method of gradient values, are suitable
for the solution of the system of algebraic cubic equations when digital com-
puters are employed. The solution is illustrated by numerical results.
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Résumé

L’auteur présente une solution au probléme non linéaire de la théorie des
Ames minces, soumises dans leur plan moyen & des sollicitations combinées
de compression, de flexion et de cisaillement. Sur son pourtour, ’'dme com-
porte des raidisseurs élastiquement compressibles. L’auteur examine dans
quelle mesure la méthode de Davidenko, celle de Newton-Raphson et celle
des gradients se prétent a la résolution du systéme d’équations:algébriques
du 3¢ degré au moyen de calculatrices électroniques. La solution du probléme
est illustrée par des résultats numériques.
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