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Les bordages raidis en construetion hydraulique

Die versteifte Stauwand im Wasserbau

Stiffened Steel Plating in Hydraulic Construetion

N. M. DEHOUSSE

Agrege pres la Faculte des Sciences Appliquees de l'Universite de Liege (Belgique)

Dans ce qui suit, notre propos sera d'examiner l'etude elastique d'elements
cylindriques de section circulaire raidis par des nervures placees orthogonale-
ment dans le sens des generatrices (nervures longitudinales) et dans le sens
des directrices (nervures transversales ou circonferentielles).

De tels elements sont appeles orthotropes en faisant usage d'un neologisme
consacre signifiant qu'il s'agit d'une anisotropie, ici structurelle, et offrant
deux directions privilegiees orthogonales.

I. Rappel sommaire de la theorie des coques lisses

La methode la plus connue pour le calcul approche mais tres exact des

coques cylindriques lisses est sans doute la methode D.K. J.1) (Donnel-von
Karman- Jenkins). Les notations classiquement employees, lors de l'expose de
cette methode, sont reprises ä la fig. 1 pour les coordonnees et les deplacements
et ä la fig. 2 pour la charge exterieure et les elements de reduetion, dans chaque
section, comptes par unite de longueur. Pour alleger les ecritures, nous ferons

usage des signes

/' pour designer —^- et /' pour designer -—-.
O JU o cp

La methode D.K. J. exprime comme suit les elements de reduetion en
fonetion des deplacements:

2) De berekening van de spanningverdeling in cirkelcilindrische schaaldaken volgens
de D.K. J. methode — I.B.C. mededelingen, Delft, 1956.
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Mx =-2(w"v2+vw")'

K (1)^ ^« ^(1-")«'".
oü D=

__ 2, K= E module elastique du materiau et v coefficient

de Poisson correspondant.
Le materiau constituant la coque lisse est suppose homogene et isotrope.

Par les equations d'equilibre entre les elements de reduetion, on peut eliminer
ces derniers pour n'obtenir finalement que les 3 equations suivantes en u, v, w:

— (u"q + w" + vw')+-^ -^(u'+qv") + X 0,

^{v-+w'+vqu-)+Rl^(M- + qvl+Y 0, (2)
q q __

j\ K 2 K
—ö(v' + w + vqu')+—vw"" -\ k-w"" +Kw"" Z.
ql q q

II est aise, entre ces trois relations, de faire disparaitre deux des deplacements

(u et v) en ne conservant que le troisieme, on obtient ainsi l'equation
du 8° ordre en w:

KqA*w + — — (l-v2)=qA2Z+— —q dx* qy dcp3

1 d3Y 1 d3X d3X

q dx2 dcp q2 dx dcp2 dx3 '

d2 1 d2
ou A =—- + — -—. (3)

dx2 q2 dcp2

Le probleme du traitement des coques cylindriques lisses se reduit ainsi ä

l'etude d'une equation aux derivees partielles lineaire.
Lorsque w aura ete determine, on pourra en deduire u et v par les equations

(2) et les efforts par les equations (1) pour autant que les conditions aux limites
aient ete imposees sur les bords:

x 0, et cp 0

x l cp cpQ

On ne dispose pas ä l'heure actuelle des Solutions correspondant ä n'importe
quel type de conditions aux limites.

On aborde plutöt le probleme d'une maniere inverse en etudiant les
conditions aux limites qui correspondent ä des Solutions possibles.

C'est ainsi que les Solutions

v^ TV * / \ ' n7TX X. ST TIT J. / \ ' m7TCP
w 2 Wnfn (cp) sin—p- et w 2 Wm L (x)sm >

n l,2... l m l,2... ^0
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sont le plus frequemment employees.
Elles correspondent, la premiere ä des appuis simples en x 0 et x l et

des appuis quelconques en cp 0 et cp cp0, la seconde ä des appuis simples en
cp 0 et cp <p0 et des appuis quelconques en x 0 et x l.

Ce sont heureusement des conditions d'appui tres frequentes en pratique.

II. Les equations differentielles des coques raidies

Pour le calcul des relations donnant la valeur des efforts par unite de

longueur (1), on procede ä des integrations sur l'epaisseur de la coque; c'est ainsi

que
+ 8/2

* -8/2 V

oü Uy est l'effort par unite de surface (tension) sur laquelle il agit normalement
et dans le sens des cp.

C'est en remplagant ulterieurement erspar sa valeur, en fonetion des deplacements,

que l'on obtient selon la methode D.K. J. l'expression de Nv ecrite
precedemment.

Dans le cas d'une coque raidie, l'expression precedente de N^ ne sera
valable que sur la surface de la coque non raidie.

Au droit d'un raidisseur on devra ecrire selon la figure 3:

+ 8/2

N(pd(p J cTydydz + Scryeydz,
-S/2 cüy

oü ojy est l'aire de la section du raidisseur.
On aura ainsi:

+8/2 e
N(p= J Oydz + Scry-f-dz,

-S/2 9d„

?—

5f .*
d?

^:>*

Fig. 3 a Fig. 3 b
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si bien que l'on pourra ecrire d'une maniere generale:

+8/2 p

N9= J °9dz + f(x)f*9?-dz,
-8/2 *

"cp dV

en admettant que a^ ne varie pas sur la largeur e^, ni sur dv et en remarquant
que 6g, varie en fonetion de z dans le domaine co^.

Dans la formule precedente, co^ represente la section du raidisseur sous la
coque; d'autre part, f (x) est une fonetion nulle partout sauf au droit des

raidisseurs oü eile prend la valeur unite (fig. 3). f (x) repondra ä l'expression:

en employant la notation H (x) pour designer la fonetion d'Heaviside.
Si l'on substitude ä er son expression en fonetion de u, v et w, de la methode

D.K. J., on obtient la valeur de N^ dans la coque raidie:

oü Ji est le moment statique de co^ calcule par rapport ä la surface mediane
de la coque proprement dite.

II est evident que cette facon de proceder appliquee aux raidisseurs
longitudinaux va donner naissance ä une fonetion

/(<p)= |]{Jff^-(6'+yex-^]-^[^-(&'+/e:c +^
en tout point analogue ä / (x).

Si l'on opere sur les efforts lineaires en extension, flexion, cisaillement et
torsion selon x et selon cp on peut obtenir les relations suivantes analogues aux
relations (1) mais valables pour la coque raidie.

N9 =—(v'+w + vqu')+f(x) \^(v'+w)--£w

Nx ^—(u'q + vw + vv')^f(q>)[Qxu'^Hxw^9

¦at D \—v n u
NVx =—.~^(u +qv')+f(z)S<p—,

q L q

Nx* Y~^{u'+qv)+f{cp)SxV''

(4)2)

2) Les bordages raidis en construetion hydraulique — NT. M. Dehousse. Ed. Derouaux,
Liege 1961.
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Mv =^(«'"+"«*«'')-/(*)[^e(«' + t;-)-^w],
TT

M* =-^(w"^ + ^")~f(9)[Hxu'-Rxw"],

Mxq>=^{l-v)W'+f{<p)\jZxy + Lxv^.

Pour simplifier les ecritures, les notations suivantes ont ete introduites:

~5T <" ~S7 *' X" «"

£*" *£<p q
^T -&(px m Ap ^ ^

<P t
~~d7~~ *' ~~K~~ " ~^~~ "
^^ _ Q ^fyp _ TT ^g _ T>

J ~ *"*X' J ~ nx^ J ~~ ¦B'X'
ax ax ax

GQ'x o GKx(p _ XXGQX

dx x' dx *' dx

oü ojx et Wy representent la surface de la section des raidisseurs,

hx et hy sont les moments statiques des cox et oj^ calcules par rapport
ä la surface mediane,

Ix et 1^ sont les moments d'inertie des memes ojx et o^ calcules par
rapport ä la surface mediane,

Kxq) et K(px constituent les modules de torsion des raidisseurs,

enfin Qx Q' A^, et A^ marquent la contribution des raidisseurs au cisaillement:
dans l'hypothese oü les raidisseurs sont des profiles en te soudes sur ou sous
la coque, avec leurs semelles paralleles ä la coque, Qx et ß^ sont les sections
reduites de ces semelles et A^., A^ sont les distances de la surface mediane de la

coque au centre de gravite des sections reduites.
Les o>, /, Q', Kx(p9 ÜT^ sont toujours positifs; les h sont positifs dans le

sens oü z est positif donc si les raidisseurs sont sur la coque (ä l'extrados), les A

sont positifs dans le sens des z negatifs donc si les raidisseurs sont sous la

coque (ä l'intrados).
Toutes ces caracteristiques sont ä calculer pour chaque type de raidisseur:

il est evident que l'on n'est pas tenu ä respecter la seule forme de profile en te.
En suivant un processus analogue ä celui des coques non raidies, soit en

eliminant par les equations d'equilibre les elements de reduetion entre les
relations (4) et les equations d'equilibre, on voit apparaitre les trois equations
differentielles suivantes qui sont ainsi celles des coques ä nervures:
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D „ ,x D 1 — v,— (u"q + vv' + vw')+-^—^(u +qv')

+ f(x)^u-+f(cp)(Qxu"-Hxw"') + X 0,

D D l-v
q 22 («;"'+w'+i'g'tA)+ — ^— (it"+gA')

+ f(x)±^Qip(v-+w-)-^w-^+f(<p)8xv"+Y 0,

D __1 2xL _fL n-^(v +w + vqu')+-jW +—w-w " +^w""q2
q2 q* q2 q2

(5)

q\_q q2 q2 q3 * q 2 J

+ / (9)i [3_^ + A,A-#*<7«w + Äxg«r|

III. Discussion des equations differentielles des coques raidies

1. Les trois equations (5) meritent un examen serieux, car elles sont la cle
de la resolution des coques raidies.

Dans les equations en cause, on decouvre trois series de termes:

a) ceux representant la charge appliquee: X, Y et Z\
b) ceux en D, K, u, v et w et qui sont communs aux equations (5) des coques

raidies et aux equations (2) des coques lisses;
c) ceux en / (x), f (cp), f (x) et /* (cp).

La signification en est evidente: la charge appliquee est reprise partielle-
ment par la coque et partiellement par les nervures; le röle des raidisseurs est
ainsi materialise par les termes en / (x), f (cp), f (x) et /' (cp).

Si l'on pose / (x)=f (x) 0, on se trouve en presence d'une coque raidie
seulement dans le sens longitudinal.

Si l'on pose f(cp)~f (<p)==0, il n'y a que des nervures transversales.
Si enfin / (x) f (x) =f(cp) f (cp) 0, on a affaire ä la coque non raidie.

2. Le role des raidisseurs se caracterise par quatre types de forces. Les
trois premiers sont ceux des termes en f(x) et f(<p):

X0 (-£u" et (®xu"- Hx W"')suivantx
\ q / suivant cp

Y0 -^\ü(p(v" +w')—-^W" et {Sxv")8V±v*Dtx,
q \_ q J suivant <p
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Z0 - \—(v+w) ~-w fv +—%-w +-z-w +L0
ff Lff ff ff ff ff ff Jsuivant?

et lU^_^g^ + i?^^ + jL^-^
*Z L 1/ Jsuivanta;

X0, _F0 et Z0 sont des pressions agissant sur la surface mediane de la
coque et le long de bandes dont la largeur est d^ suivant x et dx suivant cp.

Sur la largeur des bandes, ces pressions restent constantes.
Le quatrieme type de force est celui des termes en /' (x) et /" (cp).

De la definition des fonctions f(x) et f(cp) on peut ecrire:

et /¦ (V) f] {8 [39>-(6'+^c-—^)] -S [ffV-(*' + **+-x)]}»

oü 8 (x) est la fonetion de Dirac dont l'existence a ete consacree par les physi-
ciens et justifiee par des mathematiciens tels que L. Schwarz (Theorie des

distributions).
On sait que la fonetion 8 (x) est nulle partout, sauf ä l'origine oü sa valeur

est infinie de teile sorte que
+ 00

J 8 (x)dx 1.
— 00

La plus importante propriete de cette fonetion est celle qui lui permet de
selectionner dans n'importe quelle autre fonetion une valeur particuliere:

j"8(*-a)/(a;) /(a).
— 00

Le calcul symbolique montre que sa relation avec la fonetion d'Heaviside
est tres simple:

H'(x) =8(x).

On sait en effet que la derivation des fonctions symboliques est definie ä

partir de la propriete d'integration par parties:
+ oo +00
J s'(x)f(x)dx — j f'(x)s(x)dx,

— 00 — 00

oü s(x) designe une fonetion symbolique et f(x) une fonetion dont la seule
restriction est de s'annuler en dehors d'un intervalle fini.

Dans la presente note, les fonctions / (x) sont precisement de ce type et la
Substitution de 8 (x) ä H' (x) est licite.

Des lors, il apparait que les termes en /' (x) et /' (cp) symbolisent des forces
concentrees dans un Systeme de forces reparties.
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Comme ils fönt intervenir une serie de fonctions 8 agissant en des points
distants de d^ ou dx et que ces fonctions 8 sont precedees de signes differents,
les termes en /' (x) et /' (cp) definissent des couples de forces radiales donc
normales ä la surface.

Leur valeur est ainsi

u<>cp ^(T(pw", + Lq)u-)dq) suivant 9,
j_

et U0x (^W" + Lxv"yx suivant x.

Le probleme de la coque raidie peut ainsi etre ramene ä un probleme de

coque lisse: cette derniere etant chargee des forces exterieures et des X0, Y0,
ZQ et U0 adequats (fig. 4).

Fig. 4

Les X0, Y0, Z0 sont des pressions agissant sur des bandes de largeur
generalement faible (d^^d^.

3. Pour rendre la suite de l'etude plus abordable, bien qu'il n'y ait aueune
impossibilite theorique ä operer autrement, on supposera les pressions en cause,
reduites ä l'effort correspondant ä une integration dans le sens de la largeur
de la bände.

Ainsi plutöt que de parier de pressions X0, Y0 et Z0, on operera sur des

X^dy, Yfydg, et Z^dy qui sont des lignes de forces dans le sens des cp.
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De la meme maniere, les bandes longitudinales de largeur dx seront rem-
placees par des forces lineaires

^o^r> Yodx et Zodx.

Enfin, les moments U0(p et U0x constitues de forces egales mais opposees
et distantes de d^ et dx seront remplaces par des lignes de moment de meme
intensite.

Ce procede est d'autant plus correct que les largeurs d^ et dx sont petites.
A ce stade, le calcul de la coque raidie est ramene ä celui d'une coque lisse

chargee de forces exterieures et de lignes de forces et de moment le long des

nervures.

4. D'autres equations peuvent etre deduites des equations (5). Notamment
celles des plaques raidies qui s'ecrivent avec Z- f°

Du"+ Dvv°'+^(l-v)u°° +f(x) Svuoa + f(y)(Qxu"-Hxw'") + X 0,

D{v™ + vun+^{l-v){u°ZZ) + f{x){QvZ° -Hvw°^ + i(y)Sxv" +Y Q,

Kw00°0 + 2Kw0°'' + Kwm + f(x)[-H9v000 + Evw°0O0 + Tvw°°" + Lipu00']

+ f (y) [Tx w°°" + Lx v°" -Hx vT + Rx w""]

+ f° (y) (Tx vf" + Lx v") +f (x) {Tv w°°' + Lvu°°) Z.

En ne considerant que les deplacements verticaux w, on aura simplement:

KwO0°° + 2Kw°°" + Kw"" + f (x) [Rvw00°° + Tv w°0"] + f (y) [Txw°°" + Rxw""]

+ f° (y) [2_ w°"} + f (x) [Tv A°'] Z.

Enfin, il est possible de deduire de (5) les equations differentielles que l'on
obtiendrait en repartissant les raideurs des nervures uniformement entre deux
nervures.

A
4

Fig. 5
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Pour cela, et conformement ä la figure 5, on voit qu'il suffit de remplacer

f(x) par une fonetion constante: —,
G<p

f (cp) par une fonetion constante: —,

et de poser /' (x) f (cp) 0.

On peut ensuite incorporer les facteurs —^ et — dans les raideurs et ecrire
€cp €x

arv ~^cp
fc<p

EcOg,

ß_ — *"*x
ex

Eujx

R% p dg, EIV

RI p dx EIX

#; TT My

€<P

Hx TT dx
Hx—~

€x

EK
€x

'% a dg,
&cp ¦

€<P

GQ'V

&x a äx
&x

€x

Gü'x

*x

Tr __ T
d<p

fc9>

¦^x L*zr ^GÜ'X

rpr _ rp a<P
__ J^ jr±q) ±(p -^(px'

rpr _ rp ^x ^ jr¦^x X c x q>'
€x ex ^ ^

Dans ces conditions les equations en cause se transforment en 3 equations
differentielles ä coefficients constants:

— (u"q + vv" + vw')+1^ ^^(u'+qv')+^u'+Qxu"-Hrxw"f + X 0,

-»(v +w +vqu )+~r~2~^U +qV ^

+ ^(v''+w')-^w''' + Sxv"+Y==0,
q2 q3 x

9 t/r 7> ZTr Z?r /TTr /77/-

-w +-ZrU ^v H—fw H—£w +—%-w

(6)

g3 #2 g3 #4 #2 g2

-Hxum + B?xwm + Ux^" Z.

Dans le cas frequent oü les nervures sont minces dans le sens parallele ä la
surface mediane de la coque, (dx et d^ petits) on peut admettre que les efforts
de cisaillement sont repris uniquement par la coque seule et dans les equations
ci-dessus, les coefficients Srv9 Srx, L^ et Lx disparaissent.
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On retrouve alors les 3 equations differentielles mentionnees par Mas-
SONNET3).

IV. Principe de resolution des equations des coques raidies

La valeur des efforts X0dx, Y0dx. Z^d^ depend essentiellement des

deformations finales u, v et w soit donc de la Solution.
C'est ä cause de cette caracteristique que leur determination ne peut se

faire qu'au moyen de relations integrales.
Dans les calculs du present paragraphe, on a considere seulement 3 des 4

efforts lineaires dans le but de soulager les ecritures.
Formellement les U0 seront omis ici et seuls les XQ,YQet Z0 seront pris en

consideration.
II n'y a evidemment aueune difficulte de principe ä inclure les U0 dans les

formules qui vont suivre.

Lorsque la coque raidie se deforme, les efforts precites varient de point en

point le long des nervures.
Supposant les variations connues nous les designerons par

F<p (*V<p) P°Ur Z0dV F* (X>lex) POUr Z0dx

#v(*V<p) P°Ur Y0d<P ®x(X>l€x) POUr Y0dx

^(*^,9>) pour X^d9 Vx(x,lex) pour X0dx

oü k et l fixent respectivement la position de la nervure eirconferentielle et
de la nervure longitudinale.

Ainsi donc F(p(k€(p,cp) represente la Variation selon cp de la force radiale
exercee par la ^öme nervure eirconferentielle sur la coque lisse et x¥x(x,lex)
represente la Variation selon x de la force longitudinale exercee par la Zleme

nervure longitudinale sur la coque lisse.
On suppose ensuite que l'on soit en mesure de calculer les deplacements

u, v et w de la coque lisse mais sollicitee par
a) une force concentree radiale unitaire,
b) une force concentree eirconferentielle unitaire,
c) une force concentree longitudinale unitaire.

Ces deplacements seront designes respectivement par
ua> va> Wa-

uB, vB> wB.

uc, vc, wc.
Ces u, v et w sont ainsi les fonctions de Green associees aux systemes des

3 equations differentielles des coques lisses:

3) Plaques et coques cylindriques orthotropes ä nervures dissymetriques, Ch. Mas-
sonnet, A.I.P.C. Volume 19, Zürich 1959.
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FX(u,v,w) 0, FX(u,v,w) 0,

FY (u, v, w) 0, FY(u, v,w) + 8 (x — x,cp — cp) 0,

F Z (u,v,w) S(x — x,cp — cp), F Z (u,v,w) =0,
F X (u, v, w) + 8 (x — #, cp — cp) 0,

FY(u,v,w) 0,

F Z(u,v,w) 0,

oü FX(u,v,w), F Y (u,v,w) sont les termes des equations differentielles (2)
non compris les termes de charge et oü x et y> fixent la position de la force
unitaire concentree.

Ainsi les uA,vA, wA wc dependent de deux types de coordonnees: celles

fixant la position de la force concentree (x,cp) et celles qui fixent la position
des points courants (x,cp).

On peut obtenir deux expressions differentes des actions creees par les

nervures.
La premiere est celle des F^, 0^ Wx.
Pour obtenir la seconde, il suffit de remplacer dans les Z0d^, Y0d^ X0dx

les deplacements u,v,w par leur valeur reelle.
Pour y arriver, on substitue d'abord dans ces expressions, les deformations

creees par des forces unitaires:

uA,vA,wA...wc.
On obtient ainsi de nouvelles expressions qui seront designees par

(Z0d(p)A(Y0d(p)A(XQd(p)A

(Z0 dx)A (Y0 dx)A (X0 dx)A obtenues par Substitution des uA, vA, wA.
(Zodqjß

(X0dx)B obtenues par Substitution des uB,vB,wB.
(^o^)c

(X^d^c obtenues par Substitution des uc,vc, wc.

Ces 18 expressions sont ainsi des fonctions de x, cp, x et cp.

On possede ä present tous les outils necessaires pour egaler les deux formes
des actions creees par les nervures. On est conduit ä 6 equations:

k=n k=n

k=l cp k=l cp

k n l=m
+ 2{S(Zo*9)cYv(kcv,<p)qd<p}+ Z{HZ0dv)AFx(x,lex)dx}

k l cp 1=1 x
7 — yy\j Ij — 7YL

+ ZU(Zodv)B0x(x,lex)dx}+ ZlKZ^cWJxJtJdx},
1=1 x 1=1 X
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(W,+ 2n{/(r0^^(*€v,9)grf9} + *2B{/(ro^)2»*v(fc€v»9)«^y}

k=l cp 1=1 x
l=m Z=m

+ 2U(TQdJB0x(xj€x)dx}+ 2U(70d9)oYx(zJex)dx}9
2=1 x 2=1 x

et 4 autres relations analogues en

Dans la premiere de ces equations on trouve exprimee d'une maniere generale

l'egalite entre F^ et Z^d^.
(Z^d^j represente l'expression de Z^d^ dans laquelle on a substitue les

u, v et w de la coque lisse: c'est une fonetion de x et cp.

Les expressions entre aecolades sont evidentes; elles representent l'inte-
gration selon une fonetion donnee de fonctions unitaires.

Les differents termes du membre de droite de cette premiere equation
correspondent au fait que la coque raidie peut etre etudiee par superposition
de la charge exterieure appliquee et de charges lignes de forces agissant le long
des axes des nervures.

Les 6 equations ci-dessus constituent un Systeme de 6 equations integrales
de Fredholm de la 2e espece degenerees en sommes, en les 6 fonctions inconnues:

F 0 W F 0 W¦*•
cp > cp > •* q)>X>X> X '

Les noyaux de ces 6 equations integrales (Z0d(p)A, (Y0d(p)A, (X0d(p)A,.
resultent donc de l'introduction des fonctions de Green associees aux 3 equations

differentielles de coques lisses, dans les expressions des (Z^d^), (Y^d^)..
.(X0dx).
Le probleme est ainsi ramene:

1. au calcul de ces fonctions de Green,
2. ä la resolution du Systeme des 6 equations integrales.

On sait qu'un moyen parfois commode pour le calcul des fonctions de
Green est de faire appel aux transformees de Laplace.

Pour que ce procede soit reellement efficace, il faut connaitre toutes les
conditions aux limites au meme bord (probleme aux valeurs initiales).

Pour des problemes aux frontieres, il fonetionne dans quelques cas enlaissant
subsister des inconnues qui, apres inversion, seront calculees en tenant compte
des conditions aux limites.

Ce processus, tres lourd, ne fonetionne pas ici etant donne la complexite des

conditions aux limites.
Un autre Systeme est celui consistant ä exprimer la force concentree en
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serie double de Fourier; on peut ainsi, en utilisant de nombreux termes de la
serie, trouver une Solution pour la coque appuyee sur les 4 bordß

(3 0), (x l), (cp 0), (cp cp0).

Tres souvent, onpeut considerer les coques comme etant appuyees sur deux
bords et possedant d'autres caracteristiques sur les deux autres bords; par
exemple

1. en x 0 et x l: appui simple
en cp 0 et cp cp0: bords libres, encastres, l'un libre, l'autre appuye

2. en cp 0 et cp cp0: appui simple
en x 0 et x l: bords libres, encastres, l'un appuye, l'autre encastre...

On peut alors employer pour le calcul des fonctions de Green des series

simples dans un procede analogue ä celui de Levy-Estanave pour le calcul
des plaques.

On fait appel dans ce cas aux formules rappelees precedemment:

w= 2 Wnfn(cp)sm-^—,
n=l,2... fr

w= 2 Wmfm(x)sm. £.
m=l,2... ^O

V. Cas pratiques d'applications

Les equations integrales precedentes decrivent l'aspect le plus complique
que le probleme puisse revetir.

En fait, lors des applications ä la construetion metallique pratique (hydrau-
lique-aeronautique-navale) des circonstances simplificatrices permettront un
traitement plus aise. Ce sera notamment les cas :

1. lorsque la coque pourra etre supposee appuyee sur les deux bords <p 0 et
cp cp0 et que seules des nervures circonferentielles existeront;

2. lorsqu'elle pourra etre supposee appuyee sur les deux bords x 0 et x l
et que seules des nervures longitudinales existeront;

3. lorsque les nervures d'un cours seront tres voisines au point que leur
action sur la coque soit pratiquement continue;

4. lorsque les deux cours de nervures seront dans les memes conditions qu'au
3. ci-dessus.

VI. Coque raidie dans un seul sens

1. Dans l'hypothese oü la coque est raidie dans une seule direction (soit cp,

soit x), les difficultes sont beaucoup moindres. En effet, le probleme des coques
raidies dans deux sens exige l'etude des effets des forces locales (fonctions de
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Green) qui sont tres difficiles ä obtenir alors que si la coque ne presente qu'un
seul cours de nervures, adequatement placees, on peut se contenter de faire
appel ä des forces lineaires variant en sinus ou cosinus et d'intensite unite.

Notamment, si l'on suppose que la coque repose sur les bords 99 0 et

cp <p0 d'une maniere simple, la Solution qui admet un developpement en serie

simple de Fourier dans le sens des 99 est applicable. Tous les deplacements de la

coque seront des fonctions circulaires dans le sens des cp et des lors, puisque les

X^dy, Y^dy et Z^dy sont des fonctions lineaires des u, v et w, ceux-ci varieront
aussi selon des fonctions circulaires de cp. On est ainsi conduit ä l'etude de

coques sollicitees par des lignes de force variant suivant des fonctions circulaires

de cp.

On pourrait aussi conclure ä l'etude des effets de X0dx, Y0dx et Z0dx,
variant suivant les fonctions circulaires en x, dans des coques appuyees simplement

en x 0 et x l.

2. Pour employer le processus decrit precedemment, il importe evidemment

que la coque consideree soit appuyee sur 2 bords et que les nervures soient
disposees dans le sens perpendiculaire ä ces deux bords.

II est alors possible d'envisager l'action de forces lineaires, agissant suivant
une directrice (fig. 6a) ou suivant une generatrice (fig. 6b), et variant dans le

sens de la nervure selon

sin y cp (ou cos y cp), sin A x (ou cos A x).

Cela impose donc que dans le sens des nervures, la charge soit developpee
en serie de Fourier et que chaque terme de la serie soit etudie separement.

A titre d'exemple, on a considere les cas representes par les figures 6c ä 6f.
Dans ces figures, les appuis sont schematises par des hachures et la pression

appliquee est representee en pointilles. Les pressions considerees varient selon

la loi hydrostatique: on s'est place dans l'optique de la construetion hydrau-
lique.

— Cas de la figure 6 c.

Le developpement doit porter dans le sens des cp et la charge appliquee
doit s'ecrire

Z — Ax\^iAn sin ^M oü A poids speeifique de l'eau
in ^0 J

+ <Po

2 f TlTTCp
avec i„ =— sm -dcp

<Po J <Po
0

„ T
• ?7"<P 1 37TQ9 1 örrep 1 4

donc Z -Ax sm—+ -sm L + -sin --f • • • —.I (Po S <p0 5 cp0 J IT

Les trois premiers termes suffiront en general pour assurer un bon resultat.
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Cas de la figure 6d.
Le developpement doit porter aussi dans le sens des cp.

On peut ecrire la pression comme suit (fig. 6g)

Z -[gcosß-gcos(ß + 90-99)]Zl -qA [cos/3-cos(/3 + 990-<p)]

et en developpant en serie:

Z -qAhAnsin^Zl\
Ln ^9o J

avec An — [cos/? — cos()8 + 990-9)]sin -dcp.
9o J 9o

Ici il faudra generalement envisager 4 ä 5 termes de la serie.

f=tc

Appui simple
Appui simple

Appui simple

Fig. 6 a

Appui simple

Fig. 6 b

^

Fig. 6 c

?=0
x=l

>^4^^I

Fig. 6d Fig. 6e

x=l

x=o

Fig. 6f Fig. 6 g
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— Cas de la figure 6e.
Le developpement doit porter sur x et on ecrira la pression appliquee sous

la forme

_ —2AU.7TX 1 2 TTX l 3ttX 1 4ttX\Z <sin-^ -sm—z h tt sin—= -sin-l{ TTX 1

-jsinx--2 l 3 l 4 l

— Cas de la figure 6f.
Ici, de la theorie des coques appliquee aux toitures, il est bien connu qu'un

seul terme est süffisant et des lors la charge s'ecrit simplement:
4 TT X

Z -qA [eosß-eos(/3 + <p0-<p)] —sin—- (fig. 6g).
TT l

Dans le sens perpendiculaire aux nervures, il n'y a aueune restriction ä la
Variation de la charge exterieure.

Si la loi de representation varie continüment, on peut appliquer comme
Solution particuliere de la coque non raidie, celle fournie par la theorie de la
membrane.

Cependant, cette Variation peut etre brusque, par exemple dans le cas de

plages non chargees.
La Solution de menbrane ne s'applique plus alors, mais on peut obtenir une

integrale particuliere ä partir de la coque infinie ou de la coque complete par
integration d'effets concentres.

Enfin, si sur deux bords la coque doit etre supposee simplement appuyee,
les deux autres bords peuvent connaitre nImporte quel mode d'appui (simples,
encastres, II n'y a ici non plus aueune restriction dans ce sens.

3. Si l'on etudie, par exemple, le cas des coques appuyees sur les deux bords

cp 0 et cp cpQ, pour determiner l'action d'une nervure, on doit calculer les

efforts

X0dq> -J2d<PU''>

YOdcp =Y\D*(V''+W')~~fW' "J^,
1 \Q(p 2 Hg,

u v q i q q2

Hg,

q2

Rep

q3 -+A"+L*^r\d*9

Uocp =-2[Tq)w", + L(pu"]d(p.

On connait dejä la Variation de ces efforts dans le sens des cp:

X^dgj varie selon sinycp, Y^d^ selon cos7/9, Z^d^ selon sin ycp

et U0 y selon sin y cp.

L'amplitude de ces fonctions n'est pas connue.



LES BORDAGES RAIDIS EN CONSTRUCTION HYDRAULIQUE 55

S'il y a plusieurs nervures identiques, ä chacune correspond une valeur de

l'amplitude de X0d^ par exemple. On peut admettre, que toutes les valeurs de

X^d^ d'une coque raidie sont des valeurs determinees d'une fonetion W(x).
Ainsi, on peut representer les diverses valeurs le long de la coque:

de X^dy par W(x)

Yody par 0 (x)

Z0 dy par F (x)

Uo? par2'(;r).
Si les nervures sont egalement espacees, en faisant appel ä une notation

dejä introduite, on peut ecrire que les valeurs des amplitudes inconnues sont
donnees par

}F(k€(p), 0(k€(p), F(ke(p), r(ke(p) oü k varie de 1 ä n.

(k=l: premiere nervure; k 2: seconde nervure etc.).

0 etPour fixer les idees, on considere une coque appuyee aux bords cp-

cp cp0, libre en x 0 et encastree en x l.
On suppose, que sur cette coque on fasse agir des lignes d'efforts unitaires

selon une directrice quelconque d'abscisse ke^.
On considere les quatre cas de lignes d'efforts de la figure 7.

On designe par:
uA vA wA les deplacements obtenus pour la coque sollicitee longitudinalement

uBvBwB les deplacements obtenus pour la coque sollicitee eirconferentielle-
ment

T/m

IT/m

Fig. 7 a Fig. 7 b

1T/m
ITm/m

Fig. 7 c Fig. 7d
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uc vc wc les deplacements obtenus pour la coque sollicitee radialement

uDvDwD les deplacements obtenus pour la coque sollicitee par une ligne de

moments.

Ces deplacements dependent ainsi de x, coordonnee courante, et de ke^
qui fixe la position de la ligne de force.

La Variation dans le sens des cp est connue et on peut negliger d'en parier.
On remplace ensuite ces uA wD dans les X0 d U0 :

(X0d(p)A, (Y0d(p)A, (Z0d(p)A, (U0(p)A resultent du remplacement des uA,vA,wA
(X0e^)j3, (Y^d^B, (Z^d^)B, (U0(p)B resultent du remplacement des uB,vB,wB
(X0dv)c, (Y^d^c, (Z^d^c, (U0(p)c resultent du remplacement des uc,vc,wc
(xodcp)D> (Yod<p)D> (Zod<p)D, (U0(p)D resultent du remplacement des uD,vD,wD

Ainsi (YqÜ^q represente la loi de Variation selon x des efforts circonferen-
tiels crees dans une coque par les nervures si la coque prenait les deformations
correspondant ä une sollicitation radiale selon la loi:

— 1000 kg/m sin y cp en k e^.

On peut alors ecrire les quatre equations suivantes, analogues ä celles du
chapitre IV et oü

(Xod<p)o> (Fod*)o> (^o^)o rt (U0(p)o

sont les valeurs des efforts crees par les nervures si la coque raidie se defor-
mait comme la coque lisse.

Y(x) [Xodv]0
k=n k=n

+ {Ii[^d<p\AW{ke<p)+ 2 [_-„_V|B<P(fce-)
k=l k=l

k=n k=n 1

¦ z,[x0d9\oF{kcv)+ %r " *"' ^
k=l k=l

+ ZlXodJcF(kev)+Z[X0dq,]Dr(kev)}l()00..

0(x) =[T0dv\
k=n k=n

+ { 2 [FocU^(fce„)+ 2 [Yod^&ikeJ
k—1 k — 1 V /

k=n k=n
+ 2 [Y0d(p]cF(ke(p)+ % [Y0d^]Dr(ke(p)}

1

k=l k=l 1000

F (x) [Zodjo
k=n k=n

+ { _. [Z0dv]AW(ke<p)+ 2 [£„<*„]*# (*«,)
k=l k=l

k=n k=n
¦Zl[Z0dq>]cF(ke(p)+ Zik=l k=l

+ 2lz0d9\oF(keq,)+ z[z0d(p]Dr(ke<p)}jm..
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r(x) [u0<p]0
k=n k=n

+ {Y>\U0v\AV{kev)+ 2 [üO9)B0(kev)
fC—i K — X \ /

k=n k=n 1

+ Z[Uov]cF(ke(p) + ^[Uo^rike^j^.
Le facteur y^--r est present car les uA, vA,. wD ont ete calcules pour des

charges de 1000 kg/m ou de 1000 kgm/m.
Ces equations constituent un Systeme de 4 equations integrales de Fredholm

degenerees, qui definissent les fonctions ^(x), 0(x), F (x), r(x).
Dans ces equations, les [X$d(p\A [U0(p]D dependent de x et de ke^, les

[Xo^Jo [U0(p]0 ne dependent que de x.
Le probleme revient ainsi ä la recherche des fonctions *¥(x), 0(x), F (x)

et r(x).
Le calcul des uA,vA, wA,. wD precedents est tres long et de ce fait aussi

le calcul des [X^d^ [U0(p]D.
En effet, si l'on desire calculer par exemple les uc, vc, wc, on doit donc

faire agir sur une coque ayant les conditions d'appui indiquees, une force
lineaire de — 1000 kg/m sin y cp suivant la directrice x ke(p.

II n'est pas possible de laisser k sous forme de parametre.
En effet, la Solution du probleme reside dans la superposition d'une Solution

particuliere et de la Solution generale.
Comme Solution particuliere, on adopte celle de la coque infinie.
La Solution generale comporte 8 constantes qui doivent etre fixees en expri-

mant qu'en x 0 l'appui est libre (Mx Nx Qx NX(p 0) et qu'en x l
l'appui est encastre (u v — w w' 0).

La valeur des constantes depend donc de la Solution particuliere c'est-ä-
dire de la position de la ligne de force consideree.

Donc pour k= 1 (force lineaire ä la Ire nervure), il faut calculer les 8

constantes, recommencer ensuite pour k 2

Lorsque ce travail est fait, on dispose alors de n formes de uc, vc et wc.
Les memes Operations sont ä repeter pour

uA,vA,wA, uB,vB,wB et uD,vD,wD.

Ce travail est necessaire si l'on desire exprimer les conditions aux limites
dans les equations (7).

On peut heureusement s'en dispenser, en exprimant les conditions aux
limites «exterieurement» ä ces equations et en ne les exprimant qu'une fois
au lieu de 4^ fois comme dans le Systeme precedent.

II suffit d'operer sur des coques infinies judicieusement chargees.
La premiere Operation consiste ä etudier une coque infinie dans le sens des

x, raidie comme doit l'etre la coque finie, et chargee des forces exterieures
(voir figure 8 — premier stade).
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Dans ces conditions, ke^ peut rester dans les relations des deplacements

uA,vA. wD sous forme de parametre.
L'effet de la force consideree, aux differentes positions k, s'obtient aisement

par glissement de la fonetion precedente parallelement ä elle-meme.
Les expressions [X0d(p]A [U0(p]D sont ainsi calculees une seule fois pour

toutes.

x=
x=l

+
x=0

X=0 /"^ ^^VX=0

Premier stade Deuxieme stade

x=lx=l x=l

+ ++

x=ox=0x=0

Troisieme stade Quatrieme stade Cinquieme Stade

Fig. 8

Les valeurs de [X^d^ • • • l^ocplo dependent des valeurs de la coque infinie
lisse: on les obtiendra par integration de la force lineaire suivant la loi donnee.

Les 2°, 3°, 4° et 5° Stades sont definis ä Süffisance par la figure 8.

II faut faire agir sur la meme coque infinie et raidie des lignes d'efforts en
x 0. Par simple retournement, les resultats obtenus sont valables pour x — l.

II importe de remarquer que ces Operations s'expriment mathematique-
ment par la seule modification des termes de charge [X0dyo, [Y^d^, [Z^d^,
[U0(p]0 des equations (7).

En somme, on remplace le probleme pose par 5 problemes elementaires.
Par une adequate superposition des 5 cas precedents, on peut exprimer les

conditions aux limites en x 0 et x l: on voit que ces conditions ne sont
alors imposees qu'une seule fois.

On constate donc qu'il faut resoudre les equations (7) en ce sens que les

fonctions W(x),0 (x), F (x), r(x) sont ä determiner ä partir de la coque infinie.
Les methodes connues de resolution des equations integrales sont

applicables.

En fait, le probleme se pose tres bien pour une resolution directe par
collocation.
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On peut ecrire les equations (7) aux differents points ke(p(k= 1, ,,n) et
prendre comme inconnues les valeurs ^(fce^,), 0(ke(p), F (ke^) et U0(p(k€(p).

On construit ainsi un Systeme de 4^ equations k 4n inconnues qui sont
precisement les effets des nervures sur la coque.

Dans le cas d'un grand nombre de nervures, le Systeme devient lourd mais
on peut alors le ramener ä un Systeme de 16 equations ä 16 inconnues (au
maximum dans le cas le plus general) en faisant usage d'une formule
d'interpolation.

VII. Application au calcul d'une porte secteur

Dans les notes qui suivent, on a envisage l'etude d'une porte secteur d'ecluse
repondant aux caracteristiques suivantes:

Hauteur: lim,
Ouvertüre: 90°,

Rayon: 10 m,
Epaisseur du bordage: 8 mm,
Materiau: acier.

La pression hydrostatique est supposee varier de 0 au dessus de la porte ä
11 000 kg/m2 au bas de la porte. Le cas d'une revanche pourrait etre etudie
sans difficulte et exactement de la meme maniere que le cas actuel.

La porte comprend 4 raidisseurs distants de 2,2 m et obeissent aux
caracteristiques reprises ä la figure 9.

Le bordage sera fixe par rivure, sur les quatre pans de charpente extremes,
de sorte que l'on peut admettre un appui simple sur les 4 bords.

10m

8 mm

10mm
100mm

£10mmJ ^11.000 kK? 50mm

Fig. 9 a Fig. 9 b
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On pourra alors ecrire la charge appliquee sous la forme:

rr a
T • ^(P 1

• 3 TT CD ~| 4
Z -Ax sm—*- + -srn -• • • —,l Cp0 3 Cp0 } TT

soit donc Z -1000 a;

3 cp0

- sin 6 cp +— sin 2 9 + - sin 6 cp + • • • kg/m2

Dans cette etude, le premier terme sera etudie et la charge sera ramenee ä

Z -1000xsin2^

donc au facteur - pres c'est le premier terme.

Dans le cas partieulier actuel il a ete suppose puis verifie que le röle joue
par les moments lineaires etait faible et que le Systeme de 4 equations pouvait
alors se ramener ä un Systeme de 3 equations entre les 3 fonctions W, 0 et F:

W{x) [X0dv]0
fc=4 fc=4 fc=4

+ T7^{ 2 [X0d(p]AW(k2,2) + 2 [Xod(p}B0(k2,2)+ 2 [X0dJcF(k2,2)},1000 /c-1 k=l k=l

0(x) =[r0dv]0
1 A;=4 &=4 Ä=4 (Q)

+ jKKK{Z[Y0dv]Ank2,2)+ 2 [r0rfp]B<P(&2,2)+ 2 [Y0dJcF(k 2,2)},
K >

F(x) [Z,d(p\

+ zr^{k£[Z0dq)]AW(k2,2) + ^^
Le Systeme de 12 equations ä 12 inconnues auxquelles les relations (8)

conduisent, a ete resolu par l'ordinateur I.B.M. 650 du Centre de Calcul
numerique de l'Universite de Liege et a fourni les resultats repris ci-apres.

Pour le premier stade: coque infinie raidie et chargee des forces exterieures.

Position de la
nervure

^(x) en kg/m &{x) en kg/m'103 F(x) enkg/m-103

2,2 m
4,4 m
6,6 m
8,8 m

-3842,045 757

-2672,008 054
-1483,345 455

- 271,169 789

456,220 318
455,918 807
456,410 427
455,678 744

219,220 737
219,077 379
217,862 818
218,664 457

Lorsque le travail de calcul des fonctions W, 0 et F est termine, il reste
alors un travail important mais systematique de superposition des effets pour
obtenir notamment la valeur de v, w, Nx et Mx dans la coque et surtout aux
points x 0 et x l oü les conditions aux limites devront etre realisees.

Par exemple, le calcul de la deformation radiale est opere selon la formule:
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w wQ + k^wAW(k2,2)+ky£wB0(k2,2)+ %wcF(k2,2).
k=l k=l k l

II en est de meme pour les autres effets.
Le second stade consiste dans le calcul de la coque infinie raidie et sollicitee

par une force radiale unitaire de 1000 kg/m sin ycp en x 0 (fig. 8).
Le mode d'Operation est exactement le meme que precedemment et les

noyaux des equations (8) sont dejä calcules. La seule modification par rapport
au cas du premier stade, reside dans la force appliquee, qui ici n'est plus la
pression hydrostatique mais une force radiale unitaire en x 0.

Le meme processus s'applique aux autres Stades de calcul.
On a obtenu les Solutions suivantes:

Position de
la nervure

Sollicitation W(x)
en kg/m

0 (X)

en kg/m
F(x)

en kg/m

2.2 ^<" + 75,452 + 7781,654 + 3739,249

4.4 /^ y^ + 95,429 + 7773,343 + 3735,366

6.6 ^v^^^ + 114,501 + 7764,189 + 3730,921

8.8
*^ 1000 kg/rn

+ 132,990 + 7753,946 + 3725,929

2.2 ^K - 37,723 -3891,195 -1869,806

4.4 ^^*- \^ - 47,711 -3887,089 -1867,872

6.6 "^^> ^^^ - 57,247 -3882,459 -1865,650

8.8

1000 kgjm
- 66,538 -3877,327 -1863,153

2.2 ^^< - 48,438 -1,917 602 -0,921 698

4.4 ^Cr \^ - 47,290 + 1,963 898 + 0,943 637

6.6 "^A?^^ - 45,985 + 5,772 343 + 2,773 860

8.8 ^ ioookg/m
- 45,140 + 9,508 399 + 4,569 235

2.2 ^^^\ + 19,338 + 0,515 823 + 0,247 266

4.4 ^^^v \ + 18,850 -0,891 269 -0,428 251

6.6 \^^^ + 18,412 -2,411 701 -1,158 923

8.8

ioookgm/m
+ 18,019 -3,903 212 -1,875 672

On peut alors calculer pour chaque sollicitation les deformations et les
efforts comme on l'a indique precedemment.
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Om 2,2m 4/»m 66m 8,8m lim

Om 2,2 m 4.4m 6,6m 8,8m lim

mm I

^
I0~4m J

4,4m~X 6,6m 8,8m 11m2,2mlim

Om 2,2m 4,4m 6,6m 8JBm lim x

m 2,2m 44m X 6,6m 8,8m lim x

Fig. 10a. Diagramme de w. Ce

diagramme est aussi celui de M^: il suffit
de multiplier w par — 35,84 pour obte¬

nir ikf en kgm/m

Fig. 10b. Diagramme de v

I04kg/m T

1,25 kg/mm* [

Zl04kg/m T

2.5 kg/mm2 J,

Fig. 10 c. Diagramme de u

Fig. 10 d. Diagramme de Nx
(dans la coque)

Fig. 10 e. Diagramme de NX(p
(dans la coque)

Om 2^m 4,4m 6,6 m 8.8 m lim x

10* kg/m T
125 kg/mm2 *• " iV

±
L

Fig. lOf. Diagramme de N
(dans la coque)

2,2m 4,4m 6,6m 8,8 m ^J1™ x

Xr
25 kgm/m
2.5 kg/mm2 Q Fig. 10g. Diagramme de Mx

(dans la coque)
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Les 5 problemes elementaires sont ainsi resolus: on connait les efforts et
les deformations dans 5 coques infinies raidies et sollicitees l'une par la pression
hydrostatique et les 4 autres par des charges unitaires en x 0.

II reste ä ramener tous ces cas ä la coque finie c'est-ä-dire qu'il faut exprimer

les conditions aux limites en x 0 et x L

Les conditions imposees sont celles de l'appui simple: v w Nx Mx 0

en x 0 et x l.
II suffit de combiner les resultats precedents.
On se trouve alors en presence d'un Systeme de 8 equations ä 8 inconnues

dont on tire 8 constantes multipliant les sollicitations unitaires precedentes et
finalement par superposition des effets on peut obtenir les valeurs definitives
des u, v, w

Les diagrammes 10 representent quelques uns des effets de la coque raidie.

VIII. Repartition de la raideur des nervures

Si les nervures disposees dans le sens des cp, telles que l'on vient de les

considerer, sont infiniment rapprochees, le probleme se simplifie paradoxale-
ment. On peut en effet admettre qu'elles agissent alors ä la maniere d'un tapis
continu et les equations (5) sont ä remplacer par les equations (6) — dans le
cas general de double raidissage — equations beaucoup plus simples car elles

ne comportent plus de coefficient variable selon x ou selon cp.

La Solution de ces equations est du meme type que celle des coques lisses:
eile est facile ä obtenir.

Les integrales de Fredholm, degenerees en sommes, deviennent alors
d'authentiques integrales de Fredholm. L'examen comparatif des equations
integrales des deux types permet de conclure en ce qui concerne l'ecart des

raidisseurs pour que l'hypothese de la repartition des raideurs soit possible.
On peut aisement montrer que la repartition est licite quand les fonctions qui
entrent en jeu lors du calcul des effets discontinus peuvent etre remplacees

par une distribution variant selon une loi triangulaire de surface unite sans
qu'une modification notable soit enregistree (fig. 11). Cette Operation permet
d'ailleurs de definir l'ecart maximum entre les raidisseurs4).

Fig. 11

4) Les bordages raidis en construetion hydraulique. N. M. Dehousse. Ed. Derouaux,
Liege, 1961.
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IX. Application ä un barrage mobile ä cylindre

Soit ä etudier le barrage mobile ä cylindre represente figure 12. Ce barrage
est raidi par les deux cours de nervures representes ä la meme figure. La sollicitation

transmise par le bordage est une pression hydrostatique appliquee
seulement sur une partie de la paroi amont de l'ouvrage. On applique ä cet

ouvrage les relations (6) et la charge exterieure est developpee en serie de

5mm

mm

100mm

50mm

Nervures longitudinales
disposees tous les 5°

3.35 mm
150 mm

*,35 mm

75 mm

Nervures transversales

disposees tous les 0,50 m

Fig. 12

Fourier dans le sens des x: seul le premier terme est pris en consideration.
On admet donc, sous le couvert d'une verification ulterieure, que la raideur
des nervures peut etre repartie. En appliquant le meme procede de resolution
que pour les coques lisses, on est d'abord conduit ä calculer une equation
resolvante qui ne comporte plus que la fonetion variable w [analogue ä l'equation

(3)]. Tous ces calculs faits, on trouve l'equation du 8e ordre suivante:

vT [(__ + Rx) (D +QX) (^ + Sx} -(^ + Sx} H?]

+ ±w"': {(2K + T; + Ti) (D +QX) (^ + sty - (D +£*) H? + (^ + Sx} HxL'v

-^LXD + (K + BX) [(D+Sty (D +ÖJ) + ~(SX + S^) + Sx8^}
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+ ~w"::{DH^Hx + (K + Rr9)(D+Qx)^ + Sx}

+ {2K + T; + Ti)
D

(D +i?v) (D +QX) +-^(SX + S%) + Sx 8^

+ (K + RQ (D +ßg (^ + S%j + (D+&9) Hx Ifv + {D+QX) W9 Lx

- (D +QX) H%2 + (K + üJ) [(_) +&v) (D +&x) +y (8X + S'v) + Sx 8^

+

+ (2K + Tr TI) (D +QT,) (^ + S%j -~H% I/v + H'VI/X (j + S^
-1 w

'¦ '¦:
{(£• + RI) (D +QT,) (^ + S'Jj -(- + &J) W^

-Hrx^(D+Qr9)-^(D+Qx)(^ + S^-^(D+Qrv)(D+Q'll

+ ^w'{-^(D+Qr;)HD+Qx) + ~(D+Qr(p)

D
[(Z> +ßp (D +QX) +^(S'X + SD + Sx S"v

i ::;f 2H%\d

(y + ^) (D +ßp} +^ (D+Sty (D +Qrx) (^- + Sj) 0..

+ ^-'{-^[Y^ + Sr,) + ^Srv)+^(D+^

3

avec les notations explicitees precedemment.
Le procede de calcul des autres effets: v, u, Mx, Nx, Mv. est identique

a celui des coques lisses, a partir de relations beaucoup plus compliquees, mais
sans difficulte de principe.

Lorsque l'on etudie des coques incompletes (<p0<2 7r) et que la charge est
repartie continüment sur toute la surface, on sait qu'une Solution particuliere
acceptable est fournie en negligeant l'effet des moments de flexion et de torsion
et des efforts de cisaillement radiaux.

270°

Fig. 13
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On peut en principe appliquer cette maniere de faire ici ä condition de

decomposer le cylindre complet en deux coques (cf. fig. 13): une coque chargee
sur <p0 90° et une coque non chargee sur 270°.

En exprimant l'egalite des deplacements en A et B, on obtient 8 equations
en les 8 inconnues efforts en A et B.

Ici, il a ete choisi d'operer par integration d'une force lineaire (fig. 14).
On a d'abord resolu le probleme de determiner les deplacements et les

efforts dans une coque complete sollicitee par une force lineaire radiale de

-1000 kg/m.

Fig. 14

par

II reste ä present ä integrer ces effets le long de la zone chargee.
Comme le montre la figure 15, la charge appliquee peut etre representee

4 / l/2" \ 77
Z 1000 Iq1— + gsin<p sin— x kg/m2 pour -45° «p < +45°,

77 \ 2 J l

que Ton peut scinder en deux:

Fig. 15

Zx - — 1000 (q^\siiijx kg/m2,

4 TT
Z2 1000 g sin 99 sin — x kg/m2.

TT l

Si Ton designe par /, un effet quelconque cree dans la coque complete par
une charge radiale de —1000 kg/m sin ~x placee en <p a (fig. 14), on pourra
ecrire que sous Zx l'effet sera:
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+ 45° +45°

^ jT^ÖZl^a==-^70'705J/da'

67

-45°

alors que sous Z2 l'effet sera

+ 45°

-45°

+ 45°

^2 f J0ÖÖZ2qda ~V 100 f/sina^c
-45° -45°

Les figures 16 et 17 montrent les diagrammes des w et v düs ä la charge Zx
tandis que les figures 18 et 19 montrent les memes effets mais düs ä Z2. Pour
la simplicite de la representation, on a suppose lä surface moyenne developpee
dans le sens des cp.

z__

Fig. 16

____

t«

Fig. 17
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Diagramme des w düs a la charge Z

T«-!

Zk

180° 136» 90^^ N 45» 0°\
I / /.

Jkm

Fig. 18

Diagramme des v dus a (c charge <

'2 ^/k

/ I \
/ I \
/ I \/ ' \

180° __
135°

90° 45° \ 0»

\ / \

Fig. 19

-

1

Effet concentre/ / Effet reparti

//
0,5

*A
^^r —_,_

1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9°

Fig. 20

r Effet concentre

1
1

/Effet reparti

^-.<. //^N /
¦><^>.^

r -

0,5m

Fig. 21

Im
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II reste ä verifier s'il est raisonnable de repartir la raideur des nervures
aussi bien dans un sens que dans l'autre.

A ce sujet, les figures 20 et 21 montrent la comparaison entre un effet
«concentre» et le meme effet reparti selon une loi triangulaire de surface unite
sur la base des ecarts adoptes entre les raidisseurs (longitudinaux et
transversaux).

Les ecarts sont suffisamment faibles pour que la repartition des raideurs
soit licite.

X. Cas courants de double raidissage

Nous avons vu que le cas des coques raidies dans un seul sens se traitait
ä partir des coques lisses en ajoutant des efforts concentres au droit des
nervures.

D'autre part, nous avons vu aussi qu'il n'y a guere plus de difficulte ä
traiter une coque lisse qu'une coque raidie dont les raideurs sont reparties.
Ceci nous permettra d'etudier les cas les plus frequents de bordage raidis qui
sont ceux oü il y a de nombreux raidisseurs dans un sens et assez peu dans
l'autre sens (fig. 22).

Fig. 22

L'action des nombreux raidisseurs sera repartie et les raidisseurs de l'autre
sens seront etudies comme nous 1'avons vu precedemment mais cette fois plus
en se servant d'un support qui soit la coque lisse mais d'un support qui
soit la coque ä nervures reparties. Nous sommes ainsi revenus au cas double
de raidissage.

C'est de cette maniere que le probleme se presentera generalement dans
les applications pratiques aux vannes segment, vannes cylindriques hautes,
portes d'ecluse plane ou secteur, vannes cylindriques de barrage.
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XI. Annexe

Les equations differentielles (5) ont ete etablies en faisant usage des
hypotheses de la methode D.K. J. de calcul des coques cylindriques lisses.

Un calcul plus rigoureux base sur les relations presentees par Koiter 5)

donnerait les equations suivantes legerement differentes de celles donnees

sous le numero (5).

jD^ + 2^(1+v)';''+7^, + 272(1~i;)^'

+ ^K(w'-'-v'')+f(cp)[Qxu"-Hxwn

+ f^[S,u- + Ly(w~'-v'')]+X 0.

— (l+v)u'+— (l-v)v"+-~ (V +W) -W"——
2q 2 ql ql 2

+ jr*(1-v)Kv"-ri(w'" -v")+f(9)
_g q

T
.^Sxv'' + ^-(w-"-v'')~^(w-"-v")-^Z-j§(w-''-v")Xxj

+ ip^{v-+w-) + ^(v--w---)-?^(w-+w---)j + Y 0.

D ,x K. 2K T;_ „„ 2(1 — v) T7. .„-s- (v-+w + vqu')+-1r(w ¦¦¦¦ -v—)+—rw ¦¦" + Kw"" y—^Kv"f q* T 1

q l q q2

+ ^(w--+w--) + Sq>u-' + L<p(w-"-v")

+/(?) Rxw"" -Rxv!" - 8xv" -=^-{w-" -v")

+ ^(W"-V") + Lx^ + jiXx(w-"-V")^

+ Bp[StpU- + Lv(w-'-V')]

§¦ (W" - v") + Lx^ + ^§Xx (w-" - v")

-Sxv'-J2(W"-v")]=Z

xq '
g2 "x '

5) Proceedings of the I.U.T.A.M. Symposium on the theory of thin elastic shells.
North Holland Publishing Company, Amsterdam, 1960.
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Resume

Le calcul des effets elastiques dans les coques cylindriques circulaires
raidies par des nervures disposees longitudinalement et transversalement est
etudie.

A partir des fonctions d'Heaviside et de Dirac, on montre que les coques
raidies se traitent comme des coques lisses ä condition d'ajouter des lignes
d'efforts selon les axes des nervures.

La determination de la grandeur des ces efforts lineaires s'opere au moyen
d'equations integrales de Fredholm, de la* deuxieme espece, degenerees en

sommes.
Deux exemples d'application relatifs aux constructions hydrauliques sont

presentes.

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das elastische Verhalten von längs und

quer versteiften Kreis-Zylinderschalen untersucht. Auf Grund der Heaviside-
schen und Diracschen Funktionen wird festgestellt, daß die versteiften Schalen
wie unversteifte behandelt werden können, falls zusätzliche Linienlasten
entlang der Rippenachsen aufgetragen werden.

Die Größe dieser Linienlasten wird mit Hilfe von ausgearteten Fredholm-
schen Integralgleichungen zweiter Art bestimmt.

Es werden Anwendungen im Wasserbau beschrieben.

Summary

This study is devoted to an analysis of the behaviour of cylindrical shells

reinforced by longitudinal and transverse stiffeners.

By the use of Heaviside and Dirac functions, it is shown that a stiffened
shell can be calculated as an unstiffened shell upon which line loads, acting
along the axis of the stiffeners, are superimposed. The magnitude of these line
loads is determined by degenerated Fredholm integral equations of the second

kind. Applications to hydraulic construetion are presented.
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