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Essai d'une methode probabiliste de calcul du beton arme

Zu einer probabilistischen Berechnungsmethode im Eisenbeton

Outline of a Probabilistic Design Method for Reinforced Concrete

R. BAUS

Ingenieur Civil des Constructions. Docteur en Sciences appliquees. Liege (Belgique)

Preambule

Lors du ler Congres de l'A.I.P.C. ä Paris en 1932, le soussigne a ete
charge du rapport general du Theme III: «Influence des proprietes physiques
des materiaux sur la statique du beton arme.» La signification profonde de ce
theme etait que les methodes classiques de la statique du beton arme ne pou-
vaient plus rendre compte des progres realises dans la connaissance des
proprietes des materiaux. Une revision etait necessaire. A la suite des travaux du
Congres de Paris, M. le Professeur M. Ros, secretaire general de la Nouvelle
Association internationale d'essais des materiaux, suscita au sein de celle-ci
une commission de travail, dont la presidence fut confiee au soussigne. Un
echange intensif de correspondance en resulta entre lui et d'eminents inge-
nieurs. R. Maillart insista sur le fait que la methode classique de calcul sous-
estimait la resistanee reelle du beton; il proposait une augmentation des
tensions admissibles. Fr. v. Emperger proposait l'abandon de la methode
classique et du coefficient d'equivalence. Implicitement ou explicitement, la voie
proposee etait celle du calcul ä la rupture, mais selon des modalites et des

appellations diverses.
Lors du 3e Congres de l'A.I.P.C. ä Liege en 1948, le soussigne etait charge

du rapport general du Theme V: «Analyse de la notion de securite.» Les
travaux de ce Congres devaient jeter les fondements de la conception probabiliste
de la securite, principalement sous l'impulsion de MM. M. Prot et R. Levi.
La conception probabiliste de la securite s'averait inseparable du calcul ä la
rupture.

En 1958, le soussigne fut informe des etudes entreprises par MM. les
Professeurs Ch. Massonnet et P. Moenaert sur la comparaison statistique de
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quelques methodes de calcul dites ä la rupture avec un grand nombre de resultats

d'essais de rupture rassembles par le Comite Europeen du beton. Les
resultats de cette etude ont fait l'objet d'un rapport des auteurs precites au
6e Congres de l'A.I.P.C. ä Stockholm en 1960, dans le Theme Ib: «Developpe-
ment des methodes de calcul.»

Pressentant le parti qui pouvait etre tire de la documentation reunie par le

C.E.B., le soussigne se rendit ä la reunion du C.E.B. ä Vienne en avril 1959

et, apres l'expose oral de M. P. Moenaert, il exprima l'idee que l'analyse des

resultats des essais de rupture par la voie de la correlation statistique pourrait
etre tres interessante et feconde.

Apres cette reunion, le soussigne proposa ce travail ä un jeune assistant de
l'Universite de Liege, M. R. Baus. Celui-ci marqua un tres vif interet et, avec
l'assentiment de M. le Professeur H. Louis, entreprit d'effectuer cette recherche
sous la direction du soussigne, dans l'intention, en cas de succes, de presenter
le resultat sous forme d'une these de doctorat en sciences appliquees. Le travail
de calcul numerique considerable pouvait etre effectue facilement gräce ä un
ordinateur electronique. Mais la partie essentielle et personnelle du travail
etait de selectionner les variables caracteristiques faisant l'objet de la
correlation statistique.

M. Baus est parvenu ä etablir ce que le soussigne considere comme le
premier essai d'une methode probabiliste proprement dite de calcul ä la rupture.
II est heureux que la primeur d'un abrege de cette methode soit reservee aux
Memoires de l'A.I.P.C, Association internationale dont les travaux ont telle-
ment contribue, comme il est rappele ci-dessus, ä la genese d'un tel travail.

F. Campus (Liege)
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A
bh
A'
bh

proportion d'armature longitudinale tendue.

proportion d'armature longitudinale comprimee.

a coefficient de remplissage de la zone de beton comprime.
ß coefficient de centre de gravite.

limite elastique reelle de l'acier en traction (aciers doux);
limite elastique conventionnelle a 2°/00 de l'acier en traction (aciers
ecrouis).

<j'e limite elastique de l'acier en compression.
o-q contrainte maximum de compression du beton d'une poutre flechie

dans l'etat de rupture.
uaR contrainte de traction de l'acier dans l'etat de rupture d'une piece

flechie.
(j'R resistanee a la rupture du beton en compression.
(7rcyL resistanee en compression du beton sur cylindre.
n coefficient d'equivalence.
e excentricite de l'effort normal par rapport au centre de gravite de

l'armature tendue ou la moins comprimee.

/(...) fonetion de forme quelconque.

x,y moyennes.
sx,sy dispersions.
R risque de ruine.
P probabilite de rupture.
Na resultante des efforts de traction dans les armatures longitudinales

tendues.
N'a resultante des efforts de compression dans les armatures longitudi¬

nales comprimees.
N'R resultante des efforts agissant sur le beton et l'armature de com¬

pression d'une piece flechie au moment de la rupture.
N'RB resultante des efforts de compression et de traction agissant sur le

beton d'une piece flechie au moment de la rupture.

Introduction

Le dimensionnement des poutres en beton arme requiert 1'Intervention de
methodes de calcul qui doivent necessairement tenir compte des caracteristiques

et de l'heterogeneite des materiaux qui le composent.
La methode classique elastique utilisee jusqu'ä present fait intervenir des

tensions admissibles.
Ces tensions admissibles sont obtenues en appliquant a la resistanee en

compression du beton et ä la limite elastique de l'acier un coefficient de minora-
tion qui est le coefficient de securite. Les dimensions et l'armature de la piece
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calculee doivent etre süffisantes pour que les tensions admissibles ne soient pas
depassees sous l'action de la sollicitation maximum de service.

La methode classique s'avere incapable de rendre compte correctement de

la securite ultime des pieces calculees. Les etudes experimentales ont d'autre
part montre qu'elle sous-estime la resistanee du beton et conduit de ce fait ä

une utilisation abusive d'armatures de compression. C'est pourquoi, depuis
de nombreuses annees dejä, des recherches ont ete entreprises dans le but de

substituer ä la methode classique des methodes de calcul dites ä la rupture.
Les dimensions et l'armature des pieces calculees par ces methodes doivent
etre telles que la sollicitation de rupture soit au moins egale ä la sollicitation
maximum en service multipliee par un coefficient de majoration qui est le
coefficient de securite.

On peut ä propos de ces methodes ä la rupture formuler deux remarques
fondamentales.

La premiere est relative ä la nature meme du beton arme et particulierement

ä son heterogeneite. La determination theorique ou semi-theorique de la
sollicitation de rupture entrame l'introduction d'hypotheses et coefficients
experimentaux nombreux sans qu'il soit cependant possible de prendre en
compte avec exaetitude tous les phenomenes qui interviennent. Les hypotheses
les plus frequemment rencontrees sont relatives ä la conservation des sections
planes, ä l'absence de resistanee du beton tendu, ä la forme du diagramme des

tensions de compression et la valeur maximum de ces tensions, ä la deformation
ultime de la fibre la plus comprimee, ä la constance du rapport n entre le
module d'elasticite longitudinal de l'acier et celui du beton; ces differentes
hypotheses ont conduit ä un nombre considerable de theories et de methodes
de calcul sans que l'unanimite ait pu se faire autour de l'une d'entre elles.

La nature complexe du materiau et le caractere statistique des donnees

experimentales incitent ä penser que le meilleur moyen d'aborder le probleme
de la prevision de la rupture est de se baser sur les resultats d'experience de la
facon la plus directe, c'est-ä-dire en s'appuyant sur un nombre minimum
d'hypotheses. La methode la mieux appropriee est alors celle de la correlation
statistique.

La deuxieme remarque qu'il convient de formuler est relative au caractere
aleatoire de la resistanee ultime des pieces en beton arme. Pour obtenir la
securite reelle d'une piece sous l'action d'une sollicitation determinee, il
faudrait au prealable 1'essayer jusqu'ä rupture et deduire la securite ä
posteriori. La securite se presente sous la forme d'une probabilite de ruine plutot
que d'un coefficient, ce qui incite ä donner aux methodes de calcul un caractere

probabiliste. Les dimensions et l'armature des pieces calculees doivent
etre telles que la probabilite de ruine sous l'action de la sollicitation maximum
de service soit tres faible, de l'ordre de 10~5, 10~6 ou 10~7.

En partant de ces considerations, nous avons essaye d'etablir une methode
probabiliste de calcul ä la rupture basee sur un grand nombre de resultats
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experimentaux traites par la methode de la correlation statique et ne reposant
que sur un nombre tres restreint d'hypotheses [1].

Nous admettons l'etat uniaxial de tensions, ce qui revient ä supposer que
l'influence de l'effort tranchant sur la rupture est nulle ou negligeable. Nous
adoptons comme resistanee de reference du beton au moment de la rupture la
resistanee mesuree dans un essai sur cylindre ou sur prisme ou encore les
85 centiemes de la resistanee sur cube lorsque cette resistanee est seule connue.
Nous nous referons ä la limite elastique de l'acier oe qui est soit l'ordonnee du
palier d'etirage dans le cas des aciers doux, soit la limite elastique
conventionnelle ä 2°/00 dans le cas des aciers ecrouis. Ces differentes caracteristiques
sont d'ailleurs les seules donnees dont nous disposons.

Lors de l'etude de la flexion composee et des poutres en te, nous serons
amenes ä faire quelques hypotheses complementaires d'importance secondaire
dont nous parierons dans la suite.

L'experience apprend que les poutres flechies en beton arme peuvent pre-
senter 5 types de rupture parmi lesquels les deux premiers sont de loin les plus
importants. Ce sont les deux seuls que nous retiendrons dans la suite.

Le type 1 comprend les poutres presentant des ruptures par insuffisance de
l'acier, la cause primaire de la rupture etant due au fait que l'acier tendu
atteint sa limite elastique.

Le type 2 comprend les poutres presentant des ruptures par insuffisance du
beton, la cause primaire de la rupture etant due ä un exces de compression
du beton avant que l'acier tendu n'atteigne sa limite elastique.

Le type 3 comprend les poutres pour lesquelles l'acier tendu atteint sa
limite elastique juste avant que le beton ne cede par exces de compression.
Ce type de rupture forme la transition entre les deux types precedents et releve
ä la fois de ces deux types de rupture.

Le type 4 comprend les poutres oü intervient le phenomene d'hyperresis-
tance de l'armature. L'allongement de l'acier avant rupture est tellement
important que le point representatif de son etat se trouve sur le parcours
montant qui suit le palier d'etirage sur la courbe tension-deformation dans le
cas des aciers ä palier et au-delä de 2°/00 dans le cas des aciers ecrouis. Les

ruptures de ce type relevent du type 1, c'est-ä-dire des ruptures par insuffisance
de l'acier. Si on admet que la tension dans l'acier au moment de la rupture
est egale ä la limite elastique alors qu'en fait cette tension est superieure,
l'hyperresistance se manifeste indirectement par un accroissement fictif du
bras de levier des forces internes.

Le type 5 comprend les poutres presentant une rupture par cassure nette
de l'acier tendu immediatement apres la formation de fissures de traction dans
le beton. Ce type de rupture ne se presente pratiquement jamais: il necessite

pour se produire des pourcentages d'acier extremement faibles, aussi n'en
tiendrons-nous pas compte.
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Premiere partie

Nous considerons dans une premiere partie, les poutres rectangulaires
simplement armees sollicitees en flexion simple. L'etude de la flexion composee
en armature simple ou double de meme que l'etude des poutres en te fera
l'objet de la seconde partie.

Nous convenons d'appeler l'expression t-A;'. moment unitaire de rupture;
<jücre: resistanee unitaire de l'acier et (yR Grcyl\ resistanee unitaire du beton.
Ces trois expressions seront toujours dans la suite exprimees en kg/cm2. M0 est
le moment de rupture, b la largeur de la section et h sa hauteur utile, cd est le

pourcentage d'acier rapporte ä la hauteur utile de la section, ue la limite
elastique reelle ou conventionnelle ä 2°/00, crR or'cyl la resistanee du beton
determinee dans un essai de compression.

Dans l'hypothese d'un etat uniaxial de tensions, les equations d'equilibre
de la statique sont au nombre de 2. Ces 2 equations fönt intervenir la hauteur x
de la zone comprimee de la section etudiee. Par elimination de x entre ces

deux equations, on obtient une nouvelle equation valable en toute generalite,
donnant l'expression du moment de flexion unitaire en fonetion des

caracteristiques de l'acier et du beton (tableau I).
Dans le cas des ruptures par insuffisance de l'acier, la tension dans l'acier

atteint la limite elastique et l'equation generale s'ecrit sous la forme (/).
Dans le cas des ruptures par insuffisance du beton, la tension maximum

de compression du beton o'0 atteint la tension de rupture aR, tandis que la
tension dans l'acier uaR reste inferieure ä la limite elastique. L'equation generale

s'ecrit alors sous la forme (//).
Differentes hypotheses sont necessaires dans les methodes dites rationnelles

pour expliciter les seconds membres de l'equation generale, c'est-ä-dire pour
rendre calculables les expressions de £ et de /x'.

Les tres nombreuses methodes de calcul proposees dans la litterature se

ramenent suivant les hypotheses admises, ä une des expressions suivantes du
moment unitaire de rupture. Les expressions Ax, A2 et A3 sont relatives aux
ruptures par insuffisance de l'acier, tandis que les expressions Bx, B2 et Bs
concernent les ruptures par insuffisance du beton.

On constate que les expressions proposees pour les ruptures par insuffisance
de l'acier fönt toutes intervenir la resistanee unitaire de l'acier coae tandis que
celles relatives aux ruptures par insuffisance du beton fönt toutes intervenir
la resistanee unitaire du beton aR.

Le grand nombre d'expressions proposees et le manque d'unanimite autour
de l'une d'entre elles traduisent la complexite du probleme. Les grandes dis-
persions experimentales affeetant chaeune des variables et la difficulte de leur
introduction theorique moyennant des hypotheses valables fönt que souvent
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la prise en compte de nombreuses variables n'amene aueune amelioration
sensible des resultats.

Ceci explique la presence dans la litterature d'expressions aussi simples

que celles du type A3 ou B3 oü £ et p! sont des constantes, ä cote d'expressions
presentant un caractere extremement complexe.

La nature meme du probleme incite ä penser qu'il est preferable de s'orienter

vers des lois stochastiques basees sur un grand nombre de resultats d'essais.
Les resultats d'essais que nous avons utilises ont ete reunis par le Comite

Europeen du Beton et figurent dans ses publications. Parmi les 914 poutres
retenues, 778 presentent des ruptures par insuffisance de l'acier tandis que 238

presentent des ruptures par insuffisance du beton; 102 d'entre elles fönt partie
des deux types de rupture.

La portee des poutres d'essais, les resistances des betons utilises, les pour-
centages et les limites elastiques des aciers servant d'armatures couvrent une
gamme tres etendue de valeurs [2].

Examinons tout d'abord le cas des rupture par insuffisance de l'acier. Le
diagramme represente sur la fig. 1 presente en abscisse le moment unitaire de

rupture r^- et en ordonnee la resistanee unitaire de l'acier o)cre, ainsi que les

resultats des 778 poutres etudiees.
Les expressions theoriques Ax, A2 et A3 sont representees dans le meme

Systeme d'axe ä la fig. 2.

Flexion simple Armature simple

aaX=0üOefkg/cm*)

RUPTURES PAR INSUFFISANCE
DE l'AC/ER

¦as5%7A fy*m%

"
[X-FMk

ItZ

V-. ^m
'Mi:V-

i&.
Hr

Mombre dessa/s- 778 Z

Aciers de foutes-nuances-

'&
^:t

v-

Y-jfo(*g'arH ;
10 20 50 W 50 GO 70 80 90 100 110 120 1150 M 150 160 170

Fig. i.
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Le diagramme Ax correspond ä l'expression Ax, le diagramme A2 ä l'expression

A2 et le diagramme A3 ä l'expression A3.
Les facteurs susceptibles d'influencer la rupture et donnes par les expressions

A±, A2 et A3 sont les suivants: la resistanee unitaire de l'acier o>oe, le
coefficient d'equivalence n, le pourcentage d'acier o> et la resistanee du beton

wG,
u>=5%

..ben =c
riw)

W 4%

w-3%

w*2%
»?;»»»
W«1%

Mo
bh(Diagramme A1)

^ - cte-tg^

Wö

P(wö;

ß^= WO kg/icm

öp'300 kg/,cm

ao«200kg/c

6ps 100 kg/cm

bh*

(Diagramme A3 1

Fig. 2.

(Diagramme A2

_Mo"*bh*

(Jp=500kg/cm2

XI I 1 1 1 1 1 DXU

Flexion simple Armature simple

Wt
540

520

500

480

460

440

420

400

580

560

540

520

500

X-acy/ (kg/cm2) ^ :: cy-rrxtb

Mmbre dessojs*258;

V--

tH5%JB

;A

^
M:& RUPTURES PAR INSUFFISANCE

QU BETON

Y ÄP
10 20 30 W 50 SO 70 60 90

Fig.

100 110 120 150 140 150 160 170 180 190

3.
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En comparant les resultats d'essais aux expressions theoriques, nous avons

pu montrer que l'influence de n, oo et a'R sur la rupture presente un caractere
aleatoire et que seule l'influence de coae peut etre mise en evidence ä partir des

resultats experimentaux.
La forme courbe du nuage experimental montre que les expressions du

type A3 ou £ est une constante ne permettent pas de le representer de facon
satisfaisante sur toute son etendue.

Nous avons par consequent adopte comme expression generale du moment

de rupture par insuffisance de l'acier t~~ a>cre£ o>cre/(cüo-e).

Examinons de meme les ruptures par insuffisance du beton. Le diagramme

represente ä la fig. 3 porte en abscisse le moment unitaire r-p- et en ordonnee

la resistanee unitaire du beton o'R~Gcyl ainsi que les points figuratifs des 238

poutres etudiees.
Les expressions theoriques Bx, B2 et B3 sont representees dans le meme

Systeme d'axe ä la fig. 4.

kg/cm2)
W--A%

w=2

w-1%
300

250

w-5%
6R t

(kg/cm2)

500
250

(D.agramme Bi) M^(kg/Cm2

w=5%

w=z%

w=1%

(Diagramme B2) Mo(kq/cm^,
bh1 3

(kg/cm2;
/u''Cte*bg&

&(kg*rfl
(Diagramme B5)

Fig. 4.

Le diagramme Bx correspond ä l'expression B±, le diagramme B2 ä l'expression

B2 et le diagramme B3 ä l'expression B3.
Les facteurs susceptibles d'influencer la rupture et donnes par les expressions

Bl9 B2 et B3 sont les suivants: le coefficient d'equivalence n, le pourcentage

d'acier co et la resistanee du beton a'R.

En comparant les resultats d'essais aux expressions theoriques, nous avons

pu montrer que l'influence de n et de co sur la rupture presente un caractere
aleatoire et que seule l'influence de aR peut etre mise en evidence ä partir des

resultats experimentaux.
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L'allure lineaire du nuage de points montre qu'une expression du type B3
oü p est une constante, est susceptible de le representer de facon satisfaisante.
Nous avons cependant etudie egalement le cas oü pJ est une fonetion de

Jcyl
Nous avons par consequent adopte comme expression generale du moment

de rupture par insuffisance du beton: jrjj ^cyi'pr avec p egal soit ä une

constante soit ä une fonetion de u'cyl.

Etude statistique des resultats de rupture

Les etudes statistiques ont ete effectuees au Centre de Calculs Numeriques
de l'Universite de Liege, sur un ordinateur IBM 660.

Envisageons en premier lieu les ruptures par insuffisance de Vacier:

M» il \
jT-jfi =coGef(a)Ge).

Divers essais nous ont conduit ä adopter pour l'expression de £ en fonetion de
co ae une loi oü co ae apparait avec un exposant fractionnaire.

Si nous representons dans un Systeme d'axes logarithmiques les 778 resultats

d'essais, nous obtenons le nuage de points de la fig. 5. Ce nuage presente
une allure lineaire et son etude est plus simple que celle du nuage initial. On
peut d'ailleurs sans difficulte passer d'un diagramme ä l'autre.

Flexion simple Armature simple

jrr^Y- 7Tt ii f 1 7TJ. 2 X« JLl 1 1 11 1 1 1 M 1 1

PlIDTllBFS PAP INWIFFISANPF "¦# A

DF 1'AriFP 7+sl'lZ^SfSz
w -i^i y ±±
it --^rj»'^

"**{ jZmir
WS

#— ibrnts
3, ::::—: aa ^äfi^T
¦ - v 3E*I

•5/7 Z J ^ L ^ "
2 ***?

Pff ^S^S^-T46 ZZ6? Z X
24 2^lt2
¦ Jl//¦•.-/

pn 7%t'l?
' z»2* z
fo 4m47' l' v 4r ^ XTttTt i i

16 y'A^y -' -,tz% -?
14 ZyL'AZ** T-Jt? Z
12 <*!&¦ ^ ~X- "

10 IX'flY'ÜA _ /. %CY''F(rijA

Hb 7/l
ni. ../ /M ^
OP +S' /-£
0 v*^-2" UZ Ulf Oß QS /£}_ 12 14 16 13 20 22 14 26 23 5Ü 52 54 56 5ß 4.0 42 44 ¥.9 ±8 50 52 5.4 5,6 58 60

Fig. 5.
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Un calcul de correlation entre les variables F/ Log.er-rf et X' Log.e co cre

donne 0,977 comme coefficient de correlation *). Cette valeur tres elevee indique
un excellent degre de liaison entre les deux variables et constitue une justifi-
cation ä posteriori du choix des variables.

Les deux droites de regression figurent sur le diagramme logarithmique de

meme que les courbes limitant l'intervalle de confiance au seuil de probabilite
5% correspondant ä la droite de regression \Y' f(X')]A.

Aux droites de regression, il correspond sur le diagramme initial (fig. 1)

deux courbes exponentielles. Aux courbes limites de l'intervalle de confiance,
il correspond deux autres courbes notees [L. I.]A et [L. S.]A.

L'utilisation de ces courbes en vue de la prevision de la rupture est tres
simple, pour une poutre dont les caracteristiques sont connues. On calcule la
resistanee unitaire de l'acier coae. L'horizontale d'ordonnee coae determine
sur les courbes [Y f(X)]A, [L.I.]A et [L. S.]A respectivement le moment
unitaire de rupture de plus probable et ses valeurs extremes au seuil de
probabilite choisi.

L'expression de la courbe [Y f(X)]A permettant de prevoir le moment de

rupture le plus probable par insuffisance de l'acier est la suivante: j-j£
1,838 (ü>cre)°>821.

Nous avons divise la variable Y j-tt en une serie de classes suffisamment

nombreuses pour qu'on puisse admettre sans grande erreur que tous les points
figurant dans une quelconque de ces classes presentent la meme valeur du
moment unitaire, egale d'ailleurs ä la moyenne des points de la classe.

Nous avons ensuite etudie les distributions par classe des resistances
unitaires de l'acier. Ces distributions sont pratiquement normales et on peut donc
les caracteriser par leur moyenne et par leur dispersion.

Soit par exemple X5 et sX5 la moyenne et la dispersion sur la resistanee
unitaire de l'acier dans la classe 5 comprenant les essais pour lesquels le
moment unitaire de rupture est compris entre 40 et 50 kg/cm2.

Le tableau II montre que la probabilite P d'obtenir des ruptures dans
cette classe pour des resistances unitaires de l'acier egales ou superieures par
exemple ä 87,09 kg/cm2 est egale ä IO-6.

II est possible d'etablir des tableaux analogues pour chaeune des classes.

II est egalement possible de remplacer cet ensemble de tableaux par une serie
de courbes d'egale probabilite dont Fusage est plus commode.

Nous avons en effet constate que dans le Systeme logarithmique, les valeurs

moyennes par classe du moment unitaire varient lineairement en fonetion des
valeurs moyennes de la resistanee unitaire de l'acier. Le coefficient de
correlation est de 0,999.

De meme, les dispersions par classe sur la resistanee unitaire de l'acier

*) Coefficient de correlation de Bravais-Pearson.
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Tableau II.

t
(kg/cm*)

P

1,28 60,36 io-i
2,33 68,39 10-2
3,09 74,24 10-3
3,72 79,09 10-4
4.27 83,39 10-5
4,76 87,09 10-6
5,20 90,49 IO"?

varient lineairement en fonetion des resistances moyennes. Le coefficient de

correlation est de 0,990.
Le diagramme represente ä la fig. 6 montre les courbes d'egale probabilite

de rupture P — 10~7,10~6,10~5.... L'utilisation de ce diagramme est la
suivante: on se fixe ä priori une probabilite de rupture admise, par exemple 10~6.

A chaque valeur du moment unitaire, il correspond sur la courbe P=10~6
une resistanee unitaire limite de securite de l'acier en dessous de laquelle il ne
faut pas descendre si on veut respecter la probabilite de rupture admise ä

priori.

Flexion simple Armature simple
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Remarque relative aux aciers ä palier et aux aciers ecrouis

Dans ce qui precede, nous avons considere simultanement les poutres
armees d'aeiers ä palier et celles armees d'aeiers ecrouis. Nous avons egalement
effectue une etude separee des 536 poutres armees d'aeiers ä palier et des 242

poutres armees d'aeiers ecrouis. Les resultats obtenus dans ces etudes nous
permettent de conclure que le comportement des poutres armees d'aeiers
ecrouis est pratiquement le meme que celui des poutres armees d'aeiers ä

palier, malgre le caractere conventionnel de la limite elastique ä 2°/00 adoptee
comme reference. Notons d'ailleurs que cette limite elastique est la seule

caracteristique de l'acier donnee dans les essais rassembles par le Comite
Europeen du Beton.

Envisageons ä present les ruptures par insuffisance du beton

M0 Ap constante

Les 238 resultats d'essais dont nous disposons sont representes sur la fig. 3.

En procedant de la meme facon que pour les ruptures par insuffisance de l'acier,
on trouve dans le Systeme logarithmique un coefficient de correlation de 0,931

entre les variables 7'=Log.e^-rf et Xf L,og.eafcyl.

La courbe permettant de prevoir le moment de rupture le plus probable

par insuffisance du beton a pour equation j-rj 0,641 (o-^)0'896.

Elle est representee sur la diagramme (fig. 3) de meme que les deux courbes
limitant l'intervalle de confiance au seuil de probabilite 5%.

L'horizontale d'ordonnee a'cyl determine sur les courbes [ Y / (X)]B, [L. I.]B
et [L. S.]B respectivement le moment de rupture le plus probable et ses valeurs
extremes au seuil de probabilite choisi.

Un calcul de correlation effectue entre les variables j-A et a'cyl et non plus

entre leurs logarithmes conduit ä un coefficient de correlation de 0,917. Les
deux droites de regression figurent sur le diagramme (fig. 7) de meme que les
deux courbes correspondant aux droites de regression du Systeme logarithmique.

On constate que ces droites et ces courbes different peu et que la droite

—^ 0,375 a'eyl preconisee par le C.E.B. pour les poutres presentant un
rapport -r-> 0,5, donne une representation satisfaisante du nuage de points, tout
au moins pour des betons de qualites moyennes. Notons cependant que la
courbe proposee pour les ruptures par insuffisance du beton conduit ä des

valeurs de p decroissant au für et ä mesure que la qualite du beton augmente.
Les valeurs de p passent de 0,370 pour un beton de resistanee egale ä 250 kg/cm2
ä 0,333 pour un beton de resistanee egale ä 500 kg/cm2. Le sens de cette
Variation concorde avec les resultats d'experiences americaines recentes [3].



ESSAI D UNE METHODE PROBABILISTE DE CALCUL DU BETON ARME

Flexion simple Armature simple

15

fY-frm
cwrxyÄNombre dessais ÄA> Ii2&

&«2aR#
a-ny&
CXrfHW,

l?L

i&Hi:

tt
RUPTURES PAR INSUFFISANCE

DU BETON
-&&i

m
A- y'm Wem'}

160 170 180 1?Ö70 20 50 W

Fisr. 7.

Flexion simple Armature simple

mM rnK-Or 'cm'7-ucy/ WW- W
&&-

zt.
^

>z
580

v& A560

A% zi>z
-<t.

**
m** rMrrm&

?<~
w. RUPTURES PAR INSUFFISANCE

OU BETON

7zzi
' °ffi (kg/cm

20 50 W 50 70 80 100 110 120 150 150 160 170 180 190

Fig. 8.

En procedant de la meme facon que pour les ruptures par insuffisance de
l'acier, on obtient les courbes d'egale probabilite de rupture P=10~7, 10~6,
10~5... figurant sur le diagramme (fig. 8).
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L'utilisation de ce diagramme est la suivante. On se fixe un risque de ruine
admis ä priori, par exemple P= IO-6. A chaque valeur du moment unitaire, il
correspond sur la courbe P une resistanee unitaire limite de securite du beton
en dessous de laquelle il ne faut pas descendre si on veut respecter la probabilite

de rupture P admise ä l'avance.
Les diagrammes que nous avons etablis permettent soit de prevoir le

moment de rupture soit de calculer les dimensions et l'armature des poutres.
Envisageons tout d'abord le probleme de la prevision de la rupture. On

utilise simultanement les diagrammes relatifs ä l'acier et au beton. Ces

diagrammes ont en commun l'axe des abscisses et peuvent etre representes de

la fa§on suivante (fig. 9).

ELS.5XL ,Cy*FMJA
• CL.L5°/o]A

(Ufy -

coa

ACIER

M*OL Ol

(°cyl)f
€L1.5%JB

BETON
(TLAcy/

ELS.5%]\Ey=F(xU

Fig. 9.

Pour une poutre dont on connait les caracteristiques oo ae et a'cyl, la
determination du type de rupture le plus probable, du moment unitaire de rupture
et de ses valeurs extremes au seuil de probabilite 5% n'offre aueune difficulte.
Dans le cas de la figure 9, relative ä une poutre de caracteristiques (ae)1 et {ofcyl)1,

la rupture la plus probable a lieu par insuffisance de l'acier car Oa est plus
petit que Od.

Le moment unitaire de rupture le plus probable vaut Oa et ses limites
sont Ob et Oc.

Envisageons ä present le calcul des dimensions et de Varmature des poutres.
On utilise simultanement les diagrammes portant les courbes d'egale probabilite

P relatives ä l'acier et au beton. Ces diagrammes ont en commun l'axe
des abscisses et peuvent etre representes de la fagon suivante (fig. 10).

Le probleme ä resoudre peut se poser comme suit: connaissant le moment
maximum M1 auquel une poutre peut etre soumise en service, determiner sa
section et son armature.
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On se fixe un risque de ruine accepte, par exemple P— IO-6; on choisit un
beton de resistanee (cr'cyi)1 et un acier de limite elastique (o-e)x.

La resistanee du beton etant connue, la courbe P= 10~6 relative au beton
Midonne un moment unitaire r-p- 0ax; Mx etant connu, on en deduit la valeur

du produit b h2.

Si on se donne une largeur de poutre, on en deduit la hauteur ou inverse-
ment si on se donne la hauteur, on en deduit la largeur.

p*to

'Cx-rts)JAWOA ii ACIER

(<A?<Je)

(CüOL)e'z

m

(°cy/)i
BETON

Ocy/

P'10

Fig. 10

C**F(yüa

La courbe P — 10~6 du diagramme relatif ä l'acier donne alors la resistanee
unitaire (cocre)1.

La limite elastique de l'acier etant connue, on en deduit directement le

pourcentage d'acier ä adopter.
Nous examinerons ä present la fagon dont il est possible de prendre en

compte la qualite reelle des materiaux sur chantier.
Les diagrammes precedents sont tous bases sur des resultats d'essais effectues

en laboratoire oü pour chaque poutre, les limites elastiques des armatures
et les resistances des betons sont relevees individuellement sur des eprouvettes
temoins. De telles verifications individuelles sont impossibles sur chantier.

On dispose alors, pour un ensemble de poutre, d'un ensemble de valeurs de
a'cyl et de ae determinees par des essais effectues lors de la reeeption des aciers

ou au cours du betonnage.
Au lieu de disposer d'une valeur de acyl et d'une valeur de ae valables pour

une seule poutre, on dispose d'une distribution des valeurs possibles de chaeune
de ces deux caracteristiques valables pour un ensemble de poutres. II est
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toujours possible d'utiliser les courbes d'egale probabilite P, en partant non
plus des valeurs reelles de o'cyL et de ue mais des valeurs garanties deduites de

leurs distributions.
II est possible egalement de calculer le risque de ruine des poutres en tenant

compte ä la fois des distributions de o'cyl et oe obtenues sur chantier et des

distributions de ces caracteristiques ayant donne lieu ä des ruptures en laboratoire

sous l'action d'un moment egal au moment maximum prevu en service.
Sur la figure 11, nous avons porte en abscisse une distribution supposee

normale des resistances sur cylindre XBr obtenues sur chantier et en ordonnee
la distribution supposee egalement normale des resistances sur cylindre XB
ayant conduit ä des ruptures de poutres pour un moment unitaire determine.
La rupture survient des qu'une valeur XB est plus grande qu'une valeur XBr.

*B (kglcm*)

350®
X0Ss

300 7,

200

150

100

Br
50 100 150 200 250 300 350 WO

5s
Br Br

(Mg/cm)

Fig. 11.

La probabilite partielle du risque de ruine vaut le produit de la probabilite
qu'ä XBr d'etre comprise entre x et y, representee par l'aire hachuree 1, par
la probabilite qu'ä XB d'etre plus grand ou egal ä z, representee par l'aire
hachuree 2.

Le risque total de ruine R est donne par la somme des probabilites partielles
relatives ä tous les intervalles xy dans lesquels la variable xBr peut etre
comprise.

En procedant de cette facon, il est possible d'etablir des reseaux de courbes

d'egal risque de ruine i?=10-7, 10~6, IO-5, 10~4, valables pour des valeurs
constantes de la dispersion relative sur la limite elastique de l'acier ou sur la
resistanee en compression du beton.

Ainsi par exemple, dans le cas d'une dispersion relative de 5% sur la limite
elastique de l'acier, on obtient le diagramme donne ä la figure 12.

Dans le cas d'une dispersion relative de 10% sur la resistanee du beton,
on obtient le diagramme donne ä la figure 13.
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Plus les dispersions relatives augmentent, plus les courbes se rapprochent
de l'axe vertical et plus faibles sont les moments ä appliquer pour obtenir un
risque de ruine determine.

Plus les dispersions relatives sont faibles, plus les courbes se rapprochent
des courbes d'egale probabilite P avec lesquelles elles sont confondues si la
dispersion relative est nulle, c'est-ä-dire si les qualites de l'acier et du beton
sont determinees individuellement pour chaque poutre comme en laboratoire.

Donnons ä present le calcul d'une poutre par la methode proposee et la
comparaison aux resultats donnes par la methode classique (Fig. 14).

Donnees: a'cyi, 300 kg/cm2
sa, 30 kg/cm2
äe 3000 kg/cm2
soe 150 kg/cm2

Moment maximum en service: 10000 kgm
Risque de ruine admis: IO-6 b 20 cm

ü)Oe(k

i

85,6

0

300

n'

9/or/)
L

1 ,R=106

ZU/7/,

zT h2

-=^=0,05

-*** (kg/cm2)
bh2

p

aK\^<>

\ R=id6

5°cvl
- -=3^ 0.10

°cyl

Methode proposee

h 34,5 cm
a> 2,85%

Si on impose
h 60 cm

co 0,87%

Fig. 14. Exemple de calcul d'une poutre.

Methode
reglementaire

h 60 cm
co 0,90%

Si on impose
h 34,5 cm

co 2,71%
q/ 3,74%

co + co' 6,45%

Le moment maximum en service est de 10 000 kgm. Le beton utilise a une
resistanee moyenne sur cylindre de 300 kg/cm2 avec une dispersion de 30 kg/cm2.

La limite elastique moyenne de l'acier employe est de 3000 kg/cm2 avec
une dispersion de 150 kg/cm2.

Le risque de ruine admis est egal ä IO-6.
La methode proposee donne les resultats suivants: pour ö'cyl =300 kg/cm2,

Mla courbe J?=10~6 du diagramme inferieur donne une valeur de j-j-^ egale ä

42 kg/cm2. Pour 6 20 cm, on trouve Ä 34,5 cm. La courbe B=10~Q du
diagramme superieur donne alors ojo-e=85,6 kg/cm2 d'oü on deduit le pourcentage

d'acier egal ä 2,85%.
Par la methode classique avec w=15 et en adoptant les taux de travail

reglementaires de 80 kg/cm2 pour le beton et de 1800 kg/cm2 pour l'acier (l'acier
est suppose ä adherence renforcee), on trouve pour b 20 cm une hauteur utile
rationnelle de 60 cm et un pourcentage d'acier de 0,90%.
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On constate que la hauteur minimum donnee par la methode reglementaire
est notablement plus importante que celle donnee par le calcul ä la rupture.

Si les conditions imposees exigent une hauteur plus faible que 60 cm, la
methode classique prevoit l'utilisation d'armatures de compression alors que
la resistanee du beton est süffisante pour descendre jusqu'ä 34,5 cm tout en
conservant un risque de ruine tres faible.

Pour une hauteur utile de 60 cm, la methode ä la rupture donne un
pourcentage d'acier de 0,87%, soit pratiquement le meme que celui donne par la
methode classique, mais le risque de ruine par insuffisance du beton est nette-
ment plus petit que IO-6.

Pour une poutre de hauteur utile egale ä 34,5 cm, la methode classique prevoit
l'utilisation d'une armature de compression de 3,74%, d'une armature de
traction de 2,71% et d'une armature totale qui vaut 6,45%.

Les deux methodes donnent donc des pourcentages d'armatures tendues

peu differents, par contre la methode classique prevoit 3,74% d'acier
comprime alors que la methode ä la rupture n'en prevoit pas.

Definissons ä present la resistanee unitaire critique de Varmature (Fig. 15).
La resistanee critique (coae)cr peut se definir comme une limite en deca de

laquelle les ruptures par insuffisance de l'acier ont plus de chances de se pre-
senter que les ruptures par insuffisance du beton.

A cause des dispersions experimentales, cette resistanee critique s 'obtient
sous forme d'une zone oü les deux types de rupture sont egalement probables
et eile peut s'exprimer en fonetion de la seule resistanee du beton.

La zone obtenue est representee sur le diagramme suivant (Fig. 15).
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Les poutres dont les points representatifs tombent dans la zone superieure
du diagramme ont plus de chances de presenter une rupture par insuffisance
de l'acier. Les poutres dont les points representatifs tombent dans la zone
inferieure du diagramme ont plus de chances de presenter une rupture par
insuffisance du beton. Les poutres dont les points representatifs tombent dans

la zone hachuree definissant la resistanee unitaire critique de l'armature
presentent une egale probabilite de rupture par insuffisance de l'acier et par
insuffisance du beton.

Notons que toutes les theories, quelles qu'elles soient, arrivent ä la conclusion

qu'il existe une valeur critique separant les deux types de rupture. A cette
valeur critique, nous substituons une zone oü les deux types de rupture sont
egalement probables.

Monsieur Cox [4] dans une etude experimentale du pourcentage critique
a obtenu, sur la base de 110 essais systematiques de poutres rectangulaires,

l'expression suivante du pourcentage critique d'armature: cocr =0,47——.

La droite qui y correspond sur le diagramme (Fig. 15) tombe dans la zone
hachuree definissant la resistanee unitaire critique sauf pour des resistances
de beton inferieures ä 160 kg/cm2.

Notons encore avant de terminer cette premiere partie, que le choix d'une
probabilite de ruine acceptable ä priori est discutable.

On considere generalement comme negligeable une probabilite d'aeeident
de l'ordre de 10~6. Une probabilite de l'ordre de 10~2 correspond ä une securite
faible. Pour preciser davantage, il faut tenir compte de la condition d'economie
et determiner le risque de ruine economique c'est-ä-dire celui qui rend minimum
le coüt total de la construetion.

Remarquons finalement que la methode proposee permet de calculer
aisement les dimensions et l'armature de poutres pouvant supporter des
sollicitations exceptionnelles sur lesquelles on dispose de donnees statistiques.

Deuxieme partie

La deuxieme partie comprend l'etude des poutres rectangulaires simplement

ou doublement armees, sollicitees en flexion simple ou composee et des

poutres en te sollicites en flexion simple.
Cette seconde partie traite donc des prineipaux types de poutres et de

sollicitations rencontres en pratique et concerne les cas pour lesquels on
dispose de donnees experimentales.

Les expressions du moment de rupture admises dans la premiere partie de

ce travail peuvent aussi s'obtenir ä partir de la seule equation d'equilibre des

moments. Dans le cas des ruptures par insuffisance de l'acier, les moments
sont pris par rapport au point de passage P' dans la section etudiee de la
Resultante N'R des efforts agissant sur le beton et eventuellement l'armature



ESSAI D'UNE METHODE PROBABILISTE DE CALCUL DU BETON ARME 23

Ö

e

tj

»o

s

©
<M v0
00 cc
©^ cc

o
00

imple
fei 5 &

+ s
* o

rH b M

3 Ö
b o
3 ö

|| ° o
ii -R 11

M
^ © ^ ©

v-n

*3>

<?

3

II

o loa

S h5^ l-o

,2 3
2 3
O öS

^ ü
© ©

Ö
O.§ 03

$* s
^ <J #2

**_/>

<:

q. bß
¦S ff Ö
^ .3 *

p s
xU ?h

s 5
§ "S .2
« Ö '43
<£> H ü
^ <1 UI

-Sn
**-n

il

X» 1 r}
1'

«.—^——J

V-0

b
3
II

^1

<} lio
+
b

^3^
II

*> In

II



24 R. BAUS

de compression. Dans le cas des ruptures par insuffisance du beton, les moments
sont pris par rapport au centre de gravite P de l'armature tendue.

La generalisation de ces expressions s'effectue sur la meme base, c'est-ä-
dire en ecrivant l'equation d'equilibre des moments par rapport au point P'
dans le cas des ruptures par insuffisance de l'acier et par rapport au point P
dans le cas des ruptures par insuffisance du beton.

En procedant de cette facon, on obtient les expressions du moment de rupture
par insuffisance de Vacier donnees au Tableau III.

L'expression I est relative aux poutres rectangulaires simplement armees
soumises ä flexion simple. L'etude de cette expression a fait l'objet de la
premiere partie. L'expression II est relative aux poutres rectangulaires double-
ment armees sollicitees en flexion simple.

L'expression III concerne les poutres rectangulaires soumises ä flexion
composee. Dans les cas de flexion composee, le moment de rupture est egal au
produit de l'effort normal de rupture N0 par le bras de levier e de cet effort
pris par rapport au centre de gravite de l'armature tendue.

L'expression IV est relative aux poutres en te soumises ä flexion simple.
Ces expressions s'obtiennent sans qu'il soit necessaire d'emettre aueune

hypothese nouvelle; elles sont deduites simplement des equations d'equilibre
interne.

Toutes les variables qui y interviennent sont connues sauf £t, £2 et £5. II
est possible de les determiner en traitant par la methode de la correlation
statistique un grand nombre de resultats d'essais comme cela a ete fait pour
determiner £ au cours de la premiere partie.

Les expressions obtenues pour les moments de rupture par insuffisance du
beton sont donnees aux tableaux IV et V.

L'expression V est relative aux poutres rectangulaires simplement armees,
soumises ä flexion simple. L'etude de cette expression a fait l'objet de la
premiere partie.

L'expression VI est relative aux poutres rectangulaires doublement armees
sollicitees en flexion simple.

L'expression VII est relative aux poutres rectangulaires soumises ä flexion
composee.

L'expression VIII concerne les cas de compression centree ou faiblement
excentree. L'expression IX est relative aux poutres en te simplement flechies.

Pour obtenir ces expressions, deduites simplement des equations d'equilibre
interne, nous avons admis:

1. Que l'armature de compression atteint la limite elastique au moment de la
rupture pour autant que cette limite elastique soit au plus de 40 ä 45 kg/mm2.
Cette hypothese admise egalement par le C.E.B. est toujours verifiee
rigoureusement pour autant que l'armature ne glisse pas dans sa gaine de

beton et qu'elle ne se derobe pas par flambage.
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2. Que dans le cas de la compression centree ou faiblement excentree, c'est-ä-
dire quand la resultante de compression tombe dans le noyau central, les

diagrammes de compression du beton sont rectangulaires ou trapezoidaux.
3. Que les parties laterales de la table des poutres en te sont, au moment de

la rupture, soumises ä une tension uniforme de compression egale ä la
resistanee du beton sur cylindre.
Dans le cas des ruptures par insuffisance du beton et pour autant que la
limite elastique de l'acier tendu ne soit pas trop elevee et que Faxe neutre
de flexion tombe dans la nervure, l'hypothese admise ne saurait amener
d'erreurs importantes.

Ces trois hypotheses permettent de ne faire usage que des seules

caracteristiques connues dans les essais dont nous disposons.

Toutes les expressions obtenues sont de la forme t—^ D a'cyl p,12>
m

oü D
est une fonetion de p et d'autres facteurs connus.

Apres avoir essaye plusieurs valeurs numeriques pour les p intervenant
dans les expressions D, nous avons retenu la valeur 0,375 qui comeide d'ailleurs
avec celle proposee par le C.E.B. Les expressions de D valables dans chacun
des cas sont alors aisement calculables.

Examinons tout d'abord les ruptures par insuffisance de Vacier. Portons en

abscisse les moments unitaires de rupture ttv et en ordonnee les valeurs de la
oh2, ,T

variable XA qui vaut soit coo-e dans les cas de flexion simple, soit co oe +t-t
dans les cas de flexion composee.

On obtient dans ce Systeme d'axes une serie de nuages de points sur lesquels
on peut effectuer la meme etude que celle entreprise au cours de la premiere
partie pour les poutres rectangulaires simplement armees.

Les essais etudies comportent 117 poutres rectangulaires doublement
armees, sollicitees en flexion simple, pour lesquelles le coefficient de correlation
est de 0,975, 112 poutres rectangulaires, sollicitees en flexion composee, pour
lesquelles le coefficient de correlation est de 0,981 et 164 poutres en te pour
lesquelles le coefficient de correlation est de 0,961.

Montrons ä titre d'exemple le nuage des points obtenus dans le cas de la
flexion composee (Eig. 16).

La courbe donnant le moment unitaire de rupture le plus probable dans
les cas de flexion simple differe tres peu de la courbe correspondant ä la flexion
composee.

Nous avons de meme constate que la courbe donnant le moment de rupture
le plus probable dans les cas de flexion simple, armature simple donne une
bonne representation des differents nuages de points et que pratiquement
tous les resultats sont compris entre les memes limites de confiance.

On ne commet donc pas de grande erreur en supposant £ £x £2 £5 et en
etudiant simultanement l'ensemble des resultats.
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L'ensemble des resultats d'essais de poutre de toutes natures au nombre
de 1231 est represente sur la figure 17.

Une etude analogue ä celle effectuee au cours de la premiere partie donne
dans le Systeme logarithmique un coefficient de correlation de 0,978.
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La courbe permettant de prevoir le moment de rupture par insuffisance de

l'acier a pour equation ^j~ 1,840J_T^820.

Cette courbe figure sur le diagramme (fig. 17) de meme que les limites de
confiance au seuil de probabilite 5%.

Une division en classes de la variable Y et une etude des distributions par
classe de la variable XA permettent d'obtenir les courbes d'egale probabilite
tracees ä la figure 18.
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Fig. 18.

L'utilisation de ces courbes est analogue ä celle des courbes obtenues au
cours de la premiere partie; elles en different d'ailleurs tres peu.

Examinons ä present les ruptures par insuffisance du beton.

Si on porte en abscisse le moment unitaire de rupture j-~ et en ordonnee

la variable XB D o'cyl, on obtient une serie de nuages de points sur lesquels
on peut effectuer la meme etude que celle entreprise au cours de la premiere
partie dans le cas des poutres rectangulaires simplement armees (D l).

Les essais etudies comportent 38 poutres rectangulaires doublement armees
sollicitees en flexion simple pour lesquelles le coefficient de correlation vaut
0,951, 151 poutres rectangulaires soumises ä flexion composees pour lesquelles
on a trouve un coefficient de correlation de 0,867, 53 poutres rectangulaires
soumises ä compression centree ou faiblement excentree pour lesquelles le
coefficient de correlation est de 0,914 et 51 poutres en te pour lesquelles le
coefficient de correlation est de 0,970.

Montrons ä titre d'exemple le nuage des points obtenus dans le cas des

poutres en te (Fig. 19).
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Poutres en te

tf %¦}]} Hg/an) - riVwi J EY rmi - *520
1 1 1 1 1 1 1 1 I II 1 1 1 CLS5/0]„ j LY F(XUB

rm ' Y '
m - : r /* *'*'
un Z 7 ZZhy^ y* CY-Q57SXB]w / ...sy-\um - / y *' Xw x 7 y z* ir
4*W - ^ y *'- x"¦' y r- y s yzz
w> - y y s * \
580

- y z7 y „' r/TMi^n - y y a y jus/z1X0
- z y y y^ z y ^y y +'*

w y y a +'W - /- 7 ¦? .*
Vt) 7 * A '-w y • yy ^280 y yy ywn - y yy yv z y '&0 - 7 ^ ^

1 Z* S *' z±z
1R0 - - Z7 ' ' -*/ -X ¦-«:

- y y „*m ~ yz - yf - y*z
w yl- ±*t yZZsZyZ. ^ PIIPTIIDF? PAR IN<?lim<?AhirF
/6t/X ZZy' Zt& ' -- /?// RFTDhl
T i/#- 7'^ UU OL/U/*
00 zzl*Zz +•'" rr
60 **&* ZZ£- +
Ln __3^i'''w y7y zx.

o
* ¦ II i ¦ ¦ ¦- - / frfpiHg/cm 7

90 100 110 120 150 fdO 150 160 170 180 190

Fig. 19.

On constate que la droite ^-— 0,375 XB donne une representation satis-

faisante du nuage de points.
On constate de meme que cette droite donne une representation satisfai-

sante des autres nuages de points, ce qui fournit une justification ä posteriori
du choix de la valeur 0,375 adoptee pour le calcul des expressions D. On
constate de plus que pratiquement tous les resultats d'essais tombent entre
les limites de confiance au seuil 5%, valables en flexion simple, armature
simple.

On peut donc admettre sans grand risque d'erreur p px p2 p± p5
et etudier simultanement l'ensemble des resultats.

L'ensemble des resultats d'essais de poutres de toutes natures, au nombre
de 531 sont representes sur la fig. 20.

Une etude analogue ä celle effectuee au cours de la premiere partie donne

un coefficient de correlation de 0,919, entre les variables j-~ et XB. Dans le

Systeme d'axes logarithmiques, le coefficient de correlation est de 0,928. La
courbe permettant de prevoir le moment de rupture par insuffisance du beton

a pour equation ^ 0,608 X^898.

Cette courbe figure sur le diagramme (fig. 20) de meme que les limites de
confiance au seuil 5%. Elles sont peu differentes de Celles trouvees en flexion
simple, armature simple.

Une division en classes de la variable Y et une etude des distributions par
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classe de la variable XB permettent d'obtenir les courbes d'egale probabilite
P figurant sur le diagramme fig. 21.

L'utilisation de ces courbes est analogue ä celle des courbes trouvees au
cours de la premiere partie; elles en different d'ailleurs tres peu.

L'utilisation simultanee des diagrammes valables pour Jes deux types de

rupture permet de determiner aisement le type de rupture le plus probable, le
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moment de rupture le plus probable ainsi que ses limites au seuil de probabilite

5%.
L'utilisation simultanee des courbes d'egale probabilite P valables pour

les deux types de rupture, en vue de determiner les sections des poutres et
leurs armatures est analogue ä celle decrite au cours de la premiere partie.

Notons qu'il est egalement possible de definir une zone oü les deux types
de rupture sont egalement probables. Cette zone defini les valeurs critiques de

XA et s'exprime en fonetion de XB.

Conclusions

Nous en arrivons maintenant aux conclusions de cet expose.

En ce qui concerne la prevision de la rupture, les lois t-~ 1,838 (w ae)0'821

et j-p =0,641 (o'cyl )°>896 etablies ä partir de 914 essais de poutres rectangulaires

simplement armees et sollicitees en flexion simple donnent de facon satis-
faisante le moment de rupture respectivement par insuffisance de l'acier et

par insuffisance du beton.
Ces lois valables pour des aciers de toutes nuances, ä palier ou ecrouis,

sont representees par des courbes d'un usage rapide et commode.
Les valeurs extremes du moment de rupture auquelles on peut s'attendre

au seuil de probabilite 5% sont egalement donnees par des courbes.
La generalisation de ces lois dans le cas des poutres rectangulaires, simplement

ou doublement armees, sollicitees en flexion simple ou composee et dans
le cas des poutres en te, sollicitees en flexion simple donne les deux expressions
suivantes etablies ä partir de 1577 essais de rupture:

M M
^| 1,840 X^0 et ^ 0,608Xr8-

Les expressions de XA et de XB, differentes pour chaque type de poutres sont
aisement calculables ä partir des caracteristiques de l'acier et du beton.

On constate que les deux expressions valables pour les ruptures par insuffisance

de l'acier sont pratiquement identiques et que les deux expressions
valables pour les ruptures par insuffisance du beton sont tres peu differentes.
Notons que les dispersions obtenues par rapport aux courbes proposees sont
du meme ordre de grandeur que celles trouvees par les methodes semi-theo-
riques les plus perfectionnees [5].

En ce qui concerne le calcul des dimensions et des armatures, la presente
etude montre qu'il est possible de tracer des courbes d'egales probabilites P
valables respectivement pour les deux types de rupture.

Le calcul des sections et des pourcentages d'armatures pour la sollicitation
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maximum de service s 'effectue aisement ä partir des courbes P correspondant
ä des probabilites de rupture tres faibles et admises ä priori.

Sur chantier, la determination de la resistanee du beton et de la limite
elastique de l'acier ne peut se faire individuellement pour chaque poutre. On
utilise alors les courbes P en partant des valeurs garanties de ces caracteristiques.

Pour les poutres rectangulaires, simplement armees et simplement flechies,
il est possible de partir des valeurs moyennes des caracteristiques de l'acier
et du beton et d'utiliser des courbes d'egal risque de ruine tenant compte ä
la fois des dispersions en laboratoire et sur chantier.

Notons que les resultats obtenus ne sont valables que pour des poutres
possedant une armature d'effort tranchant süffisante pour que la rupture ait
lieu par flection et sous reserve d'une verification de la fleche en service.

Remarquons egalement que l'etablissement de courbes experimentales
donne une methode de calcul valable uniquement dans les limites oü les essais

ont ete faits. Cependant, les gammes tres etendues de resistances unitaires des

aciers et des betons ainsi que des dimensions des sections etudiees donnent
aux courbes proposees un caractere tres general.

Nous avons etudie par la methode proposee 33 poutres essayees jusqu'ä
rupture au Laboratoire d'Essais des Constructions du Genie Civil de l'Uni-
versite de Liege, soit ä l'occasion des travaux pratiques des etudiants, soit ä

l'occasion de recherches ou de contröles demandes aux laboratoires.
Appelons p le rapport entre le moment experimental de rupture et le moment

calcule par la methode proposee.
Nous avons obtenu pour les 33 essais etudies une valeur moyenne de p

egale ä 1,043 et une dispersion de 9,4%.

n I I I I II "I I I I I I I I I I I II I II I I I

iizi
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Les resultats de rupture par insuffisance de l'acier sont representes sur la
Fig. 22. L'accord avec la courbe proposee est excellent.

En outre, nous avons calcule par la methode proposee 16 poutres d'essais

en beton precontraint, la plupart de grande portee. On sait en effet que le
beton precontraint se comporte ä la rupture comme le beton arme.

Les resultats trouves pour ces 16 poutres ont donne une valeur moyenne
de p egale ä 0,999 et une dispersion de 9,9%.

Les resultats de rupture par insuffisance de l'acier figurent egalement sur
le diagramme (fig. 22). On constate que l'accord est excellent.

II semble donc bien que la methode proposee s'applique egalement au
beton precontraint dans les conditions ultimes.
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Resume

Le but de cette etude est:
1. D'etablir sur la base de la correlation statistique des lois de rupture

valables pour les poutres rectangulaires simplement armees, sollicitees en
flexion simple.

Ces lois, reposant sur un nombre restreint d'hypotheses et sur de nombreux
resultats d'essais, permettent de determiner la valeur la plus probable de la
sollicitation de rupture et son intervalle de confiance au seuil de probabilite 5%.

2. De fournir les bases d'une methode probabiliste de calcul permettant
d'adapter la resistanee de l'acier et celle du beton ä la sollicitation maximum
de service, en vue d'obtenir un risque de ruine tres faible (de l'ordre de 10~6

par exemple).
3. De generaliser les lois et la methode de calcul et de les rendre applicables

aux poutres rectangulaires simplement ou doublement armees, sollicitees en
flexion simple ou composee ainsi qu'aux poutres en te sollicitees en flexion
simple.
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Zusammenfassung

Der Zweck dieser Arbeit ist:
1. Auf Grund der statistischen Korrelation die Gesetze für die Bruchlast

von rechteckigen, auf reiner Biegung beanspruchten Trägern mit einfacher
Bewehrung aufzustellen.

Diese Gesetze, die auf einer beschränkten Anzahl von Annahmen und auf
zahlreichen Versuchsergebnissen beruhen, erlauben es, den wahrscheinlichsten
Wert der Bruchbeanspruchung festzustellen und die Spanne der 95prozen-
tigen Sicherheit anzugeben.

2. Die Grundlagen einer probabilistischen Bemessungsmethode zu geben,
welche es erlaubt, die Stahl- und Betonfestigkeit der maximalen Betriebs-
beanspruchung anzupassen, so daß die Bruchgefahr sehr klein wird (zum
Beispiel der Größenordnung 10~6).

3. Die Gesetze und die Bemessungsmethode zu verallgemeinern und sie im
Falle von rechteckigen Trägern, mit einfacher oder doppelter Bewehrung, auf
Biegung mit oder ohne Normaldruckkraft beansprucht, sowie im Falle von
auf reine Biegung beanspruchten T-Trägern, anwendbar zu machen.

Summary

The purpose of this study is:
1. To establish, according to the methods of Statistical correlation, failure

laws valid for simply reinforced rectangular beams in simple bending.
These laws are based upon a small number of hypotheses and numerous

tests results.
They enable the most probable value of the breaking stress and its 95%

confidence limit were determined.
2. To provide the basis of a probabilistic design method which would

enable the strength of the steel and that of the concrete to be adapted to the
maximum service stress, in order to obtain a very slight risk of failure (of the
order of IO-6, for example).

3. To generalize the laws and the design method and to make them
applicable to singly or doubly reinforced rectangular beams, subjected to simple
or composite bending and also to T beams stressed by simple bending.
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