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Contribution experimentale au calcul plastique des poutres
hyperstatiques en beton arme

Versuche zum Problem der plastischen Berechnung von statisch unbestimmten
Stahlbetonträgern

Experimental Contribution to the Plastic Design of Statically Indeterminate
Reinforced Concrete Beams

S. TOLACCIA
Ingenieur Civil des Constructions, Assistant a l'Universite de Liege

Introduction

Ce memoire se subdivise en trois parties:

un rappel des fondements de la theorie des rotules plastiques et un bref expose
des methodes principales du calcul ä la ruine des ossatures hyperstatiques
en beton arme;

1'expose des resultats essentiels des essais d'orientation effectues par l'auteur,
qui avaient pour but d'etudier dans quelle mesure on peut etendre aux
ossatures en beton arme la theorie des rotules plastiques;

les conclusions qui peuvent etre tirees de ces essais.

1. Calcul ä la ruine des systemes hyperstatiques

1.1. Fondements

La methode de calcul des ossatures hyperstatiques en acier doux selon la
theorie des rotules plastiques est bien connue [1]. Cette theorie repose sur
l'hypothese fondamentale d'un diagramme moment-courbure ä palier indefini,
et sur Fobservation suivante: des que le moment flechissant atteint la valeur
Mp dans une section determinee d'une ossature hyperstatique, il s'y maintient
ä cette valeur; on ne change rien au Systeme en introduisant dans la section
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envisagee une rotule reelle, et, aux levres de la coupure ainsi obtenue, une
paire de moments constants, egaux ä Mp. La distribution des moments ä la
ruine est plus favorable que la distribution elastique.

La charge de ruine, ou charge limite, peut se calculer soit par la methode
cinematique, soit par la methode statique. Le plus souvent, on emploie
simultanement les deux methodes.

Dans la methode cinematique, on donne, au mecanisme de ruine, un petit
deplacement virtuel, compatible avec les liaisons du Systeme. En egalant le
travail virtuel des forces exterieures au travail dissipe dans les rotules
plastiques, on obtient la charge de ruine qui correspond au mecanisme de ruine
choisi. La charge de ruine reelle est la plus petite des charges de ruine calculees

par la methode des mecanismes.
Dans la methode statique, on se donne un diagramme des moments sta-

tiquement admissible arbitraire, et on calcule la charge de ruine correspondante.

La charge de ruine reelle est la plus grande des charges de ruine
calculees par la methode statique. Par diagramme des moments statiquement
admissible, on entend un diagramme des moments en equilibre avec les charges
exterieures, pour lequel le moment dans une section quelconque ne depasse

pas le moment plastique correspondant. Pour un Systeme quelconque et un
chargement donne, il existe une infinite de diagrammes des moments statiquement

admissibles. II n'y en n'a qu'un qui assure la compatibilite des
deformations: le diagramme des moments reel.

Le comportement ä la ruine d'une ossature hyperstatique est essentiellement

influence par la loi moment-courbure des elements qui composent
1'ossature.

Pour une poutre en beton arme ä section rectangulaire et ä faible
pourcentage d'acier, il a l'allure representee en trait continu ä la fig. 1. On admet
que la loi est lineaire entre les points qui representent le debut de la fissuration
(Mf,Kf), le debut de l'ecoulement de l'acier (M1,x1) et la rupture (M0,x0),
qui se produit, en L2, lorsque le raecourcissement proportionnel du beton
atteint la valeur: €^ 3,5-10-3. En negligeant la resistanee a la traction du

stade HE

ae

/ stadeE

stadel
X.X ?K

Fig. 1. Lois moment-courbure idealisees.
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beton, le diagramme idealise a palier, trace en traits discontinus sur la figure,
constitue une bonne approximation, M1 etant, en general, pratiquement egal
a M0.

La loi moment-courbure evolue, avec le pourcentage d'acier, comme
indique ä la fig. 2. L'allure de ces diagrammes, deduits d'une etude theorique
de Sahlin [2], est confirmee par les essais de laboratoire [3]. Lorsque le
pourcentage mecanique augmente, la longueur du palier diminue de plus en plus.
Pour le pourcentage critique (pourcentage mecanique pour lequel la limite
elastique des armatures tendues et le raecourcissement de rupture du beton
sont atteints simultanement), il disparait completement. Pour les pourcen-

<*0 =1°/.

OB

fa=2% yfr =5%/ wo

0,6- / i

OA

I /
0,2- / /

BETON ARME

0,2 OA 0,6 0,8

Fig. 2. Evolution, en fonetion du pourcentage d'acier, de la loi moment-courbure d'une
poutre armee d'acier ä palier.
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Fig. 3. Lois moment-courbures theoriques relatives au beton precontraint.
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tages mecaniques eleves, la loi moment-courbure lineaire simplifiee (0 L1 L2,
fig. 1) n'est plus acceptable: il peut apparaitre des deformations anelastiques
importantes, avant que 1'ecoulement de l'acier soit atteint.

La loi moment-courbure des poutres armees d'aeiers ecrouis et celle des

poutres en beton precontraint ne presentent pas non plus de palier. La fig. 3

donne les diagrammes theoriques admis par Guyon [4] et Macchi [5]. Les
courbes en traits Continus ont ete calculees ä partir du principe de conser-
vation des sections planes et de lois tensions-dilatations du beton bien definies.
En negligeant l'effet des deformations elastiques et en tenant compte du fait
que, entre les fissures, la rigidite correspond ä la section non fissuree, Guyon
admet finalement la loi en traits discontinus.

1.2. Methodes de calcul

1.2.0.

Les poutres composant une ossature metallique sont, en general, prisma-
tiques. Le moment resistant, ou moment plastique, est donc le meme le long
d'une meme poutre. De ce fait, dans une poutre donnee, les rotules plastiques
apparaissent aux sections de moment maximum, qui sont bien definies. Le
mecanisme de ruine d'une ossature metallique est donc unique, et il ne peut
etre choisi arbitrairement.

Pour une poutre en beton arme, on peut faire varier le moment resistant
d'une section determinee, sans que la resistanee et la rigidite flexionnelle des

autres sections de la poutre en soient affectees. Pour les ossatures en beton
arme, on peut, par consequent, choisir librement, dans une certaine mesure,
les sections oü apparaissent les rotules plastiques. Ce choix arbitraire du
mecanisme de ruine constitue un avantage inherent aux constructions en beton
arme. Les methodes de calcul en tirent parti.

La theorie des rotules plastiques admet une loi moment-courbure a palier
indefini. Les figs. 2 et 3 montrent que cette theorie n'est eventuellement applicable

qu'aux poutres ä faible pourcentage mecanique dont l'acier des armatures

presente un palier. II faut cependant faire une restriction: le palier du
diagramme moment-courbure n'etant pas indefini, la possibilite de deformation
des rotules plastiques est limitee; on doit, par consequent, verifier que les

rotations anelastiques aux differentes rotules plastiques ne depassent pas les
valeurs admissibles. La charge limite d'une ossature hyperstatique en beton
arme peut alors etre calculee par l'une des methodes ci-apres.

1.2.1. Methode du Professeur Baker [6]

Pour illustrer cette methode, considerons comme exemple de Systeme
hyperstatique simple, une poutre continue (fig. 4).

Adoptons un certain nombre de sections (les sections d'appui, par exemple)
oü l'on desire que les rotules plastiques se forment. Ces sections sont appelees
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sections critiques. Leur nombre doit etre tel qu'en remplacant les rotules
plastiques par des rotules reelles on obtienne un Systeme de reference
isostatique.

Si on adopte des moments Xi (notation de Baker) arbitraires dans les
sections critiques, le diagramme des moments ä la ruine (fig. 4b) est statique-
ment determine.

n_
\ ho+Wir*"^

® "+i

öi+i
*i+1

^f^Sjp Sj+1,0

£*>% Jv.,i

Fig. 4.

On peut le decomposer en deux diagrammes des moments M0 et Mx, dus
respectivement, dans le Systeme de reference isostatique, aux charges
exterieures et aux moments de rupture arbitraires Xi appliques aux levres des

coupures.
Le principe de superposition permet de calculer les rotations 9i requises

aux differentes rotules plastiques, afin que la distribution arbitraire des
moments puisse etre atteinte:

n
8io+ Zxj8ij ~ei (i l,...,n).

7 1

n est le degre d'hyperstaticite du Systeme. Le signe sommation contient, en
general, un petit nombre de termes (3 au maximum pour les poutres continues).

Les Si0 et 8^ sont donnes par les relations bien connues:

ij =J EI ' i0 J EI
Mt, Mj et M0 sont les moments, dans le Systeme isostatique de reference, dus
respectivement: ä la paire de moments Xi en i, ä la paire de moments Xj en j
et aux charges exterieures.

1.2.2. Methode de Macchi [5]

Dans cette methode, qui est applicable quelle que soit la forme de la loi
moment-courbure, on se donne egalement un diagramme des moments ä la
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ruine statiquement admissible arbitraire (Mr, fig. 5b), mais on le decompose
en un diagramme des moments elastique {Me, fig. 5 c) et un diagramme des

moments de redistribution (Md, fig. 5d) du aux rotations anelastiques des

rotules plastiques.

A ®

i © i

I

M I '

I |_d1l \p=1enA |- ^r
d2i Vp=1 en B

d3 tf? 1en C

Fig. 5.

A partir des lois moments-rotations experimentales, on peut calculer les
distorsions concentrees cpx, cp2, cp3, etc. qui naissent dans les differentes sections
critiques A, B, C, etc., sous l'effet des deformations anelastiques dues a la
distribution arbitraire des moments ä la ruine.

Soient Mdl, Md2, Md3, etc., les moments qui naissent dans le Systeme
hyperstatique considere, lorsqu'on introduit une distorsion (ou rotation)
unitaire, respectivement dans les sections critiques A, B, C, etc. Si on impose les
distortions cp1, cp2, cp3, etc., au Systeme hyperstatique considere, les moments
de redistribution imposes (Md) qui resultent de ce fait sont donnes par:

Md <PlMdl + <p2Md2 + <PsMds +

Si le diagramme des Md est ä peu pres egal au diagramme des moments de
redistribution arbitraire (Md Mr — Me), le diagramme des moments ä la
ruine arbitraire (Mr) est le diagramme des moments ä la ruine reel. Sinon, on
adopte un autre diagramme des moments ä la ruine, jusqu'ä ce qu'il en soit
ainsi.

1.2.3. Comparaison des deux methodes

La methode du Professeur Baker est reellement une methode de
dimensionnement. En effet, la repartition statiquement admissible arbitraire des

moments ä la ruine que l'on se donne dans cette methode comcide, en general,
avec la repartition reelle. II en est toujours ainsi lorsque, le diagramme moment-
rotation etant ä palier, les rotations anelastiques requises aux differentes
rotules plastiques sont inferieures aux rotations admissibles. La compatibilite
des deformations totales est alors automatiquement satisfaite. II faut cepen-
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dant insister sur le fait que cette methode n'est applicable que lorsque la loi
moment-rotation ä palier constitue une bonne approximation.

La methode de Macchi est d'application plus generale car eile admet une
loi moment-rotation de forme quelconque. C'est cependant une methode de
verification. Lorsque le diagramme moment-rotation est ä palier, on peut
calculer directement les rotations anelastiques requises aux differentes rotules
plastiques, comme dans la methode de Baker.

2. Essais

2.1. But des essais

Toutes les methodes de calcul d'un Systeme hyperstatique se ramenent ä la
verification de la compatibilite des deformations par integration des courbures,
la loi moment-courbure devant etre determinee experimentalement. Elles ne
different que par le procede de calcul. Nous pensons que l'on contribue utile-
ment au calcul ä la rupture des ossatures en beton arme en etablissant experi-
mentalement jusqu'ä quel point on peut admettre une loi moment-rotation
ä palier, lors du calcul d'une ossature hyperstatique.

Les essais d'orientation que nous avons effectues (au Laboratoire de Resistance

des Materiaux et de Stabilite des Constructions de 1'Universite de Liege)
avaient pour objet d'etudier dans quelles limites on peut etendre aux poutres

o*. i_
kg'crrf 0= 3/ö*

6000-

2
__

0s 8mm

4000-
__2__

""IT-

jZ) 10mm

0=12mm

1. aciers typel creneles

2.aciers type 2 doux2000-

H-

ACIERS : diagrammes (J-£ caracteristiques

—1 • 1 i •—te.
0 2 4 6 8 10 12 1* %

Fig. 6. Diagrammes tensions-dilatations caracteristiques des aciers employes.
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hyperstatiques en beton arme la theorie des rotules plastiques. Nous nous
sommes limites ä l'effet des variables que nous considerons comme principales,
ä savoir: le pourcentage d'acier, le type d'acier (lisse ou crenele) et sa nature
(ä palier ou ecroui).

2.2. Programme d'essais

La premiere partie du programme (fig. 7) comporte l'essai de poutres ä

pourcentages mecaniques faibles armees d'acier ä palier (fig. 6, acier du type 2).
La serie A comprend 4 poutres isostatiques sollicitees par deux forces

egales agissant aux tiers de la portee, et la serie B, 4 poutres sur trois appuis,
ä travees egales, chargees au milieu d'une travee. Les caracteristiques
geometriques des sections sont les memes pour toutes les poutres: base: 10 cm,
hauteur totale: 16 cm, hauteur utile: 14 cm. Le diametre des barres est donne
ä la figure. II faut remarquer que les etriers, dont le pas est de 5 cm, realisent
un frettage. Les poutres des series A et B reperees par le meme chiffre ont le

meme pourcentage d'acier et ont ete betonnees simultanement; elles ont donc,

ŜERIE B

1500

zonel

777^7
750

zone 2

acier type 1 (doux)

750 u
zone 3

i r ^ f
SERIE A
o —ft.

^ 1000 1000 1000 "fy
m zone! r ^ zone 2

1
zone3 m

b=10cm

SERIE A

et
SERIE B

3 barres

POUTRE *
(mm)

ETRIERS VERTICAUX

4 (mm)
pas zone

1

zone
2

zone
3

1A 8 3 5 5

2A 10 3 6 5
3A 10 3 6 5

AA 12 E 5 8 5

1B 8
u
in 3 5

2B 10 5 6
3B 10 5 6

AB 12 5 8

Fig. 7. Caracteristiques geometriques des poutres armees d'aeiers ä palier.
Poutres series A et B: donnees geometriques.
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en principe, la meme valeur du moment de rupture. Dans la partie centrale
(zone 2) des poutres isostatiques, on a prevu le meme frettage que celui assure

par les etriers dans les endroits (zone 2) des poutres hyperstatiques oü se

developpent les rotules plastiques.
La deuxieme partie du programme (fig. 8) comporte l'essai de poutres

hyperstatiques armees d'aeiers creneles ecrouis (fig. 6, acier du type 1): 3

poutres sur trois appuis et 2 poutres encastrees elastiquement. Le calcul
organique (hauteur utile, quantite d'acier) a ete fait de teile sorte que le
moment de rupture theorique calcule ä partir de la limite elastique ä 0,2%
soit le meme pour toutes les poutres. Les etriers, plaees ä 45°, n'assurent plus
ici aucun frettage.

1100

///. y///

Z Z / / / /%zZZtCZ z
SS/7?//

zone 1

550

zone 2

550

777777
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1
1333

\\N^\\yv zv /y / / z
1
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1
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2c :m
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h

cm

n

ETRIERS a A5°

#6mr
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1
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3

1 12 A 15 8 13

2 1A 3 15 8 16

3

A

18£

19

2

2

20
13

11

20

20

5 12 A 9 15

Fig. 8. Caracteristiques geometriques des poutres armees d'aeiers ecrouis.
Poutres 1 a 5: donnees geometriques.

2.3. Dispositifs experimentaux et appareils de mesure

Les dispositifs d'essais des poutres armees d'aeiers ä palier sont schema-
tises ä la fig. 9 a. Dans le cas des poutres sur trois appuis, la determination
directe du diagramme des moments a ete faite ne mesurant les reactions
hyperstatiques au moyen d'appuis dynamometriques. Ces dynamometres sont
constitues par des cylindres ä parois minces soumis ä compression et munis de
8 jauges ohmiques de 60 ohms montes en pont complet (fig. 10). Ces cellules
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sont tres sensibles: si e est le raecourcissement proportionnel du cylindre, et
rj le coefficient de Poisson, la lecture au pont de mesure vaut:

2€(l + v).
On a egalement releve:

— les fleches (comparateurs au 1/100 mm);
— la rotation des sections situees ä 15 cm de part et d'autre des sections cri¬

tiques, ainsi que la rotation des sections d'appuis (clinometres donnant
la seconde d'arc);

//)///;;/;>/;

1$0

-t

%
* • x •\\\\a \\\\1000 1000

Poutres serie A

-^A
_fe

ZU.

*
T~T

1500
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f Ml
750 750

^ö
a)

m poutre 1 •. ht 205

poutre 2: ht= 160
fil

1
\ \ WM ftf X,

1100

r=T Poutres 1.2 et 3

550 550

777777*777?//y/s/y;/?//

rtl 300

500
£

poutre A: ht 210

poutre 5: ht= K0 300 j rh
*t-

irrm r fl
Jfc

667 1333 500

Poutres A et 5

b)

Fig. 9a et Fig. 9b. Dispositifs experimentaux et appareils de mesure.
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— la distribution des allongements ou raccourcissements ä 2 cm des bords
superieur et inferieur, en vue de determiner la distribution des courbures
(bases de mesure: 10 ou 30 cm, comparateur au 1/1000 mm);

— les deformations unitaires, au voisinage des sections critiques, des armatures

et du beton comprime (jauges ohmiques);
— la distribution et l'ouverture des fissures (microscope permettant d'appre¬

tier le Ao mm).

Le dispositif d'essais des poutres sur trois appuis armees d"aciers ecrouis
creneles (fig. 9b) est le meme que precedemment. L'encastrement elastique
des poutres 4 et 5 a ete obtenu en boulonnant les poutres ä des profiles metalliques

comme indique ä la figure. Les moments d'encastrement egalement ont
ete mesures par des appuis dynamometriques, et la deformabilite de ces

encastrements au moyen de clinometres.

5 i

tf^^N

^A^

0

DYNAMOMETRES

i2 8 jauges ohmiques
de 60 O. disposees
en pont complet CB

Fig. 10. Cellules dynamometriques.

Tableau I

Poutres Ii h A 0-0,2 0> Ocyl. _„ OJ
Mo
bh- M0

cm cm cm2 kg/cm2 kg/cm2 kg/cm2 o
0 kg/cm2 kgm

\A, \B 10 14 1,51 3450 4620 255 1,080 0,146 36.0 705
2A, 2B,
3A, 3B 10 14 2,36 2590 3880 255 1,680 0,171 32.0 850
4A,4B 10 14 3,39 2450 3790 255 2,420 0,233 40,5 1040

1 10 18,5 1,32 4200 6870 215 0,713 0,139 29,8 1020
2 10 14 1,98 4365 6870 185 1,420 0,333 54.2 1063
3 10 12 2,64 4040 6600 185 2,200 0,480 69,0 994
4 10 19 1,32 4030 6510 245 0,695 0,114 28.5 1028
5 10 12 2,64 4040 6590 245 2.200 0,362 73.0 1050
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2.4. Moments de rupture

Les valeurs des moments de rupture les plus probables ont ete calculees par
la methode statistique proposee par Baus [7] (tableau I). Compte tenu des

ecarts experimentaux, nous avons prefere nous en tenir ä cette methode, qui
donne des resultats qui coincident sensiblement avec ceux donnes par la
methode du Comite Europeen du Beton.

2.5. Charges limites

Si le moment de rupture M0 a la meme valeur pour toutes les sections

critiques (c'est le cas de nos essais), et si la redistribution complete des moments
a lieu, la charge limite d'une poutre sur trois appuis chargee au milieu d'une
travee (fig. 11) vaut:

celle d'une poutre bi-encastree chargee au milieu d'une travee (fig. 12):

9Jf„
Pi l

:_!<^A ^
A

P

3 c
1

3

21

T

\>1r
yZ

y^
Mo

1

Fig. 11. Fig. 12.

Fig. 11 et Fig. 12. Distribution des moments admises par la theorie des rotules plastiques.

2.6. Resultats des essais

2.6.1. Poutres armees d'aeiers lisses ä palier
Courbures. La figure 13 donne la distribution des courbures et leurs valeurs

moyennes (dans la partie centrale) pour la poutre 1A, dont le moment maximum

atteint a ete de 700 kgm. La fig. 14 donne les lois moments-courbures

moyennes et moments-courbures maxima pour les poutres sollicitees en flexion

pure (serie A).
Ces figures montrent que la courbure est loin d'etre uniforme dans le tiers

central (moment constant): la courbure locale peut etre notablement
superieure a la courbure moyenne, des 1'ecoulement de l'acier.
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La rupture d'une ossature en beton arme survient, en general, par exces de
deformation du beton comprime dans une section critique: eile depend donc
de la courbure locale dans cette section, et en fin de compte, pour les poutres
a faible pourcentage mecanique, de l'ouverture maximum des fissures. La
redistribution des moments depend, eile, des deformations anelastiques totales
qui se produisent au voisinage des sections critiques, c'est-ä-dire ä la fois de
l'ouverture et de la repartition des fissures. Par suite du caractere aleatoire
de la fissuration, les lois moments-rotations et les rotations plastiques admissibles

doivent etre deduites d'essais. Les calculs theoriques ne peuvent donner
qu'un ordre de grandeur.

h >e POUTRE 1A
-3

(en 10 rad.)

distribution des courbures

M 660 kgm

M 650 kgm

M 352 kgm10-

8-

valeurs moyennes
(base 1,30 m) \ i

4-

A i
Fig. 13. Repartition des courbures dans une poutre faiblement armee (acier ä palier)

sollicitee en flexion pure.

La fig. 14 montre que, pour les poutres des series A et B, l'hypothese d'un
diagramme moment-courbure ä palier constitue une bonne approximation. La
longueur de ce palier etant appreciable, on doit s'attendre ä ce que l'application

de la theorie des rotules plastiques aux poutres de la serie B donne des

resultats satisfaisants.
Moments. L'evolution theorique et experimentale de la repartition des

moments dans les poutres sur trois appuis de la serie B est donnee aux figs.
15 et 16.

D'apres la theorie rigide-plastique, les moments dans les sections critiques
B et D sont egaux au moment de rupture; la droite en traits d'axes donne la
charge de ruine en fonetion de M0.

D'apres la theorie elasto-plastique, la repartition des moments (en traits
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Fig. 14. Lois moments-courbures experimentales.

discontinus) est d'abord elastique. La charge elastique maximum est atteinte
des que le moment en D vaut M0, oü il se stabilise ä cette valeur. Tout accroissement

supplementaire de la charge est repris uniquement par la section B, et
les moments evoluent comme indique ä la figure, jusqu'ä ce que le moment
en B soit egal ä M0. La charge limite est alors atteinte.

Les courbes en traits Continus donnent la repartition des moments reelle.
Ces diagrammes permettent d'observer que: pour la poutre 1 B (fig. 15a),

la valeur experimentale du moment de rupture est plus eleve que la valeur la
plus probable. Les moments evoluent particulierement bien comme Findique
la theorie des rotules plastiques. Par suite de l'ecrouissage de l'acier, la charge
de ruine effective peut depasser la charge limite experimentale (qui peut etre
determinee de facon precise sur le diagramme). La redistribution des moments
qui se produit avant que l'ecoulement de l'acier soit atteint est, ici, assez

faible, probablement par suite du petit diametre des armatures.
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Fig. 15 a et 15b. Evolutions (theorique et experimentale) des moments dans les sections
critiques des poutres 1 B et 2 B.
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Fig. 16a et 16b. Evolutions (theorique et experimentale) des moments dans les sections
critiques des poutres 3 B et 4 B.



326 S. TOLACCIA

L'ecrouissage de l'acier a egalement ete atteint lors de l'essai de la poutre
2B, mais de facon moins nettement marquee lors de l'essai de la poutre 3B
(fig. 16a), qui est en principe identique ä la precedente.

Pour les poutres SB et 4B, la redistribution des moments avant la
formation de la premiere rotule plastique, est nettement marquee.

Fleches. Le diagramme fleche-charge d'une poutre sur trois appuis teile
que celles des essais se compose, theoriquement, de trois segments de droite:
le premier, valable lorsque toute la poutre se comporte encore elastiquement;
le second, plus incline, est valable des qu'apparit la rotule plastique en D; le

troixieme, horizontal, correspond ä l'effondrement de la poutre, des que la
derniere rotule plastique se forme en B. L'intersection de ces droites permet
de determiner facilement, en principe, les valeurs caracteristiques de la charge

pour lesquelles se forment les differentes rotules plastiques.
La fig. 17 donne l'enregistrement du diagramme fleche-charge des poutres

IB k4B.

P(kg)

4B 2B

150 m 1.50 m

b= 10cm ; h^ 16

POUTRES 1B a 4B - diagrammes fleche - charge. (Enregistrements)

y J\ 10 mm i J y t

Fig. 17. Enregistrements fleches-charges (aciers ä palier).

Conclusions. Les diagrammes moments-charges et fleches-charges precedents

montrent que, pour des poutres ä pourcentages mecaniques faibles
armees d'aeiers ä palier, la distribution des moments evolue assez bien comme
le prevoit la theorie des rotules plastiques. Par suite de l'ecrouissage de l'acier,
la charge de ruine peut depasser la charge limite.
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2.6.2. Poutres armees d'aeiers creneles ecrouis

La fig. 18 montre que l'evolution reelle de la distribution des moments
dans une poutre ä faible pourcentage mecanique differe essentiellement de

l'evolution prevue par la theorie des rotules plastiques, par suite de l'ecrouissage

de l'acier.
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200 ^
Pkg2000 80004000 6000

Fig. 18. Evolutions (theorique et experimentale) des moments dans les sections critiques
de la poutre 1.

Des que le moment en D atteint le moment de rupture M0 calcule ä partir
de la limite elastique ä 0,2%, il apparait des deformations anelastiques importantes,

qui donnent lieu a une redistribution des moments. Les moments en
B et D tendent bien a s'egaler, comme l'indique la theorie rigide-plastique,
mais pour une valeur du moment beaucoup plus elevee que M0. La ruine sur-
vient par eclatement du beton comprime, et la charge de ruine est notable-
ment plus elevee que la charge limite calculee par la theorie des rotules
plastiques.

Lors de l'essais, apres avoir atteint la valeur P* de la charge, on a effectue
un retour au zero. La fig. 18 montre que la poutre s'est comportee elastiquement

au dechargement et ä la remise en charge, jusqu'ä la valeur P*.
Pour la poutre 1, la charge pour laquelle le moment M0 est atteint en D

est nettement marquee sur le diagramme fleches-charges (fig. 19).
Lors de l'essai de la poutre 2, une certaine redistribution des moments a

eu lieu (fig. 21), mais la charge de rupture est inferieure ä la charge limite. La
rupture s'est produite, par eclatement du beton en D, avant que le moment
M0 soit atteint en B.
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Fig. 19. Diagrammes fleche-charge (aciers ecrouis).

z m
«SJ m "i,'*iv r

®Sina;%tr<i TJie ;_bfe

Fig. 20. Poutre 1 lors de la rupture.
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Fig. 21. Evolutions (theorique et experimentale) des moments dans les sections critiques
de la poutre 2.

W

Fig. 22. Poutre 2 apres rupture.

La poutre 3. qui est nettement ä pourcentage mecanique eleve. n'a donne
lieu ä aueune redistribution des moments (fig. 23). La rupture (fig. 24) qui, par
suite du frettage du beton (et, peut-etre, ä un defaut local) a ete reportee
en-dehors des sections de moment maximum. a presente un caractere brusque.

La figure 25 donne une vue generale du montage d'essai des deux poutres
encastrees elastiquement. Les moments et rotations d'encastrement ont ete
mesures comme indique ä la fig. 26. L'evolution elasto-plastique de la
distribution des moments a ete calculee en deduisant la rigidite des encastrements
des diagrammes moments-rotations de la fig. 27, et en adoptant un module
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Fig. 23. Evolutions (theorique et experimentale) des moments admis dans les sections

critiques de la poutre 3.
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Fig. 24. Poutre 3 apres rupture.

d'elasticite du beton egal ä 200 000 kg/cm2, et le moment d'inertie de la
section pleine.

Pour un pourcentage mecanique faible (poutre 4), les moments dans les

sections critiques A, B, et G tendent bien ä s'egaler (fig. 28). mais pour une
valeur du moment plus elevee que M0. La charge de rupture depasse notable-
ment la charge limite calculee par la theorie des rotules plastiques.

Pour un pourcentage mecanique eleve (poutre 5), la rupture se produit
avant 1'egalisation des moments.

Conclusions. Les diagrammes moments-charges et fleches-charges prece-
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Fig. 25. Vue d"ensemblo des dispositifs experimentaux des poutres encastrees elastique¬
ment.
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c
Fig. 26. Detail des encastrements elastiques.

dents montrent que le comportement des poutres armees d'aeiers creneles

ecrouis differe essentiellement de celui prevu par la theorie des rotules
plastiques.

Pour un pourcentage mecanique faible, il y a une nette tendance ä l'egali-
sation des moments dans les sections critiques; la charge de ruine est notable-
ment plus elevee que la charge limite.

Pour un pourcentage mecanique eleve, la charge limite n'est pas atteinte.
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Fig. 28. Evolutions (theorique et experimentale) des moments dans les sections critiques
des poutres 4 et 5.
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2.7. Resume

Les resultats essentiels de cette etude experimentale sont repris aux
tableaux II et III.

Tableau II

Poutre
No CO

Motu

kgm

Mo exp

kgm

M
(w 0,2 mm)

kgm

Wmax

mm

Mo exp
Moth

1^4

2A
SA
4A

0,146
0,171
0,171
0,233

705
850
850

1040

700
770
780

1084

611
728
730

1012

2,5
2,5
2,0
1,9

0,99
0,91
0,92
1,04

Tableau III

Poutre
No CO

M0

kgm

l

m

Pe

kg

Pi

kg

Pr

kg

Ps

kg

P {w
0,1mm)

kg

P(4
3,5-10"3)

kg

€b max

IO"3

Wmax

mm

Pi
Pe

Pr
Pl

IB 0,146 705 1,5 2.310 2.820 3.490 840 2080 2890 10,3 4,0 1,22 1,24
2B 0,171 850 1,5 2.790 3.400 4.040 1160 2000 4040 3,5 5,8 1,22 1,19
3B 0,171 850 1,5 2.790 3.400 4.250 1160 2960 3450 5,8 2,5 1,22 1,25
4:B 0,233 1040 1,5 3.410 4.160 4.600 1270 2070 3830 5,4 4,0 1,22 1,10

1 0,139 1020 1,1 4.570 5.560 8.350 1780 7040 8,2 6,5 1,22 1,50
2 0,334 1063 1,1 4.760 5.800 5.020 1250 3140 3900 4,5 0,5 1,22 0,87
3 0,480 994 1,1 4.710 5.420 4.610 1030 3420 4610 3,3 0,2 1,22 0,84
4 0,114 1028 2,0 3.610 4.620 6.000 1670 1685 4670 7,3 2,0 1,28 1,30
5 0,362 1015 2,0 4.210 4.570 5.670 1090 2660 4630 4,7 1,6 1,09 1,24

Les armatures des poutres 1 B ä 4 5 sont en acier lisse ä palier; celles des

poutres 1 a 5, en acier crenele ecroui.

cö est le pourcentage mecanique;
M0 le moment de rupture le plus probable;
1 la portee d'une travee;
Pe la charge elastique maximum, calculee avec le moment M0;
Pz la charge limite calculee par la theorie des rotules plastiques, calculee

avec le moment M0;
Pr la charge maximum atteinte;
Ps la charge de service calculee par la theorie classique des tensions admis¬

sibles;
w l'ouverture des fissures;
ei le raecourcissement unitaire du beton.
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La theorie des rotules plastiques permet de calculer la charge limite d'une
ossature. On doit en plus s'assurer que, sous les charges de service, aueune
rotule plastique n'est formee, et que l'ouverture des fissures n'est pas excessive.

Le tableau III montre que, pour les poutres de nos essais, la charge de

service peut etre meme notablement plus elevee que celle calculee par la theorie
classique des tensions admissibles.

3. Conclusions

Les conclusions essentielles qu'on peut tirer de nos essais d'orientation
sont:

1. La theorie des rotules plastiques permet de prevoir l'evolution de la distri¬
bution des moments, dans les poutres en beton arme, lorsque le
pourcentage mecanique est faible, si l'acier des armatures presente un palier.
Le «pourcentage mecanique faible» en question doit se determiner experi-
mentalement; il depend, notamment, du degre de redistribution admis par
la distribution arbitraire des moments ä la ruine, et de la forme du
diagramme des moments au voisinage des sections critiques.

2. La theorie des rotules plastiques (et les methodes qui admettent un dia¬

gramme moment-rotation a palier), ne permet pas de prevoir l'evolution
de la distribution des moments lorsque les poutres sont armees d'aeiers
ecrouis. Pour ce type de poutres, les methodes (celle de Macchi notamment)
qui verifient la compatibilite des deformations par integration du diagramme
des courbures (la loi moment-courbure etant determinee experimentale -

ment) permettent de mieux prevoir la charge de ruine.
3. La theorie de rotules plastiques ne peut etre appliquee aux poutres ayant

un pourcentage mecanique eleve, quel que soit le type d'acier des armatures.

References

1. Ch. Massonnet et M. Save: Calcul plastique des constructions, vol. I: Ossatures

planes (C.B.L.I.A., Bruxelles 1961).
2. S. Sahlin: Effect of Far-Advanced Compressive Strains of Concrete in Reinforced

Concrete Beams Submitted to Bending Moments (Bulletin of the Division of Building
Statics and Structural Engineering at the Royal Institute of Technology, Stockholm,
Sweden, Nr. 17, 1955).

3. H. Nylandee and S. Sahlin: Investigation of Continuous Concrete Beams at Far
Advanced Compressive Strains in Concrete (idem, Nr. 18, 1955).

4. Y. Guyon: Beton Precontraint: Etude theorique et experimentale, vol. II: Constructions

hyperstatiques. (Eyrolles, Paris, 1958.)
5. G. Macchi: Etude experimentale des poutres continues precontraintes dans le domaine

plastique et ä la rupture. (Second Congres de la Föderation Internationale de la
Precontrainte, Amsterdam, 1955.)

— Ridistribuzione dei momenti in campo anelastico e a rottura delle travi continue



CALCUL PLASTIQUE DES POUTRES HYPERSTATIQUES EN BETON ARME 335

precompresse. (Symposium sur la plasticitä nella Scienza delle Costruzioni, Varenna
1956.)

6. A. L. L. Baker: The Ultimate Load Theory Applied to the Design of Reinforced and
Presstressed Concrete Frames. (Concrete Publications Ltd., London, 1956.)

— Ultimate Load Design of Concrete Structures. (Proceedings of the Institution of Civil
Engineers, Vol. 21, February 1962.)

7. R. Baus: Contribution au calcul a la rupture du beton arme, Memoires (nouvelle
serie) du C.E.R.E.S. nO 2, decembre 1961.

8. Comite Europeen du Beton: Bulletins d'Information n° 28, 30, 32 et 34.

Resume

Au moyen de quelques essais, on montre que la theorie des rotules
plastiques ne peut etre etendue, aux poutres hyperstatiques en beton arme, que
dans le cas de pourcentages d'acier faibles, si l'acier presente un palier.

Meme dans ce cas, l'effort normal peut provoquer, dans les ossatures, une
rupture fragile, avant que la charge limite soit atteinte.

Zusammenfassung

Anhand von einigen Versuchen wird gezeigt, daß die Theorie der plastischen
Gelenke nur im Falle geringer Armierungsgehalte und unter der Voraussetzung,
daß der Stahl einen ausgesprochenen Fließbereich besitzt, auf statisch
unbestimmte Stahlbetonträger ausgedehnt werden kann. Sogar in diesem Fall kann
die Normalkraft im Tragwerk Sprödbrüche verursachen, bevor die Grenzlast
erreicht ist.

Summary

It is shown with a series of tests that the plastic hinge theory applies to
statically indeterminate reinforced concrete beams only when the steel percentage

is low and when the steel has a pronounced yield ränge.
Even then, normal stress may cause brittle failure of structures before

the limit load is reached.
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