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La prise en compte des imperfections inévitables dans la détermination
des systemes hyperstatiques en acier sollicités au flambement

Behandlung von statisch unbestimmten, auf Knicken beanspruchten Stahlkon-
struktionen unter Beriicksichtigung der unvermeidlichen M dngel

Taking Unavoidable I'mperfections Into Account in the Design of Statically
Indeterminate Systems Made of Steel Subjected to Compressive Forces

JEAN DUTHEIL
Paris

I. Introduction

La détermination des systéemes hyperstatiques dont certains éléments sont
sollicités au flambement, se fait classiquement dans 1’hypothése de piéces
idéalement parfaites, exemptes de toutes imperfections géométriques et de
structure, et soumises & des charges parfaitement centrées.

Quand un systéme n’est pas trop complexe, on arrive & déterminer la con-
trainte critique de la barre la plus sollicitée, soit directement, soit en cal-
culant la longueur de flambement qui résulte de la formation de certains points
d’inflexion. On ramene ainsi le probléme complexe au probléme fondamental
de la barre bi-articulée.

Cependant, les barres ou éléments constructifs du systéme, présentent des
imperfections inévitables de toutes sortes. Il en résulte des perturbations qui
ont une influence, & la fois sur la position des points d’inflexion réels ou fictifs,
donc sur la longueur de flambement, et sur la stabilité propre de la barre
bi-articulée qui, en définitive, conditionne celle du systéme tout entier.

Dans les systemes hyperstatiques, les imperfections ont donc deux influ-
ences distinctes, et si depuis longtemps on a étudié la seconde, il faut recon-
naitre qu’on s’est fort peu préoccupé de la premiére. Cependant, la longueur
de flambement intervient a la puissance deux dans le calcul de la charge
critique.

11 'y a donc 14 une incertitude et on peut se demander si elle est vraiment
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couverte par les coefficients de sécurité couramment admis pour les barres
bi-articulées. Nous allons tout d’abord essayer de répondre a cette question.

Dans ce qui suit, nous nous plagerons dans la zone dite élastique, c¢’est-a-
dire en supposant que la contrainte de compression dans les différentes barres
du systeme, ne dépasse pas la limite de proportionnalité. Nous éliminerons
ainsi toutes les contestations qui pourraient surgir d’une prise de position au
sujet d’une quelconque théorie de module réduit.

Dans cette zone élastique, on applique classiquement un coefficient de
sécurité unique par rapport a la contrainte critique d’Euler, qu’il s’agisse
d’une barre bi-articulée, ou d’un systéme hyperstatique.

Prenons ’exemple concret de la poutre continue sur appuis rigides, repré-
sentée sur la fig. 1.

A= 125 A=125 A= 125
£ £ A _ £I . e £I F
y) 0,-897 2 - o Toy-97 D
Fig. 1.

Cette poutre idéalement parfaite & section constante en acier A 37 est
symétrique a trois travées égales. L’élancement de chaque travée calculée en
supposant des appuis simples, est A =125.

Les deux travées extrémes sont soumises chacune & une contrainte de
compression invariable ¢; =8,97 kg/mm?2. Nous nous proposons de déterminer
la contrainte critique o,, de la travée centrale. En élasticité, c’est un probléme
classique dont la solution est:

0e= 19,2 kg/mm? correspondant a un élancement de flambement A, =103,8.
On remarque que cette contrainte est égale a la limite de proportionnalité
généralement admise pour 1’acier A 37, on se situe donc bien dans la zone
élastique. Théoriquement, tant que cette contrainte n’est pas atteinte dans la
travée centrale, la poutre reste rigoureusement rectiligne en équilibre stable.

Examinons maintenant le comportement d’une poutre identique mais
réelle, avec ses imperfections inévitables. En supposant la contrainte de com-
pression nulle dans la travée centrale, la contrainte o, appliquée dans les
travées latérales produit un fléchissement d’ensemble de la poutre suivant
la fig. 2.

A= 125
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La travée centrale non comprimée créant un encastrement élastique des
travées extrémes, il apparait dans chacune d’elles un point d’inflexion 0.

Lorsqu’on charge progressivement la travée centrale, I’encastrement élas-
tique des travées latérales diminue lui-méme progressivement, et les points 0
se rapprochent des appuis B et C. Lorsque la contrainte de compression dans
la travée centrale atteint la méme valeur 8,97 que dans les travées latérales,
les points d’inflexion 0 sont en coincidence avec les appuis B et C, et les trois
travées travaillent comme si elles étaient bi-articulées, la déformée se com-
posant de 3 demi-ondes de sinusoide, suivant fig. 3.

A= 125 A= 125 A= 125

Fig. 3.

En admettant pour le moment que dans cet état la poutre soit encore
stable, si I'on continue & charger la travée centrale, elle fonctionne en poutre
encastrée élastiquement, et on voit apparaitre dans ladite travée, deux points
d’inflexion qui s’éloigneraient des appuis B et C & mesure que la charge con-
tinue & croitre. Puis sous une certaine charge, I’affaissement se produirait.

11 est important de remarquer que la travée centrale ne commence a fonc-
tionner en poutre encastrée élastiquement, que lorsque ses extrémités ont subi
une certaine rotation (fig. 3). Son degré d’encastrement réel est donc plus faible
que dans Uhypothése de la poutre idéalement parfaite.

Pour chiffrer I'influence de cette rotation sur la charge supportable par la
poutre, il faut évidemment abandonner 1’hypothése de la poutre idéalement
parfaite. Si I’on se référe aux Regles CM 56, on trouve que précisément 8,97
est la contrainte limite d’affaissement correspondant & 1’élancement 125.

Dans I’état correspondant a la fig. 3, il faut donc considérer que la limite
élastique 24 kg/mm? apparait dans la section médiane des travées, et que la
contrainte o =8,97 dans la travée centrale, est la contrainte limite d’affaisse-
ment de la poutre.

Cela signifie que sous I’effet des imperfections limites qui peuvent se pré-
senter, la travée centrale sera bi-articulée quand elle atteindra la ruine.

On peut en conclure que les imperfections limites ont pour effet d’annuler
P’encastrement élastique de la travée centrale, donc de porter I’élancement de
flambement a 125 au liew de 103,8.

Or, la contrainte critique d’Euler qui est de 19,2 pour 1’élancement 103,8,
se réduit & 13,27 pour 1’élancement 125. Le coefficient de sécurité générale-
ment appliqué sans l’intervention du vent étant de 2,5, il en résulte que la
contrainte limite admissible calculée dans I’hypothése de la poutre idéalement
parfaite, soit:
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25
devrait étre réduite en fait a:
13.27
194l g
2’5 73 b

si I’on s’en tient au principe de la sécurité par rapport & la contrainte critique
d’Euler.

Cela signifie que pour obtenir cette contrainte limite 5,3 en partant du
calcul classique, il faudrait, pour tenir compte des imperfections, appliquer
un coefficient de sécurité:

19,2
5,30

= 3,62.

Le coefficient de sécurité 2,5 serait donc dans cet exemple, notoirement
insuffisant.

11 faut cependant remarquer que la prise en compte des imperfections est
incompatible avec la notion de sécurité par rapport a la charge critique d 'Euler,
car il n’est plus question de charge critique mais de charge limite d’affaissement.

Si ’on se refére aux Régles CM 56, la contrainte limite d’affaissement étant
de 8,97, le coefficient de sécurité applicable sans intervention du vent est 1,5.
La contrainte limite admissible ressort donc a:

8,97

—1’—5' e 5,98.

Si elle est notablement supérieure a 5,05, cela provient d’une conception
plus rationnelle de la sécurité des barres bi-articulées, conception probabiliste
en accord avec l’expérience et la statistique mathématique.

Pour aboutir & cette contrainte limite admissible, il faudrait dans I’hypo-
thése des barres idéalement parfaites, appliquer un coefficient de sécurité de:

19,2
505 =32

encore trés sensiblement supérieur a 2,5.

Considérons maintenant une poutre analogue & celle de la fig. 1, mais
I’élancement de chaque travée étant de 146,5 au lieu de 125. De plus, le moment
d’inertie des travées latérales est triplé, par exemple en accolant 3 profilés
identiques, la travée centrale n’en comportant qu’un. Le rayon de giration
dans le plan de flambement des travées latérales reste ainsi le méme que le
rayon de giration de la travée centrale, de sorte qu’a trois travées égales,
correspondent trois élancements égaux.

Les travées latérales sont soumises & une contrainte de compression in-
variable o, =6,81. Par un calcul analogue & celui qui précéde, on trouve par
les Reégles CM 56 une contrainte limite admissible de:
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6,81
0~ — 461,
15 4.6
Le calcul classique dans I’hypothése d’une poutre idéalement parfaite,
donne toujours une contrainte critique de 19,2 dans la travée centrale. Pour
obtenir la méme sécurité que par les Régles CM 56, il faudrait donc appliquer

un coefficient de sécurité:
19,2
461

Les imperfections ont pour effet dans ce cas, de faire passer 1’élancement
de flambement de 103,8 & 146,5.

On peut concevoir qu’on augmente indéfiniment l'inertie des travées
extrémes par le moyen que nous avons exposé, c’est-a-dire en conservant le
méme rayon de giration aux trois travées. Si 1’élancement de chaque travée
est de 207,6, et la contrainte de compression invariable dans les travées laté-
rales o, = 3,56, on aboutit alors aux résultats suivants:

Poutre idéalement parfaite: la travée centrale est parfaitement encastrée
aux deux extrémités, son élancement de flambement est donec:

207,6
—5— = 1038

4,17.

et sa contrainte critique: 19,2.
Poutre réelle: contrainte limite d’affaissement 3,56, donc contrainte limite

admissible:
3,566

15 = 2,38.

Le coefficient de sécurité a appliquer pour aboutir a cette méme contrainte

limite admissible est alors:
19,2
2.38

= §8,07.

Les imperfections ont alors pour effet de majorer 1’élancement de flambe-
ment de 103, 8 a4 207,6 c’est-a-dire du simple au double.

Il s’agit bien entendu dans ce dernier exemple, d’un cas limite tout théo-
rique. Mais le coefficient 4,17 précédemment calculé correspond & un cas qui
peut se présenter en pratique.

On peut donc affirmer que certains systémes rendent nécessaire 1’appli-
cation d’un coefficient de sécurité compris entre 4 et 8, si, restant dans I’hypo-
theése des pieces idéalement parfaites, on veut étre certain de couvrir les incer-
titudes provenant de 'influence des imperfections sur la longueur de flambe-
ment.

Par contre, les imperfections produisant un effet analogue & celui d’une
réduction de raideur, peuvent avoir dans beaucoup de cas, une influence
favorable sur la longueur de flambement. Nous en donnerons des exemples.
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Il conviendrait alors pour avoir une sécurité rationnelle, de diminuer le coeffi-
cient 2,5 pour le réduire & 1,9 environ. .

Cette énorme variation du coefficient de sécurité de 1,9 a 8, & laquelle on
aboutit ainsi, mesure 1’influence des imperfections.

Devant ce résultat, il n’y a qu’une conclusion possible: I’hypothése des
pieces idéalement parfaites est beaucoup trop loin de la réalité, pour permettre
un calcul rationnel des systémes.

Les avantages qu’on préte ordinairement & cette méthode, la rigueur
mathématique et la simplicité, deviennent du second ordre devant ses incon-
vénients du point de vue de la sécurité.

Le but de la présente note est de proposer une nouvelle méthode, per-
mettant la prise en compte rationnelle des imperfections dans tous les cas, et
qui éliminant toutes les incertitudes que nous venons de mettre en lumiere,
permet ’application d’un coefficient de sécurité unique dans tous les cas. Ce
coefficient est d’ailleurs égal & celui qui est admis pour les autres modes de
sollicitation et on aboutit ainsi & une conception cohérente de la sécurité.

Il en résulte, comme nous allons le montrer, & la fois une garantie de la
sécurité et une économie appréciable pour la Construction Métallique, sans
aucune complication de calculs.

II. Exposé des principes de la méthode

La méthode repose sur les principes fondamentaux qui sont a la base des
articles traitant du flambement dans les Regles francaises CM 56.

Elle constitue une généralisation de ces articles en étendant leur appli-
cation aux systémes hyperstatiques.

1. Nouwel aspect du probleme du flambement d’une barre prismatique bi-articulée

Nous supposons connus les principes fondamentaux qui sont a la base de
la solution donnée & ce probléme dans les Reégles CM 56.

Nous rappellerons seulement que la loi qui lie la fleche f d’une barre pris-
matique en acier d’élancement donné & sa contrainte de compression o s’ex-
prime par: cooy w .

I = meli 0 B &
o, contrainte critique d’Euler,
B, charge critique d’Euler,
2 aire de la section,
W module de flexion dans le plan de flambement, v
¢ coefficient expérimental caractérisant le degré d’imperfection.

On remarque que o=0 entraine f=0, de sorte que cette loi ne 'prénd en
compte ni excentricité éventuelle de la charge, ni fléche initiale. Pratiquement
en effet, les barres constituant une construction sont toujours partiellement
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encastrées, et le flambement joue entre deux points d’inflexion qui sont des
rotules parfaites.

Par ailleurs, on suppose que les barres mises en ceuvre sont correctement
dressées, alors la petite fleche initiale qui peut subsister est négligeable devant
les imperfections de structure.

11 faut considérer en effet que lorsqu’on dresse une barre, on ne fait que
transformer des imperfections géométriques en imperfections de structure, et
que lorsqu’on charge la barre, la fleche résiduelle qui apparait a la décharge
n’est que 1’expression de la transformation inverse.

Le coefficient ¢ a été déterminé par des expériences et une étude statistique
sur les barres de fabrication industrielles, qui a permis de fixer sa valeur a 0,3.

Partant de 1a et de la relation (1), on peut calculer la contrainte limite
d’affaissement par la formule:

o, = 04_1/0'2—0%01?‘: 2)
— AL
oy = 3 (o +1,30p),

o est la limite d’élasticité conventionnelle de 1’acier consideré.

On peut donc, au moyen de cette formule, tracer la courbe représentant
la variation de la contrainte limite d’affaissement en fonction de 1’élancement
os=1 (A).

Le coefficient ¢=0,3 a été choisi de telle maniére que la probabilité de
constater un point d’essai en-dessous de cette courbe est sensiblement la méme
que de constater dans une barre une limite élastique inférieure & la limite
élastique conventionnelle.

Cette conception permet 1’application d’un coefficient de sécurité unique,
égal & celui des autres modes de sollicitation, soit 1,5 sans vent, et 1,33 avec
vent.

Ceci étant posé, on peut considérer le probléme sous un autre angle. On
peut exprimer la contrainte limite d’affaissement sous la forme:

2K
0's=7TA2S. (3)

La contrainte limite d’affaissement peut donc étre considérée comme la
contrainte critique d’Euler, d’une barre identique & la barre réelle, mais
idéalement parfaite et présentant un module fictif £, qu’on peut calculer en
partant de (3) puisqu’on connait o, en fonction de A par (2). On peut ainsi
tracer la courbe 4 B représentant E,=f(c,) sur la fig. 4.

Remarquons qu’il résulte de (3) que pour un élancement donné A, la
variation de K, en fonction de o, est linéaire. Cette variation peut se représen-
ter par une droite telle que OC qui correspond & 1’élancement A. Son point
d’intersection C' avec la courbe 4 B, donne les valeurs de K, et o, correspon-
dant & 1’élancement A.

On peut tracer une infinité de droites telles que OC, chacune d’elles cor-
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respondant & un élancement compris entre O et l'infini. L’élancement O
correspond a ’axe des abscisses, 1’élancement infini & 1’axe des ordonnées.

On peut donc, au moyen du diagramme de la fig. 4 obtenir immédiatement
les valeurs de o, et E, correspondant & un élancement donné.

ay

|
0 o
Fig. 4.

Or

Ce qu’il convient de retenir, c’est qu’on a arnsi étendu la formule d’ Euler
aux barres réelles avec leurs imperfections, par le moyen d’un module fictif expéri-
mental. Ceci permet de ramener le calcul des barres réelles & celui des barres
idéalement parfaites tout en tenant compte des imperfections.

2. Application aux systémes hyperstatiques

Nous allons montrer qu’on peut aussi calculer un systéme hyperstatique
avec prise en compte des imperfections, en le considérant comme idéalement
parfait, sous réserve de substituer le module fictif £ au module réel.

Considérons (fig. 5) une poutre sur 4 appuis rigides, symétrique, dont la
travée centrale seule est comprimée.

La méthode directe, c’est-a-dire 1’application des principes fondamentaux
des Régles CM 46, permet de déterminer la contrainte maximum sous une
charge quelconque P.

L’expérience montre que la poutre réelle fléchit méme sous une faible
charge, et que deux points d’inflexion C et D prennent naissance dans la
travée A B. La portion de poutre C' D comprise entre points d’inflexion, est
une barre bi-articulée sur rotules parfaites, de longueur /,, sa déformée est
une demi-onde de sinusoide. Les trongons C A et D B sont des trongons d’une
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demi-onde identique. Si f est la fleche de la barre C D, on peut exprimer les
rotations sur appuis dans la travée centrale par:

-1
= f cos m——"
L 24
On peut aussi exprimer la rotation sur les mémes appuis des travées laté-
rales par:

1(1+¢) . -1
Pf SET, sin 77 37, -

En écrivant que ces deux rotations sont égales, on aboutit & 1’équation:

Z—lf 3 lf I E Okf
®T S, T L1 E o )

Dans laquelle:

E,= E[1,3,
oy; = contrainte critique d’Euler correspondant & la longueur 7,
o = contrainte de compression dans la travée centrale = P/Q2.

Cette équation donne la longueur de flambement [, correspondant a la
charge P. On connait alors la contrainte et la déformation en tous points
de la poutre.

Pour appliquer la méthode des modules fictifs, on suppose que la travée
centrale est soumise & sa charge limite d’affaissement P,. On connait alors
par la courbe de la fig. 4, le module E, dans la travée centrale, et le module
E/1,3 dans les travées latérales qui correspond & ¢ =0. On considére la poutre
comme idéalement parfaite, et on aboutit a 1’équation:

-, 34 I, B,

"5, %, 1 8, )

équation qui donne la longueur de flambement correspondant & la charge
limite d’affaissement P, considérée comme charge critique.

Il est facile de voir que les deux équations (4) et (5) donnent la méme
contrainte limite d’affaissement.

Si en effet dans 1’équation (4) on se place dans le cas ol ¢ est la contrainte
limite d’affaissement, on peut poser:

m2 B,
o= ——F
. . w2 B
et puisque par ailleurs Tkt =g
f
O’kf E . N E Ot E
oK _ 2 o 2o otr _ Do
s B E o &,

Remarque: Dans le cas d’une poutre idéalement parfaite, 1’équations
déterminant /; s’écrirait:
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-, 31U I, K
BT, T LT (6)

E’ étant le module réduit. On voit que cette équation n’est pas plus facile
& résoudre que (4) et (5), sauf cependant dans la zone élastique ou E'=FE.
Mais les équations (4) et (5) aboutissent & une solution plus économique

uisque

P g—: >1,
ce qui conduit & une longueur de flambement inférieure a celle qui résulte de (6).

Par ailleurs, 1’équation (6) résout plus completement le probléme car elle
donne la contrainte et la déformation sous une charge axiale quelconque.

Cette concordance entre la méthode directe et la méthode des modules
fictifs que nous avons mis en évidence dans cet exemple simple, est valable
pour tous les systémes hyperstatiques.

On peut d’ailleurs simplifier les calculs au moyen de formules approchées
(voir Annexe).

La longueur de flambement de la poutre représentée fig. 5, s’obtiendrait
trés facilement par:

! =l1+1,66oc
f 2+1,66« ;
L _blE, "
I I, E,

Avec une telle formule, la méthode des modules fictifs devient extréme-
ment simple.

Si les travées latérales étaient elles-mémes comprimées sous des charges
identiques, la contrainte de compression étant o, il suffirait pour appliquer la
formule (7) de prendre:

o1
1m0
[ 11 Eo Al Al | L ’

’
Org1 = Op1 E

0,1 contrainte critique d’Euler des travées latérales supposées bi-articulées,
E,, module fictif correspondant & o, sur la courbe de la fig. 4.

Des investigations systématiques nous ont cependant permis de constater
que I’application du module fictif aux barres d’un systéme qui ne flambent
pas mais qui au contraire soutiennent la barre la plus sollicitée, donne pour
la charge limite d’affaissement de cette derniére des résultats légérement
différents de ceux provenant de la méthode directe. L’erreur commise varie
de 0 & +5%,, ce qui est admissible pour des problémes de ce genre. D’ailleurs,
il suffit de réduire la contrainte limite d’affaissement de 2,59, pour obtenir
une approximation de +2,5%.
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La méthode des modules fictifs a 1’avantage de permettre 1’emploi des
équations classiques avec lesquelles les projeteurs sont familiarisés. Dans de
nombreux cas, elle est plus simple que la méthode directe, surtout avec les
formules simplifiées.

Par contre, pour les probléemes de flambement composé (pieces simultané-
ment fléchies et comprimées), elle n’offre aucun avantage sur la méthode
directe.

3. Généralisation de la méthode des modules fictifs

J1 convient de remarquer que la méthode des modules fictifs permet, au
méme titre que la méthode directe, de calculer la contrainte et la déformation
dans un systéme hyperstatique sous une charge quelconque. La courbe 4 B
de la fig. 4 correspond en effet & une contrainte maximum au bord de la section
médiane égale a la limite conventionnelle d’élasticité oz .

Mais on peut tracer une courbe analogue correspondant & une contrainte
maximum o,,, et qui représentera la variation E,=f (o) correspondant a la
contrainte maximum o, (fig. 6).

Si ’on se sert de cette courbe 4 D au lieu de la courbe 4 B, pour I’appli-
cation de la méthode des modules fictifs, on obtiendra la charge qui produit
dans la poutre la contrainte maximum o,,.

On pourra tracer autant de courbes analogues & 4D que I'on voudra,
chacune d’elles correspondant & une contrainte maximum déterminée, et les
droites issues de 0 représentant les élancements, on obtient ainsi un abaque
ayant ’allure de la fig. 7 qui permet de résoudre par la méthode des modules
fictifs, tous les problémes pouvant étre résolus par la méthode directe.

Ce diagramme est fondamental car il concentre tous les renseignements
nécessaires & tous les problémes de flambement et permet la résolution d’un
grand nombre de ces problémes sans aucun calcul.

On pourra d’ailleurs combiner ce diagramme avec celui des formules simpli-
fides, et on pourra ainsi donner & certains problémes complexes, des solutions
simples.

£ 14
13
C’}\
F
|
'\ .
VARG
|
A VA VI
o o 0,0, O 0
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III. Application aux barres bi-articulées

1. Barres composées de membrures assemblées par treillis ou barrettes

Nous passons sous silence la facilité avec laquelle le diagramme (7) permet
de résoudre a simple lecture, tous les problémes relatifs aux barres pris-
matiques.

Cependant, son emploi est particuliérement intéressant dans le cas du
calcul des barres a treillis ou barrettes, probléme qui dans I’hypothése de
pieces idéalement parfaites, ne peut étre résolu correctement.

Connaissant 1’élancement A; du trongon de membrure, le point de rencontre
D de la droite représentant A, avec la courbe A B (relative & la contrainte
maximum o), donne sur sa verticale le point C' qui correspond & la contrainte
limite d’affaissement oy, du trongon de membrure (fig. 8). On assimile alors
la poutre & treillis & une poutre prismatique dont la limite conventionnelle
d’élasticité serait oy.

{l
£ |4 Y
13 'S
# F
I 0 AE
N
| |
|
J| |6 c\e
g % Op % O O
Fig. 8.

La courbe de base est donc 4 C. Le point de rencontre F de cette courbe
avec la droite O F représentant 1’élancement d’ensemble de la poutre & treillis,
détermine en G la contrainte limite d’affaissement de la poutre & treillis.

Nous avons ainsi négligé la déformation complémentaire d’effort tranchant,
ce qui d’ailleurs est admissible dans la plupart des barres a treillis.

Cependant, dans les poutres & barrettes, il est presque toujours nécessaire
de prendre en compte cette déformation complémentaire. On calcule alors
classiquement 1’4me équivalente, qui conduit & un élancement fictif A’ > A.

Le point de rencontre H de la courbe A C avec la droite O H représentant
I’élancement A’, détermine alors en J, la contrainte limite d’affaissement o’
de la poutre, compte tenu de l’effort tranchant.

2. Barres prismatiques soumises a une compression excentrée

Il s’agit de problémes de flambement composé, car le fléchissement se
produit sous une charge quelconque, méme dans I’hypothése d’une piéce
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idéalement parfaite. Dans cette hypothése, on peut évidemment calculer la
charge qui produit la contrainte maximum oy dans la poutre. Cependant, la
difficulté commence quand il s’agit d’appliquer un coefficient de sécurité.
Suivant la grandeur de 1’excentricité, la sollicitation va du flambement simple
a la flexion simple, le coefficient de sécurité devrait donc étre variable de 2,5
a 1,5. Mais suivant quelle loi? Il est évident que sur ces bases ce probléme ne
peut étre résolu correctement.

La prise en compte des imperfections par la méthode directe lui apporte
une solution rationnelle sans que la difficulté soit augmentée.

1. Les excentricités sont de méme signe:

Soit une barre 4 B de longueur [, soumise & une charge excentrée, les
excentricités en A et B étant respectivement e, et ¢5. On sait que si I’on
rapporte la déformée & deux axes de coordonnées tels que I’axe des abscisses

¥ A
7 < )
B
¢ 2 5 ‘s o -
P2 ¢ ° X
Fig. 9.

coincide avec la ligne d’action de la charge, 1’équation de la déformée est
celle d’'une demi-onde de sinusoide de longueur /;, soit:

Yy = fsinzx.
by

La fléche s’exprime par:

f= cg_u_f %K
On doit avoir: pour z=A4 Y =€y

99 x=B y=€B

ce qui conduit toutes réductions faites aux deux équations:

©o sin Ly m
TS~ = 5
(8)
0 nalB_p
ox;—0o(l+c) L B>
qui avec: lLy+lg+l=1

permettent de déterminer 1, pour une valeur quelconque o de la contrainte de
compression.
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m 4 et mp sont les coefficients d’excentricité,

- GAV - GBV

4= " 9 B~ " 3
P P
Ot4 g/B

ou encore: my = -4 My = —L, os4 €6 0yp
g (o)

étant les contraintes de flexion en A et B.

Connaissant [; on connait la déformation et la contrainte en tous points
de la demi-onde de sinusoide, et en particulier sur la partie de longueur ! qui
correspond a la barre 4 B.

Cas particulier o les deux excentricités sont égales: Les deux équations (8)
se réduisent & une seule,

sin 7r =m. (9)

Dans ce cas particulier, la contrainte maximum o, se produit toujours au
milieu de la barre, et on peut la calculer directement par une formule approchée:

O = o (k+mx) (10)
dans laquelle:
o (1+0)
_—__H'___l_ — % :l+0’274 oK
p—(1+c)’ = X _o(d+o)

Ok
pour l’acier on prend ¢=0,3.
Cette formule simplifiée donne des résultats en trés bonne concordance
avec 1’équation (9).
Cas particulier ou U'une des excentricités est nulle: Les équations se réduisent

encore a une seule:
c . 1=
i sin ! = m. (11)

2. Les dewx excentricités sont de signes contraires:

On aboutit de la méme fagon aux deux équations:

_eo et
(12)
—ﬁ'——sinwbi =1m
O'kf—O'(l +C) lf B
qui avec: ly+lg=1

permettent de déterminer les trois inconnues 7,,75,1;.
On connait alors la déformation et la contrainte en chaque point de la
barre.
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Applications numériques: On a considéré 3 barres d’élancement 80, dont
les schémas sont donnés ci-dessous, et on a calculé la contrainte limite d’affaisse-
ment o, par les formules qui précédent, et la contrainte de ruine o, dans 1I’hypo-
thése de barres idéalement parfaites. Etant donné que les excentricités sont
trés petites, on a calculé dans ce dernier cas la contrainte admissible avec le
coefficient de sécurité 2,5.

/—\A
2] P

c V
Z < = .
A 8 Fig. 10.
r Cr
A
m=Q25 m=Q26 m=0 ___é___.—-—-_—j"”__ﬁ% .
r_—:—:—_'j.___ - —3‘\\,‘—
o, = 12,95, o, = 14,35, o, = 13,96,
o, = 15,62, o, = 17,85, o, =16,
12,95 14,35 13,96
15 ~ o062 15 ~ %% i5 %
15,52 17,85 16
55 6,22, 55 7,15, 2,—5 = 6,4.

Les contraintes admissibles obtenues en prenant en compte les imperfec-
tions, sont supérieures & celles qui correspondent aux barres idéalement par-
faites, respectivement de 39%,, 349%,, et 459,.

3. Barres a inertie variable

Considérons le cas le plus simple et le plus courant d’une poutre symé-
trique & un étage d’inertie (fig. 11), soumise & une charge axiale P.

La méthode directe permet la détermination de la déformation et de la
contrainte en tous points de la poutre, pour une valeur quelconque de P.

(, (2 T (/
Wy £2 T Q2 O
o mEL20 | We L2 1222 0; £5,2,0
— e — —— FEEEL L Fig. 11
4
4
. . _‘—'__—’_“;_‘\“b
A == I~ RS
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Les trongons extrémes étant soumis & une charge axiale ont une déformée
sinusoidale, suivant une demi-onde de longueur /;. Dés qu’on connait [;, le
probléme est résolu, car on connait alors le moment au changement de section
et le trongon central est fléchi et comprimé, probléeme connu.

Pour déterminer /;, on écrit que les rotations des deux trongons au change-
ment de section sont égales.

Trongons extrémes

W, l
By = 00y XpypECOSTL,
L * Py b
_P _ Okt
TR X T To(lte)

Trongon central

Ml,(1+c¢) 'n' W,
Py —*’2—E—I‘2-X2+E002X02P72a
.P O'kz
02*92’ X02—0'k2_0'2(1+6)’
1—0,178221+9
? or2
X2 =

l_cz(l-l-c)

Ok 2

M moment au changement de section.

Si f, est la fléche au changement de section: M =P f,

W, . [
= Coy—1 o
f1 oy Pkf Xoj SN 70 3

Toutes réductions faites et en écrivant que #; =&, on aboutit & 1’équation:

L L
"y _ g l_zigltﬁ_fz_wéJr”z(l“)Z_l %2 yo. (13)
tgﬂf_l sinnl—l Uy 01 Xop I, Wy 2 ly ops
I I

Xoz2> Xoj» X2 ayant les valeurs données ci-dessus.

Cette équation permet de déterminer /, pour une valeur quelconque de la
charge P, et le probléme est alors complétement résolu.

Il y a pratiquement deux sections qui demandent une vérification. On peut
faire cette vérification au moyen d’inégalités analogues & celles posées dans les
Regles CM 56 pour une barre a section constante. On aboutit a:

a) Vérification au changement de section:

0'1+0'1(k1—1)sin71'§—:§ R. (14)
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R contrainte admissible

—1 OLf
k, = [ _ kI
1 l.Ll"‘].,B s (51

- b
Voy
v coefficient de sécurité: 1,5 sans vent, 1,33 avec vent.

b) Vérification de la section médiane:

02k2+X2_Wui01(k1_1)Sin77%§_ .R, (15)
2 /
-1 o + 0,356
Lo = Mg =_k_2’ = M ’ .
2T uy—1,3" Fa Vv Oy X2 pwe—1,3

Méthode des modules fictifs: Elle permet de déterminer la charge limite
d’affaissement, soit par les formules classiques relatives aux piéces idéalement
parfaites, soit par la formule simplifiée. Cette derniére donne la valeur de I, par:

=20, V1+0,8x (16)
1-0,178-2
avec a=§l—2-E31—I—1, y = ————— k2,
2L By, I, PN
Ok2

E,, et E , sont les modules fictifs pris sur la courbe de la fig. 7.

On se donne une valeur de o,, on connait % ,, K ,, x, ce qui permet de
calculer o et I;. La valeur essayée o, est valable quand elle représente la con-
trainte limite d’affaissement qui correspond & /;, pour une barre bi-articulée.
La valeur de o, ainsi trouvée, doit étre réduite de 2,5%,. Elle dispense de la
vérification des sections.

Application numérique: acier 37

l = 650 cm I, = 2140 cm?* I, = 5366 cm?

l;= 130 cm 2, = 8270 mm? 2, = 14990 mm?

ly= 390 cm p1 = 5,08 cm P = 6 cm
W,= 214 cm? Wo= 447 cm?

On demande la charge limite admissible P, (sans vent).
Méthode directe: Avec o, =16,2, d’oll o,=8,95, ’équation (13) s’écrit

-4 ol
b _ T 235

h . L Ly
tg‘ﬂg SIHWE' 7 Aof

La solution est I, =426 cm correspondant & A,=84.

La vérification par les formules (14) et (15) donne les contraintes maxima
suivantes:

Changement de section 24,01 kg/mm?
Section médiane 14,9 kg/mm?
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done P, =16,2x 8270 = 134000 kg,
et Pa=£f:%0-0=89500kg.

Méthode des modules fictifs: L’application des formules simplifiées (16)
donne o, = 16,7 soit avec réduction de 2,5%,: 16,25.

P, = 16,25 8270 = 134100 kg,

134100

Fo=—13

= 89500 kg
valeur égale a la précédente.

La méthode des modules fictifs est ici nettement plus simple que la méthode
directe. Cependant, la méthode directe permet de déterminer les proportions
de la barre, pour une meilleure utilisation du métal.

Piéce idéalement parfaite: Par la méthode classique avec le module réduit,

on trouve:
P, = 185000 kg

185 000

et E = 55

= 74000 kg.

La valeur obtenue ci-dessus lui est supérieure de 219,.

IV. Application aux systémes hyperstatiques dont les nceuds sont fixés

1. Poutres continues sur appuis rigides

Il s’agit de déterminer la contrainte limite admissible dans la travée la
plus sollicitée. Dans le cas le plus général, cette travée est une poutre a encas-
trements élastiques dissymétriques.

La méthode directe permet la résolution compléte du probléme, mais avec
un volume de calcul assez important. La méthode des modules fictifs permet
d’arriver au résultat plus simplement.

On peut opérer alors de deux fagons, soit par les équations classiques, soit
par la formule simplifiée. Cette derniére est de beaucoup la plus rapide.

Soit 4 B la barre la plus sollicitée de la poutre continue. A gauche du point
A, la barre A B est liée & une poutre continue d’un certain nombres de travées
dont certaines peuvent étre comprimées. Nous désignons cette poutre par le
systéme (I) (fig. 13).

( c A £7 o} £7
A £7 - |a
Oz o \Z L‘ T ¢ i 8L

Fig. 13. Fig. 14.

Dl
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De méme, & droite de B, la poutre 4 B est liée & un systéme (II).

Du point de vue de ’encastrement élastique en 4, on peut assimiler le
systéme (I) & un prolongement de la poutre 4 B sur une longueur o/ (fig. 14).
De méme, le systéme (II) s’assimile & un prolongement de la poutre 4 B sur
une longueur B1.

Si ¢, est la souplesse en 4 du systéme (I) et &, la souplesse en B du sys-
téme (II), on calcule « et B par:

_al 9 Bl _
3EI 7V 3EI

Les formules simplifiées (voir annexe I), permettent alors d’obtenir trés
simplement la longueur de flambement.

Dans le cas de dissymétrie, la simplification est considérable car par la
méthode classique, on arrive & deux équations simultanées, trés pénibles &
résoudre.

-‘92-

Exemples d’application:

1. Pouire fig. 1 (introduction). Cette poutre constitue un cas particulier
qu’on résout facilement comme nous ’avons indiqué. Il s’agit ici simplement
de montrer que la méthode des modules fictifs aboutit bien au méme résultat.

La longueur de flambement est donnée par:

1 =1 141,66«
77 7241,660"
La souplesse en B et C des poutres latérales est:
‘ l
Y=3m .1 X
1-0,371-;
avec - o =0 £
X1 | _o > k L
Ok
Pour calculer « on pose:
al
3E,1 3E,,I%
B
d’ou: o= ¥y
Esl X1

Les trois travées étant soumises & la méme contrainte 8,97, leur module
fictif pris sur la courbe (Annexe IT) est le méme, soit £ =14200. La contrainte
critique d’Euler pour 1’élancement 125 est o, =13,27, d’ou

) 14 300
of, = 13,27 X gooe = 8,97,
donc % =1 et y; = 00 d’ou il résulte « = o0

k
et {;=1. Ce qui correspond bien au résultat donné dans I'introduction.
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2. Quatre poultres continues a moment d’inertie constant, mais a section variable:
Les quatres poutres étudiées en acier 37 sont conformes a la fig. 15.

{[=702 £=770 (13702
L o -2
2, 0= %400 2,
Fig. 15.

Le moment d’inertie constant est le méme pour les 4 poutres: I=30 cm?
La section de la travée centrale est la méme pour les 4 poutres 2 = 1400 mm?,
Seule la section £2, des travées latérales est variable d’une poutre & ’autre:

Poutre I £2; = 1700 mm? Poutre I11 £, = 1000 mm?
Poutre II 2, = 1400 mm? Poutre IV £, = 700 mm?

La poutre est soumise & une charge axiale P & ses deux extrémités. On
demande la charge limite admissible pour chaque poutre (sans intervention
du vent).

Méthode des modules fictifs: Nous donnerons, & titre d’exemple, le calcul
relatif & la poutre I.

16
Essayons oc=154, oy = 15’4Xﬁ = 12,7.

A ces deux contraintes, correspondent les modules

E,=11500, E,, =12800 (voir Annexe II).

L’élancement de la travée latérale étant 76,7

o1 = 35,4,
Opq = 35,4><;—?%g = 21,6,
12,7
TP e S
21,6
I, = Z—ZLH% — 0,73, I, = 170X 0,73 =124 com),
A = 112‘2 _ 85

A cette valeur de l’élancement correspond bien une contrainte limite
d’affaissement o,=15,4.
La charge limite d’affaissement est donc:

P, =15,4x 1400 = 21 600 kg
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et la charge limite admissible est:

21,6¢<0,975

= 14 .
15 05t

Nous donnons ci-apres les résultats pour les 4 poutres:

Poutre I: P=21,6t, P= &% — 14,05,
Poutre 11 : P, =2085t, P, = 20’851x50’975 — 13,55t.
Poutre III: P, = 18,6 t, 1;==1§§{%%93§ ~ 12,10%.
Poutre 1V : P, =1515¢%, P, = lﬂ%)—’ng—) = 9,85¢.

Piéces rdéalement parfaites: Nous avons fait le calcul de ces mémes poutres
par la méthode classique, avec une loi de variation du module réduit,

1 0,5 (o5 —op)

E' =KEH, —=0,5+ .
H V(UF - 01))2 - (U ——GF)2

Quant au coefficient de sécurité, si on en applique la loi

A \2
v =15+ (25-15)15ig

on aboutit aux résultats suivants:

31,64

Poutre I .Pk=3].,64t, })azm— 15,3 t
30,8

Poutre 11: P, =308 t, P, = 189 = 14,75¢
23,4

Poutre I11: P, =234 t, P, = 5 = 9,36t
16,66

Poutre IV P, =16,661, P, = 1685 ~ 9,9 t.

La fig. 16 donne la variation de la charge admissible en fonction du rapport
des sections /€2, . Le trait plein correspond a la méthode du module fictif, on
remarque la décroissance réguliére & mesure que la section des travées latérales
décroit. Le trait pointillé est relatif & la méthode classique, on constate une
variation désordonnée, et 1’anomalie suivante: la charge admissible de la
poutre IV est supérieure & celle de la poutre III, alors que sa section dans les
travées latérales est moindre. C’est un exemple de 1’incohérence de la sécurité
a laquelle conduit I’hypothése des piéces idéalement parfaites.
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=)
éannez *

2. Systémes triangulés

Les systémes triangulés & nceuds rigides (poutres a treillis, fermes, etc. ...),
peuvent se classer dans les systémes & noeuds fixes. Si en effet leurs nceuds
subissent un certain déplacement dans la déformation, il n’en résulte cepen-
dant que des effets secondaires. La méthode des modules fictifs, avec les
formules simplifiées, s’appliquera alors trés simplement pour déterminer la
contrainte limite d’affaissement de la barre la plus sollicitée, compte tenu de
ses encastrements élastiques. Pour les barres tendues liées a la barre étudiée,
il sera suffisamment exact de porter comme module fictif:

E (0,77 4 —‘-’—) ,

O

o étant la contrainte de traction dans la barre,
o, la contrainte critique d’Euler de la barre supposée bi-articulée.

V. Application aux systémes dont les nceuds subissent un déplacement

1. Béquille

M éthode directe: Proposons-nous de déterminer la longueur de flambement %,
sous une charge quelconque P appliquée & la béquille de la fig. 17.
Rapportée aux coordonnées Ox et Oy I’équation de la déformée est:

.z
y—-]‘smwk—f,

h; étant la longueur de flambement représentée fig. 18.
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L’angle de rotation & en B est donné par:

™

z9=kf

fecosm h—f .
Par ailleurs, si M est la valeur du moment en B, la relation ¢ en B de la
traverse est:
_ Mb(l+c)
-~ 3EI,

On doit avoir #=¢, en écrivant cette égalité et toutes réductions faites,
on aboutit a 1’équation:

h
(U 2

hfh T }[jzh ]I o-(l+c), (17)
tgﬂﬁf. 3 ff 1 Oxf

o contrainte de compression dans le poteau o= P/,
oy contrainte critique d’Euler correspondant & 7.

L’équation (17) permet de calculer A; pour une valeur quelconque de P.
Une fois /; connu, on connait la déformation et la contrainte en tous points
de la demi-onde de sinusoide de longueur %, et en particulier sur la hauteur du
poteau.

Méthode des modules fictifs avec formule simplifiée. On détermine o« par
o4

I’équation g—— B.1= 38,1,
_b 1 E
*TnI,E,

la longueur de flambement /%, est alors donnée par:

hy=2hV1+0,8a.

Cette équation donne directement la contrainte limite d’affaissement. On
essaie une valeur de oy, on connait alors K, on peut calculer « et 4;. La valeur
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de o, essayée est valable quand elle est égale & la contrainte limite d’affaisse-
ment correspondant & la longueur %, ainsi calculée.

2. Béquille dont la téte est lice & un appur élastique

La constante du ressort qui s’oppose au déplacement latéral du point B est:

4==
v

R étant D’effort correspondant au déplacement v.
La méthode directe permet de déterminer la longueur de flambement #;,
correspondant a une charge P quelconque.

1. Lorsque P> A4h on aboutit a 1’équation:

h
"k _ mbh I o(l+e)  Ah 18)
tgnl 5 ML ey ~ P-dh

La déformée est représentée fig. 20. La longueur de flambement est tou-
jours > h.

I’ P
lp v b
b aAM B I’ C |
\] av"l WW _T__
7'—“0——1"‘ ‘ i
i L A |
R 7 !hp!
A
Fig. 19.
2. Lorsque P <A4h 1’équation est:
h
v 2 1
tgw————{ f f1 Oy -
hy

La déformée est représentée fig. 21, on a ici toujours A, <h.

3. Cas limite: P=A4h. Pour P=A4h le 2e membre de 1’équation (19) devient
infini, alors la plus petite solution est: 4;=h.

Le point d’inflexion 0 coincide avec B.

Dans le cas d’une piéce idéalement parfaite, il suffit de substituer
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E' | o(l+c¢)
a [
.E okf
dans les équations (18) et (19).
Si on emploie la méthode des modules fictifs, il suffit de substituer
E, . o(l+c¢)
— a AL NN, 49
E, Oky
dans les mémes équations.
La méthode des modules fictifs n’offre donc pas d’avantage marqué sur la

méthode directe, qui elle-méme n’est pas plus compliquée que la méthode
classique.

3. Portique dont un seul poteau est chargé

11 s’agit de déterminer la charge limite d’affaissement du portique fig. 22.
Quoique la méthode directe puisse résoudre ce probléme, il est cependant
plus simple d’appliquer la méthode des modules fictifs qui permet ’emploi
des équations classiques sous une forme commode, notamment avec 1’emploi

de la fonction:
PR NE
@~ 2u\2u tg2u

dont la valeur est donnée par les tables en fonction de 2.
La contrainte limite d’affaissement P, du portique représenté sur les
figures 22 et 23 est alors déterminée par 1’équation:

ah (o Bl 5 B 1 b)
y +3_@§_I_1§=P,;1 EoI. "Hy I h (20)
A o L 1 L AR
Pii Ppy
6 Bo Ih P
Ah R B L5 P, 2
avec ' — kia E ;:lhb Phl e‘[‘, Z)kll — Ko ’E;SI].
By ol hyg h
I. b

On essaye une valeur de P,, on connait alors E, module fictif du poteau
comprimé, et on peut calculer i, par (20). On calcul ensuite 2u=7rl/Ps/Pk1
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et on trouve sur la table la valeur i, qui lui correspond. Pour que la valeur
de P, essayée soit bonne, il faut que ¢, =1, -
En supposant I=1,=1, et b=h, 1’équation (20) se simplifie et devient:

Py E;
1,6242,56 5— —
dopt 1,52 = 20 TP By 21
wt 155 P B (21)
o 42 _0,6082"
k1l §

Exemple numérique:
I=1I,=1,=2140 cm*
Q2=8270 mm?2, W=214, p=5,08 cm, h=b=650 cm.

Elancement du poteau go0 =128, o, =12,65.

P,,=12,65x 8270 = 105 000 kg.
On essaye P,=28900 kg, d’ou E,=15500, E,=16200.
1
P/, =105 000><—§5iE = 77500 kg,

L’équation (21) donne ,,,=1,39.

2u=m10,373=1,92 sur la table on trouve i(,=1,383 valeur suffisamment
voisine de iy,.
La charge limite d’affaissement est donc:

P, = 28900 X 0,975 = 28 200 kg.

Dans I’hypothése d’une piéce idéalement parfaite, on trouverait avec les

mémes calculs:
P, = 38000 kg.

Dans le premier cas, la charge limite admissible

28 200
P,=~15 =18800kg.
Dans le second cas:
P, = 3820500 = 15200 kg.

La précédente lui est supérieure de: 249,

4. Poutres continues dont certains appuis sont élastiques

Soit une poutre sur trois appuis (fig. 24) a travées égales, dont les 2 appuis
extrémes sont rigides et 1’appui central élastique. 11 s’agit de déterminer la
contrainte maximum correspondant & la charge P.

La méthode directe donne une solution simple, 1’équation donnant la
longueur de flambement
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l 4l

al alld
S . - (22)

al , ... . . . .
Pour P = équilibre suivant deux demi-ondes de sinusoide, moment nul
en B, l;,=I.

a4l , ... . . .
Pour P>~2— équilibre suivant deux portions de demi-ondes tangentes en

B sur 'horizontale: I <1, < 21.

Pour 4=0, I,=21.

Exemple d’application: La poutre représentée fig. 24 en acier 37 étant
soumise & une charge axiale P =155000 kg, on demande quelle est la section
la plus sollicitée, et la contrainte maximum dans cette section.

2 =11300mm?, p=3,13cm, [=1160cm?, W = 149 cm?3,
Il =250,4 cm  élancement A = 80,

—A~2_l- = 1000002>< 2,008 = 125000 kg done P>—Z¥.

La forme d’équilibre est donc celle représentée sur la fig. 25. L’équation (22)
donne comme solution

l . by o
7= 0,825 ce qui correspond & un élancement
1
80
0,825 = 97"

Or, pour cet élancement, la charge P=155000 kg est la charge limite
d’affaissement, ce qui signifie que la contrainte maximum dans la poutre est

24 kg/mm?2.
2,504
0,825

Et puisque l; = 3,04 meétres

la section dangereuse se trouve & une distance des appuis rigides de:

. 3,04: by
—— = 1,52 metres.
£=2504 m L C=2504m
P=155000 kg |A I = I C| P=- 765000 49
+ A =80 3 1-60 - Fig. 24.

A= 1000 /r\/g/cm

P=15500049 A _ l C_ B 155000 A9

V=282cm
Fig. 25.
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Dans I’hypothése d’une poutre idéalement parfaite, on trouve P =195 000
kg, qui correspond & un élancement 112 (au lieu de 97).

Les charges limites sont donc respectivement, avec prise en compte des
imperfections:

155000
p,= 222900 _ 163400 ke
1,5
sans imperfections:
19500
Py = 1202~ 78000 kg

la précédente lui est supérieure de: 32,5%,.

V1. Conclusion

La notion d’encastrement, telle qu’on la cong¢oit dans un systeme supposé
idéalement parfait, est profondément perturbée par les imperfections iné-
vitables des systémes réels.

Le fléchissement progressif des barres constitutives sous une charge crois-
sante, entraine des rotations aux nceuds, dont il est bien connu que méme
apparemment tres faibles, elles ont cependant des conséquences importantes
sur les moments d’encastrement.

Ce fléchissement progressif est un fait expérimental, et il est 1mposs1ble
en le négligeant, d’aboutir & une solution correcte.

Considérons par exemple un profilé HE 32 de 15,75 m de longueur, présen-
tant ainsi 1’élancement 207,6 envisagé dans 1’un des exemples de 'Introduc-
tion. La contrainte critique d’Euler est de 4,83 kg/mm?.

Méme si I’on suppose cette barre idéalement parfaite, il faut qu’elle fléchisse
avant de se ruiner. On calcule facilement que sous la contrainte 4,83, cette
fleche doit étre de 0,153 m avant que la limite élastique apparaisse au bord
des ailes.

Les imperfections agissant dans le méme sens qu’une diminution de raideur,
la fléche de la piece réelle sera plus grande. Par les Régles CM 56, on calcule une
fléche limite de 0,222 m sous la contrainte limite d’affaissement 3,56 kg/mm?2.

Mais cette fleche apparait progressivement & mesure que la charge croit
en partant de 0. Admettre que sous une contrainte 3,56 qui est environ les 3/,
de la contrainte critique d’Euler, la barre reste rigoureusement rectiligne, est
donc une hypothése en compléte contradiction avec I’expérience.

I1 en résulte que si 1’on veut s’en tenir dans la zone élastique, & un coeffi-
cient de sécurité unique, il faut que ce coefficient soit trés élevé, si 1’on veut
étre certain de la sécurité dans tous les cas.
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On a fait des progrés en Résistance des Matériaux du jour ou l’on a con-
sidéré la limite d’élasticité conventionnelle comme critére de ruine, aux lieu
et place de la limite de rupture.

On avait encore cependant le choix entre deux méthodes, soit considérer
la valeur la plus probable c’est-a-dire sensiblement la valeur moyenne, soit
une valeur inférieure telle que la probabilité de rencontrer une valeur plus
faible soit petite. C’est cette seconde méthode qu’on a choisie avec raison, car
on a éliminé ainsi des incertitudes, ce qui a permis de réduire le coefficient de
sécurité.

C’est donc dans cette voie de la réduction des incertitudes qu’il faut ainsi
s’engager dans la résolution des problémes d’instabilité qui, en Construction
Métallique, revétent une importance toute particuliére.

C’est ce qui a été fait dans les Regles CM 56, ce qui a permis de solutionner
économiquement les problémes relatifs aux barres bi-articulées, prismatiques
ou a treillis, et au flambement composé. Cependant, le probléme des systémes
hyperstatiques n’avait pas été abordé en envisageant la prise en compte des
imperfections.

Or, nous ’avons montré, les principes fondamentaux qui sont & la base
des Regles CM 46, concernant le lambement, s’adaptent particuliérement bien
a une extension aux systémes hyperstatiques. Avec ’emploi de formules simpli-
fiées, du genre de celles que nous proposons, les calculs deviennent plus simples
en moyenne, que par I’emploi de la méthode classique.

11 est donc possible d’étendre aux systémes hyperstatiques sans qu’il n’en
cotite rien, la conception cohérente de la sécurité a base probabiliste, déja
appliquée avec succés aux systemes isostatiques, et dont les bases sont d’une
solidité incontestable.

On peut estimer qu’il en résulterait une économie de matiére pouvant se
chiffrer en moyenne aux environs de 15 a 209, par rapport aux méthodes
actuelles, avec cette différence considérable que la sécurité serait homogéne
et garantie dans tous les cas.

Annexe I. Simplification des calculs

1. Barre sur deux appuis encastrée élastiquement

Soit 4 B une barre idéalement parfaite comprimée encastrée élastiquement
en A sur un systeme (I) et en B sur un systéme (II).

La souplesse en 4 du systéme (I) est par définition sa rotation &, sous 1’effet
d’un moment unité.

La souplesse en B du systéme (II) et la rotation &, répondant & la méme
définition.
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Prolongeons la barre 4 B de part et d’autre, de telle sorte que les poutres
AC et BD sur deux appuis simples aient respectivement la méme souplesse
que les systemes (I) et (II). On calculera « et 8 par:

al lgl PR
sET ~ U sgr =~ vz dou
SEI SEI
Z
4 £r Y
O=—= 5@
AL ‘ BL
cl &L g ET gl ___|p
l (F
Fig. 26.

Dans la barre sur 4 appuis ainsi constituée, la travée A B est encastrée
élastiquement au méme degré que lorsqu’elle était liée aux systeémes (I) et (II).

La longueur de flambement {; de la barre 4 B, qui correspond & sa charge
critique, et qui une fois connue permet précisément le calcul de cette charge
critique, peut s’obtenir par des formules simples, & 39, pres.

Pour fixer les idées, supposons o < f3

1. Si a>1:

l(l+1ﬁ6a 1+1ﬁ6B)

_! 2
b=3\35 1,660 T 241,668 (23)

2
2. Si 021
Deux cas peuvent se présenter:
a) B<3,5+16,542
alors la longueur de flambement donnée par (23) reste valable.
b) B>3,56+16,542.

On calcule /; par la formule (29) et rectifie cette valeur par la formule:

Cas particuliers o o= f3

_l1+1,660c

L =2 =,
f 241,66«

(25)
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2. Mt encastré élastiquement

L’extrémité B du mat 4 B est libre, son pied est encastré élastiquement
sur un systéme (I) dont la souplesse en A est ¢. On substitue au systéme (I)

y
. =}
ET
h
P
A
e

Fig. 27.

une barre sur deux appuis de méme raideur £ I que celle du mét, et dont la
souplesse en 4 est la méme que celle du systeme (I).

ah SEI
sgr -~ =0

La hauteur de flambement %; est donnée & 29, prés par:

h;y=2hV1+080a. (26)

3. Application des formules simplifiées

Dans le calcul des souplesses des systémes (I) et (II), il faut évidemment
tenir compte des barres qui & l'intérieur de ces systémes peuvent étre compri-
mées (éventuellement tendues).

Dans I’hypothése de systemes idéalement parfaits dont toutes les barres
sont en zone élastique, les calculs de « et B se font avec le module E. En zone
plastique, il faut faire intervenir un module réduit E’, pour toutes les barres
comprimées au-deld de la limite de proportionnalité, y compris la barre 4 B.

Dans I’hypothése des systémes réels avec leurs imperfections, il faut pour
toutes les barres comprimées, des systémes (I) et (II), et pour la barre 4 B
faire intervenir le module fictif E,, qui a pour limite

B E
L

quand la compression est nulle.
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Résumé

Jusqu’a présent, la détermination des systemes hyperstatiques dont cer-
tains éléments sont soumis au flambement, se faisait classiquement dans I’hypo-
thése de barres idéalement parfaites.

L’auteur montre qu’une telle pratique peut étre dans certains cas trés
dangereuse, car les perturbations qui proviennent des imperfections inévitables,
ont une influence importante sur la position des points d’inflexion, et par
suite, sur la longueur de flambement, laquelle intervient & la puissance deux.
11 en résulte que pour que la sécurité soit assurée dans tous les cas, 1’emploi de la
méthode classique nécessiterait 1’application d’un coefficient de sécurité de
I’ordre de 8, ce qui serait prohibitif.

La conclusion, c’est qu’il est absolument nécessaire d’abandonner les
méthodes classiques en prenant en compte systématiquement les imperfec-
tions. L’auteur propose une méthode qui reposant sur des bases solides, permet
sans complications d’assurer la sécurité dans tous les cas tout en aboutissant
a une économie moyenne de matiere appréciable. '

Zusammenfassung

Die Behandlung der statisch unbestimmten Systeme, deren Stidbe z.T. auf
Knicken beansprucht sind, wurde bisher auf Grund der klassischen Annahme
ideal fehlerloser Stébe durchgefiihrt.

Der Verfasser zeigt, dafl ein solches Verfahren in bestimmten Fillen sehr
gefahrlich sein kann, weil die Abweichungen infolge unvermeidlicher Mangel
die Lage der Wendepunkte und somit die in der zweiten Potenz wirkende
Knicklinge stark beeinflussen. Es folgt daraus, dal bei Anwendung des klas-
sischen Verfahrens ein unannehmbarer Sicherheitsfaktor von etwa 8 notwen-
dig wére, um die Sicherheit in allen Fillen zu gewihrleisten.

Der Verfasser schlielt daraus, dafl die klassischen Verfahren zugunsten
einer systematischen Beriicksichtigung der Mingel aufzugeben sind und
schlagt ein wohlbegriindetes Verfahren vor, welches die Sicherheit in allen
Fallen gewdhrleistet und dabei zu einer merklichen mittleren Werkstoff-
ersparnis fiihrt.

Summary

The design of statically indeterminate systems, some members of which
are compressed, has hitherto been carried out by assuming that these members
are ideally perfect.

The author shows that such a practice may be very dangerous in some
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cases, because the disturbances due to unavoidable imperfections have a
considerable influence on the position of the points of contraflexure and conse-
quently on the effective length, which intervenes as the 2nd power. It follows
that safety cannot be ensured in all cases by using the conventional method,
unless an excessively high safety factor, of the order of 8 could be accepted.

Hence it is absolutely necessary to abandon the conventional methods by
taking the imperfections systematically into account. The author suggests a
method established on reliable bases which enables safety to be ensured in all
cases, without any complications, while at the same time it allows on an
average, a considerable saving of metal to be made.
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