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Plaques et coques cylindriques orthotropes ä nervures dissymetriques

Orthotrope Platten und Zylinderschalen mit einseitigen Aussteifungen

Orthotropic Plates and Orthotropic Cylindrical Shells with Asymmetric Ribs

CH. MASSONNET

professeur ä l'Universite de Liege (Belgique)

Introduction

Les plaques et coques cylindriques renforcees par une ou deux familles
orthogonales de nervures paralleles se rencontrent de plus en plus frequem-
ment, soit comme elements de structures (tabliers de ponts de grande portee,
bordages de bateaux, fuselages d'avions, etc.), soit comme structures propre-
ment dites (ponts ä poutres multiples, barrages ä cylindre ou ä segment,
coques de sous-marins etc.).

Le calcul de ces pieces pose les deux problemes suivants:

A. L'etablissement des equations aux derivees partielles gouvernant leur
deformation sous l'effet des forces exterieures.

B. L'evaluation des coefficients intervenant dans ces equations, que nous
designons dans la suite de cette note sous le nom de rigidites.

La maniere la plus simple de traiter le probleme A. est de supposer que la
plaque (ou la coque cylindrique) nervuree est remplacee par une plaque (ou
une coque cylindrique) d'epaisseur constante, composee d'un materiau
elastique presentant deux directions orthogonales privilegiees, c'est-a-dire orthotrope.

On remplace ainsi l'orthotropie de structure de la plaque ou de la
coque par l'orthotropie de son materiau constitutif. Cette technique a ete
utilisee pour la premiere fois par Htjber [1] dans le cas des plaques planes et
ensuite etendue au cas des coques cylindriques par divers auteurs (p.ex.
Bodner [2]).

On peut se demander cependant s'il est licite de suivre cette voie. Comme
on le montrera plus loin, la reponse est oui, si les nervures sont disposees
symetriquement par rapport au feuillet moyen de la plaque ou de la coque;
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non, en toute rigueur, dans le cas contraire (et frequent) oü les nervures
n'existent que d'un seul cote de ce feuillet moyen.

Meme si l'on est dispose a accepter cette erreur fondamentale provenant
de l'introduction du materiau fictif orthotrope, on doit encore resoudre le

probleme B. evoque ci-dessus, ä savoir 1'evaluation des rigidites intervenant,
a titre de coefficients, dans l'equation de Huber des plaques planes ou son
correspondant pour les coques cylindriques.

Hoppmann [3,4] a propose d'evaluer ces rigidites experimentalement, en
soumettant un panneau rectangulaire ä la flexion pure successivement dans
les deux sens puis ä la torsion pure, et en mesurant simultanement les efforts
appliques et les deformations produites. Nous montrerons au § 3 que cette
methode, excellente pour les plaques a nervures symetriques, est theorique-
ment imparfaite dans le cas des plaques ä nervures dissymetriques. On peut
aussi essayer d'evaluer les rigidites par la voie theorique [5]. Nous comptons
examiner en detail, dans une autre publication, les difficultes que souleve
cette determination.

La deuxieme maniere de traiter le probleme A. est d'etablir les equations
differentielles de la coque conservant sa forme reelle et sa structure eventuellement

composite (p. ex. formee de beton et d'acier). On fait choix d'une surface
de reference arbitraire, que la plupart des auteurs fönt coincider avec le feuillet
moyen de la dalle isotrope faisant partie de la plaque nervuree; on prend
comme inconnues les composantes cartesiennes u, v, w, du deplacement d'un
point de ce feuillet.

Cette fagon de traiter le probleme est quasi- rigoureuse, c'est-ä-dire qu'elle
ne met en jeu que des hypotheses aisement acceptables, relatives par exemple
ä la largeur effective de plaque qui collabore avec les nervures en flexion.
Malheureusement, eile conduit ä un Systeme complexe de trois equations aux
derivees partielles simultanees par rapport ä u, v, w. Dans un premier chapitre,
nous developpons ces equations en suivant partiellement le memoire de

Giencke [6] qui est lui-meme base sur la theorie developpee par Pflüger [7],
En eliminant u et v, on peut ramener ce Systeme ä une seule equation aux

derivees partielles du huitieme ordre en w. L'equation aux derivees partielles
de Huber etant du quatrieme ordre seulement, il est clair qu'il n'existe aueune
plaque orthotrope au sens de Huber rigoureusement equivalente ä la plaque
nervuree reelle. On peut cependant trouver une plaque de Huber approxi-
mativement equivalente ä la plaque nervuree, en majorant fictivement les

rigidites flexionnelle et torsionnelle de cette plaque telles que les donne la
theorie de l'elasticite. A ce propos, nous montrons que la rigidite torsionnelle
fictive proposee par Giencke [6] est fort exageree. Nous etablissons une valeur
plus precise de cette rigidite fictive.

Dans le second chapitre, nous etendons les resultats obtenus aux coques
cylindriques ä deux familles orthogonales de nervures dissymetriques. Apres
avoir examine brievement les termes qui peuvent etre negliges dans l'analyse
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mathematique, nous developpons le Systeme de 3 equations en u, v, w, puis
nous le reduisons ä une equation du huitieme ordre en w. Des applications de

cette theorie ä divers problemes pratiques seront donnees dans un memoire
ulterieur.

Chapitre I. Plaques ä deux Familles orthogonales de

nervures dissymetriques

§ 1. Equations fondamentales

1.1. Hypotheses de calcul

On analyse ci-apres le comportement d'une dalle isotrope renforcee par
deux familles orthogonales de nervures identiques et regulierement espacees,
disposees d'un seul cote de cette dalle, et qui peuvent etre faites d'un autre
materiau que la dalle elle-meme (fig. 1.) ou meme de plusieurs materiaux.

?\L

Fig. 1.

Les equations fondamentales qui vont etre etablies sont basees sur les

hypotheses admises dans la theorie classique des plaques minces isotropes,
a savoir:

1. Les materiaux composant la plaque nervuree obeissent ä la loi de Hooke.
2. Les deformations de flexion obeissent ä l'hypothese de Bernoulli, selon
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laquelle des sections planes faites normalement au feuillet moyen de la
dalle, restent planes et perpendiculaires ä ce feuillet apres deformation.

3. On neglige le gauchissement de ces sections provoque par les tensions de

cisaillement.
4. Les deplacements des points du feuillet moyen perpendiculairement ä ce

feuillet sont faibles par rapport ä l'epaisseur de la plaque.

En plus de ces quatre hypotheses classiques, nous admettrons:

5. Que les efforts de cisaillement paralleles au feuillet moyen sont repris
exclusivement par la dalle isotrope; cette hypothese est d'autant mieux
verifiee que les nervures sont plus minces dans le sens parallele ä la plaque.

6. Que, pour 1'evaluation des moments de torsion dans la plaque, les nervures
peuvent etre supposees detachees de la dalle isotrope.

7. Que les effets provenant du gauchissement des sections droites des nervures
sont negligeables, de sorte que ces nervures suivent en torsion les lois de la
torsion uniforme selon Saint Venant.

1.2. Notations

1.2.1. Les axes coordonnes sont disposes comme suit:

Le plan z 0 est le plan moyen de la dalle isotrope; les axes x et y sont
paralleles aux deux familles de nervures.

Les composantes du deplacement d'un point du plan moyen suivant les

axes x, y, z, sont designees par u, v, w.
On designe par:

h : l'epaisseur de la dalle;
E, v: le module de Young et le coefficient de Poisson des materiaux inter-

venants;
bx, by\ les distances entre deux nervures successives paralleles ä 0 y et ä 0 x,

respectivement;
()', ()', les derivees partielles par rapport ä x et ä y, respectivement.

1.2.2. Rigidites extensionnelles unitaires

Eh

(1.1)

de la dalle isotrope: D ** '\1 — vz

de la plaque nervuree: Dx — iE (z)dQx; Dy j- E (z)düy.

Les notations J et J representent des integrales etendues aux sections de la

plaque nervuree de largeurs bx et by respectivement (fig. 1).
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1.2.3. Distances des axes neutres des nervures au plan moyen z 0

üx1Jx J üy-uy J
bx bv

1.2.4. Rigidites flexionnelles et torsionnelles unitaires

rigidite de la dalle isotrope B —— ^-, (1.3)

rigidites flexionnelles unitaires de la plaque nervuree par rapport aux axes
neutres correspondants

Bx ±-JE(z)(z-ex)*dQx; Bv=± fs(z)(z-ev)*dQu. (1.3)

bx bff

FDans les integrales (1.1) a (1.3) ci-dessus, il faut remplacer E par __ 2
dans

la partie de 1'integrale relative ä la dalle isotrope.
Les rigidites torsionnelles unitaires des nervures, Bxy et Byx, sont ä determiner

en se basant sur la theorie de la torsion de Saiot-Venant1).
Si M*y et M*x sont les moments de torsion unitaires repris par ces nervures,

on a les relations
yif* ~R ft • M* ft ft (n\"*¦"• xy -^xy^xy* ^™yx MJyxKJyx^ V"'/

oü 9xy et 9yx sont les angles de torsion unitaires des nervures paralleles ä l'axe
des x et ä l'axe des y, respectivement. Dans ces formules, les moments M*
et les torsions sont mesurees positivement dans le sens d'un tire-bouchon
visse dans le sens positif des axes x ou y. D'apres cette Convention et l'hypothese

2, on a 9xy w" et 9xy— —wr\ oü w" represente d'ailleurs la torsion
geometrique de la dalle isotrope; en remplacant les 9 par ces valeurs dans les
formules (a), on trouve les relations

M*, Bxyw"; M*x -Byxw". (1.4)

Introduisons encore la notation
C B + Bxy + Byx. (1.5)

1.2.5. Etat de tension dans la plaque nervuree

La dalle isotrope est en etat double de tension earacterise par les composantes

<jx, ay, rxy et est en outre le siege de tensions tangentielles transversales

rxz et ryz. Les nervures sont le siege de tensions normales ax ou uy ainsi que de
tensions tangentielles rxz, ryz, provoquees par leur torsion ä la Saint-Vekant.

x) Dans le cas particulier oü les nervures sont a section ouverte et ä parois minces,

on calculera bx Bxy et by Byx par la formule — 2 b hs oü b est la largeur d'un des rectangles
ö

d'epaisseur h faible composant la section droite de la nervure.
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La loi de Hooke fournit entre ces tensions et les deformations correspondantes
les relations suivantes:

Dans la dalle isotrope:
1

/ \
1

/ \ rxy { n E \
ex=-fi(°x-vvy)\ €y -^((j-va^; yxy — lavec (r

+
I

d'oü l'on deduit

E E E
(Jx=Y—^(€x + V€y)'> €y Y3^(62/ + V€*); r*V 2(l+v)Yxy' ^'^

Dans les nervures, on a

ax E*x\ ay Eey> (X-7)

parce qu'il est connu que la torsion uniforme ä la Saint-Venant ne produit
aueune dilatation ex, ey ou €z du materiau.

1.2.6. Efforts resultants unitaires dans une section droite

On definit les efforts resultants dans une section droite comme dans la
theorie classique des plaques isotropes; ces efforts se divisent en deux groupes:

A. Efforts de Vetat membranaire (paralleles au plan moyen de la plaque).

Efforts normaux Nx j- axdüx; Ny j- crydQy.
bx bp

Efforts de cisaillement paralleles au plan moyen: (LS)
1 f l f

dalle dalle

Les deux dernieres integrales ne s'etendent qu'ä la dalle isotrope parce que
les tensions de cisaillement dans les nervures paralleles au plan moyen sont

supposees nulles en aecord avec l'hypothese 5.

B. Efforts de Vetat de flexion (les sens positifs de ces efforts sont definis ä

la figure 2):

— moments flechissants par rapport aux axes x et y situes dans le plan
moyen de la dalle

Mx=^-\oxzdQx\ My =—\oyzdQy.
bx by

— moments de torsion (positifs dans le sens positif des axes x et y)

(1.9)
-£- jTxVzdQx + M*y; Myx --jiMxy — — j- I T^zai^ + iW^; Myx — \ryxzdily + Myx.

dalle dalle
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Efforts tranchants normaux au plan moyen

207

Tx-*-jrxzdß.; T,= *-jrv zdQ„

1 'y

'X

•\A

Fig. 2.

1.3. Equations d'equilibre

La plaque nervuree est supposee chargee de forces normales ä son plan
moyen, reparties avec l'intensite p(x,y).

L'equilibre de translation parallelement au plan moyen donne les deux
equations

Nx + Nyx 0; N'xy + Ny 0. (1.10)

L'equilibre de translation normalement au plan moyen et l'equilibre de
rotation donnent les 3 equations suivantes:

Tx' + Ty-+p 0, -M'xy + My-Ty 0, M'x + M'yx-Tx 0. (1.11)

En eliminant les efforts tranchants entre ces trois relations, on trouve
l'equation classique

M'J + (-Mxy + Myx)''+My'+p 0. (1.12)

1.4. Etat de deformation de la plaque nervuree

L'etat de deformation du plan moyen de la dalle est caracterisee:

A. Par ses deformations membranaires, c'est-ä-dire les dilatations

ex u' \ iy v

et par la distorsion
Vxy U+V'.
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B. Par ses deformations flexionnelles, c'est-ä-dire les courbures

et la torsion geometrique

1 ff 1
— w ; — — w

Px Py

8xy -®yx w"'

En vertu de l'hypothese n° 2 (de Bernoulli), l'etat plan de deformation
en un point de la dalle situe ä la distance z du plan moyen est donne par les

relations
z z

e„ e„ H u' —zu" e e„. H V — z w"
Px Py

(1 13)
Vxy rxy-2zexy U +v'-2zw".

1.5. Expressions explicites des efforts unitaires

En remplacant dans les expressions de definition (1.8) et (1.9) des efforts
unitaires les tensions par leurs expressions (1.6) ou (1.7) en fonetion des
deformations, puis les deformations par leurs expressions (1.13) en fonetion des

deplacements, et en tenant compte des relations (1.4), on aboutit aux relations
suivantes:

Nx Dx(u'-exw") + vDv
Ny Dy(v' -eyw') + vDu', (1.14)

Nxy= Nyx ^D(u+vf).

(1.15)

Mx — Bxw" —v Bw" +exDx(ur — exw"),
My — Byw" —vBw" + eyDy(v' —eyw"),

Mxy= [(l-v)B + Bxy]w",
Myx=-[{l-v)B + Byx\w".

1.6. Equations fondamentales de la plaque nervuree

En remplacant les efforts N et M par leurs expressions explicites (1.14) et
(1.15) dans les equations d'equilibre (1.10) et (1.12), on obtient les equations
fondamentales de la plaque nervuree sous la forme:

Dx(u" -exwn,)+ — {l-v)u' + — (l+v)v" =0,

Dy(v'-eyw'")+^(l+v)uf'+^(l-v)vff =0,
(1

-(Bx + elDx)w"" + exDxu"'-(2B + Bxy + Byx)w'f''

-(By + elDy)w"" +eyDyv'" +p 0.
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1.7. Cas particulier des plaques ä nervures symetriques

Si la plaque comporte des nervures disposees symetriquement par rapport
au plan moyen de la dalle isotrope, ex ey 0. Le plan moyen de la dalle
isotrope n'est pas deforme, c'est-ä-dire u =u' v v' 0. Les deux premieres
equations (1.16) sont identiquement satisfaites et la troisieme coincide avec
Vequation de Huber:

Bx w"" + (2 B + Bxy + Byx) w"- + By w"" p. (1.17)

On pose generalement pour simplifer

2B + Bxy + Byx 2H. (1.18)

1.8. Energie potentielle interne d'une plaque ä nervures dissymetriques

L'energie potentielle de la plaque nervuree se compose de l'energie interne
de la dalle isotrope et de celle des nervures; eile a pour expression generale

F==
2(i—v2) jjj (e%+€l+2v€x€y+-^yxv)dxdydz

dalle (1 19)

¦ jjj (4 + 4) dx dy dz + VZZT ¦+ -2

L'energie de torsion des nervures doit etre calculee ä part, parce qu'on n'a
pas defini en detail la repartition des tensions tangentielles dans ces nervures.

En partant de l'expression classique pour l'energie de torsion d'une poutre

V rce*.
)-rdx

oü C est la rigidite torsionnelle et en remarquant qu'ici 9= ±w", on trouve

VZZneS \\\{Bxy + Bvx)w'-*dxdy. (1.20)

En remplacant dans (1.19) ex, ey et yxy par leurs expressions (1.13), integrant
par rapport ä z et introduisant les notations (1.1), (1.2), (1.3), on trouve, tous
calculs faits:

V =^ \[\pxu^^Dyv^^^^D(u^v'Y^2vDu'v
-2exDxu'w"-2eyDyv-w''+(Bx + e*Dx)w"*^ (1.21)

+ 2vBw"w- + [2B(l-v) + Bxy + Byx]w''2\dxdy.
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Dans un grand nombre de problemes pratiques, la plaque est posee ou encastree

tout le long de son pourtour sur un support rigide, de sorte qu'on a, w 0

le long du bord. Dans ce cas, on peut demontrer que 2)

jj(w"w" —w"2)dxdy 0,

de sorte que les deux derniers termes de l'expression (1.21) peuvent se grouper
et qu'on a

F=i JT \Dxuf2i-Dyv'2 + ^^D(u+vf)2 + 2vDufv'

-2exDxu,wn-2eyDyv'w' + {Bx + elDx)wn2 + {By + elD)w'2 (1.22)

+ (2B + Bxy + Byx)w"^dxdy.

§ 2. La plaque de Huber approximativement equivalente ä une plaque ä nervures
dissymetriques

2.1. Introduction

En eliminant u et v entre les 3 equations (1.16), on peut obtenir une equation

du huitieme ordre en w, de la forme

ax w"""" +a2w"""" +a3 w"""" +a±w" +a5w K (2.1)

oü K depend des derivees quatriemes de p.
II n'y a aucun interet ä reproduire ici les valeurs explicites des coefficients

a1,...a5, qui sont tres complexes3). Le point important, qu'il importe de

souligner, est que cette equation n'est pas reductible a une equation du
quatrieme ordre du type de Huber.

Par consequent, il n'existe aueune plaque orthotrope (au sens de Huber
rigoureusement equivalente ä une plaque ä nervures dissymetriques.

Cependant, comme l'integration du Systeme d'equations (1.16) entraine

2) En effet, en appliquant la formule de Gauss

IdA dB

dw d2w „ dw d2w
avec A —— 7—— et B — ~dx dy2 dx dxdy'

rr[/d2wd2w\ /d2w\2l21 _ Cdw d
on trouve j J [(^ ^) -^) J dx dy j-^ ^ (dw)

et 1'integrale curviligne est nulle puisque dw 0 tout le long du borä.
3) On peut obtenir aisement ces valeurs explicites en partant de la theorie des coques

cylindriques a nervures dissymetriques developpee dans le second chapitre de ce memoire
et en supprimant tous les termes contenant 1'inverse 1/R du rayon de la coque.
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des calculs extremement laborieux, tandis que la litterature offre de nombreuses
Solutions de l'equation de Huber souvent accompagnees de tables numeriques
[8,9,10], il y a grand interet ä remplacer la plaque nervuree reelle par une
plaque de Huber qui prendrait, sous les charges exterieures, approximative-
ment les memes deformations d'ensemble.

Une tentative dans le sens indique ci-dessus a ete faite par Giencke [6].
Remarquons, ä ce sujet, que la quantite

H^B+Bxy + Byx
(2.2)

joue, dans l'equation (1.17) de Huber, le röle de rigidite torsionnelle de la
plaque nervuree. Giencke recommande, en conclusion de son etude, de tenir
compte de l'excentricite des nervures en remplacant la quantite (2.2) par la
rigidite torsionnelle apparente*)

H* B + ^y+^m + vexeyD + {ex +ey±^. (2.3)

Nous montrerons ci-apres que l'expression (2.3) exagere fortement l'effet de la
dissymetrie des nervures et nous proposerons au § 2.3 une autre expression
de H* qui serre la realite de plus pres.

2.2. Les approximations de Huber et de Giencke

On peut ecrire les deux premieres equations (1.16) sous la forme:

Dxu" exDxw'"-D[(l-v)u~ + (l+v)v'-],
Dyv- eyDyw" -D[{l-v)u- + (l-v)v"]. ' }

Derivons ces relations par rapport a x et ä y respectivement et substituons
les valeurs de Dxu'" et Dyv" obtenues dans la troisieme equation (1.16);
nous obtenons l'equation:

Bx w"" + By w- + (2 B + Bxy + Byx) w"~ + D [(1 - v) ex + (1 + v) ey] «'"
+ D[(l+v)ex + (l-v)ey]v"-=p '

c'est-ä-dire l'equation de Htjbee oü la rigidite torsionnelle

B + -
-DXy 4" -Byx

4) Giencke propose en realite la formule

H* B + Bxy + Byx + vexeyD + {ex + ey)2<<l~^)D.

II nous parait qu'il compte par erreur deux fois la rigidite torsionnelle propre des

nervures. C'est pourquoi la formule (2.3) est corrigee en consequence.
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est majoree du terme

Si Ton pose v 0 dans cette expression, on obtient comme valeur approchee

D(ex + ev)(uf..+v,,h

Mais yxy u+v' (2.7)

est la deformation par cisaillement que subit dans son plan un element dx dy
de la dalle isotrope par suite de la deformation de la plaque nervuree. Ce

terme correctif (2.6) de la rigidite torsionnelle a donc comme valeur approchee

^^- (2-8)

A present, il est clair que l'intensite du cisaillement dans la dalle isotrope
varie d'un point de cette dalle ä l'autre. De plus, eile depend essentiellement
de la forme, du mode de chargement et du mode d'appui de la plaque nervuree.

II resulte de ces considerations qu'il n'existe pas de formule generale
donnant la rigidite torsionnelle apparente de la plaque de Huber approxi-
mativement equivalente ä la plaque nervuree reelle, mais seulement des

formules particulieres applicables chaeune a des problemes particuliers.
Ces importantes reserves etant faites, voyons comment on peut decouvrir

ces formules particulieres. Nous examinerons ci-apres quatre Solutions approximatives

de plus en plus precises:

Approximation d'ordre zero

Si l'on suppose, par analogie avec la theorie des plaques isotropes, que la
dalle isotrope est infiniment rigide au cisaillement dans son plan, eile impose
son plan moyen ä la plaque nervuree; les deplacements u et v des points de ce

plan moyen sont alors negligeables. En posant u v 0 dans la troisieme
equations (1.16), on obtient l'equation

(Bx + ex*Dx)w"" + (2B + Bxy + Byx^ (2.9)

qui est grossierement erronee, parce qu'elle exagere les valeurs des rigidites
flexionnelles et sous-estime celle de la rigidite torsionnelle.

Approximation d'ordre un

Si, au contraire, on suppose que la dalle isotrope n'oppose aueune resistanee
aux deformations par cisaillement dans son plan, c'est ä dire que la rigidite
D 0, les deux premieres equations (1.16) se reduisent a

0; v" —e,.w" 0,
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ce qui correspond ä

u exw'\ v eyw (2.10)

Cela revient a supposer que les nervures imposent a la plaque des axes neutres
distants respectivement de ex et ey de la dalle superieure.

En remplacant u et v par ces valeurs (2.10) dans la troisieme equation
(1.16), on obtient Vapproximation de Huber

Bxw'f'' + (2B + Bxy + Byx)w''''+Byw- =p. (2.11)

Elle revient ä supposer que les equations (2.4) se reduisent ä

Dxu" exDxw'" ; Dyv" eyDyw",
c'est-a-dire a poser u v 0 dans l'equation (2.5).

L'expression de l'energie potentielle correspondant a 1'approximation de
Huber s'obtient en remplacant u par exw' et v par eyw dans l'expression (1.21)
de l'energie potentielle d'une plaque ä nervures dissymetriques, mais en faisant

abstraction des termes ~v D (u + v')2 + 2 vD u' v', qui correspondent ä l'energie

de cisaillement de la dalle isotrope dans son plan. Dans ces conditions,
l'expression (1.21) se reduit a l'expression classique

V ^j{Bxwff2 + Byw-2 + (2B + Bxy + Byx)w-2}dxdy (2.12)

et les coefficients de w"2, w"2 et w"2 sont respectivement les rigidites flexionnelles

et la rigidite torsionnelle considerees par Huber.

Approximation d'ordre deux

La realite est evidemment intermediaire entre les approximations d'ordre
zero et un, en ce sens que les amplitudes des deplacements u et v sont moindres
que celles donnees par les expressions

u exw'; v eyw (2.10)

Pour obtenir des valeurs ameliorees de u et v, on peut remplacer dans les
seconds membres les relations (2.4), u et v par leurs expressions (2.10) ci-dessus,
ce qui donne les relations

Dxu" exDxw'"-D[(I-v)ex + (l+v)ey]w'~,
Dyv" eyDyw'~ -D[(l+v)ex + {l-v)ey]w'"

puis subsituer ces valeurs ameliorees dans la troisieme equation (1.16). Cela
revient exactement a remplacer u et v par exw' et eyw dans l'equation (2.5),
qui a ete deduite precedemment de (1.16) en effectuant precisement la Substitution

en question.
On obtient ainsi l'equation

Bxw,fff^2B + Bxy+Byx+2vexeyD+(ex+ey)2^ =p (2.14)
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c'est-ä-dire precisement Vapproximation proposee par Giencke.
L'expression de l'energie potentielle correspondant ä 1'approximation de

Giencke s'obtient directement en remplacant u par exwr et v par eyw' dans

l'expression generale (1.21); on trouve ainsi:

V \\j{Bxw"2 + Byw~2 + 2H*w"2)dxdy (2.15)

H B+B™ + B" + ^D(ex + ey)* + vDexey.

Pour que 1'approximation de Giencke soit interessante, il faut que le

Processus d'approximations decrit ci-dessus converge, c'est-ä-dire qu'en
appliquant de nouveau la technique d'approximations successives decrite
ci-dessus, on obtienne une approximation meilleure que celle de Giencke.
Voyons ce qu'il en est:

En remplacant dans les seconds membres des equations (2.4) derivees par
rapport ä x et y respectivement u" et v" par leurs expressions ameliorees
(2.13), on trouve les expressions (en principe meilleures!):

Dxu'''=exDxw''''-D^v\exw''---D[(l-v)ex + (}+v)ev]w"^

-^~^{eyw"--D[(l+v)ex + (l~v)ey]w""},
„ " (2.15)

Dyv- =evDyw- j^-{exw""-D[(l-v)ex + (l+v)ey]w--}

-D21DV){evw""-D[(l+v)ex + (l-v)ey]w""}-

Substituons-les dans la troisieme equation (1.16). Cela revient exactement
a remplacer u et v par leurs valeurs (2.13) dans l'equation (2.5), qui a ete
deduite precedemment de (1.16) en effectuant precisement la Substitution en
question.

On obtient ainsi l'equation:

+ \bv-

D2 1

'x~j^-K + ey + v(ex-ey)]2\w""

{5v-4^[«a + e» + "(«x-«*)]2}«'""' (2.16)

+ \2B + Bxy + Byx + 2vexeyD + (ex + eyr{1 ^^
Cette equation est la meilleure equation du quatrieme ordre du type de Huber

qu'on peut obtenir par le processus d'approximations successives. En effet, en
effectuant l'approximation suivante, on verifierait aisement qu'on aboutit ä

une equation du sixieme ordre, c'est-ä-dire sans interet pour le but que nous
"poursuivons.
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Or, en comparant la Solution (2.16) avec la Solution (2.14) de Giencke, on
voit que la rigidite torsionnelle apparente H* est la meme dans les deux cas,
tandis que les rigidites flexionnelles apparentes de l'equation (2.16) sont dimi-
nuees par rapport ä celles de l'equation de Giencke. Des exemples numeriques
montrent qu'elles peuvent prendre des valeurs negatives, ce qui est evidemment

absurde5).
On constate donc que l'equation (2.16) est moins bonne que l'equation

(2.14) ou, en d'autres termes, que le processus d'approximations successives

decrit dans ce paragraphe ne conduit pas ä des approximations sans cesse

ameliorees, mais au contraire ä des Solutions s'ecartant sans cesse davantage
de la realite.

2.3. Prise en compte approchee de la dissymetrie des nervures basee sur des

considerations energetiques

Le theoreme du minimum de l'energie potentielle dit que, si nous imposons
ä la plaque une deformee w w (x, y) determinee, les deplacements u et v pren-
dront des valeurs telles que l'energie potentielle totale soit minimum.

Considerons donc ä nouveau l'expression (1.21) de cette energie potentielle.
La partie de cette expression qui ne depend que de w etant invariable par
hypothese, les valeurs de u et v doivent rendre minimum la partie de V qui
depend de u et v, c'est-ä-dire:

V =| [[{Dxu'2 + Dyv2 + ^^D{u+v')2 + 2vDu'v

— 2Dxexu'w" — 2Dyeyv w"\dxdy.
(2.17)

Si nous voulons aboutir ä une equation du type de Huber de la forme

B**W l 2m d*W
1 B**W -v (2 mB*dx^1H dx2dy2
+ B«dy±-p> (2*18)

5) Par exemple, dans le cas frequent oü la plaque ne comporte des nervures que
dans le sens des x,

» » EhZ n n EhBy~B \2{\-v2y D* Di2(i-v2)> e* 0-

La rigidite flexionnelle apparente pour la flexion dans le sens des y vaudrait:

^-4^[e- + ^ + v(e--^)] 12(1-,«) " i=* ±DX

Eh* [t 3.P(l+y)2e|l
i2(i-v)4 h2Dx y

Dans le cas de nervures ä section rectangulaire de hauteur d et d'aire unitaire egale

[o 7,2 *1

1 — — -rs-rr —\
3 dz (1 + v)^J

h /8
II serait negatif pour toutes les valeurs de d superieures a l/-^l,26/^!

1 -p V r O

a
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nous devons exprimer les deplacements u et v en fonetion de w. La discussion
faite au paragraphe 2.3 nous montre que 1'excentricite des axes neutres des

deux familles de nervures est intermediaire entre O.et ex (ou ey)\ il est done
raisonnable de poser

u axwf; v ayw (2.19)

oü ax et ay sont des constantes %).

En substituant ces expressions dans l'expression (2.17) de V, on trouve:

V'=\jj{Dxalw''* + Dyalw-* +^D(ax + ayYw'-

+ 2vDaxayw''w''—2Dxexaxw''2 — 2Dyeyayw''2\dxdy.

Les conditions pour que V soit minimum sont

dax day

Developpons les calculs, en admettant qu'il s'agit d'une plaque ä bord
fixe, de sorte que

\\w" w% dxdy jjw"2dxdy.
On trouve, en ordonnant par rapport ä ax et ay

exDxjjwff2dxdy,

a*\\ dxdy-\ ayjjw"2dxdy

(2.20)

{l+^)Dax [[w"2dxdy + ay JT Dyw"2 + {l~^Dw"2]dxdy

eyDy$Jw"2dxdy-

Les rigidites flexionnelles et torsionnelle apparentes s'obtiennent, soit en
introduisant les expressions (2.19) de u et v dans l'equation (1.16) et en
determinant les coefficients de wn", w"" et le demi coefficient de wn", soit en
introduisant les expressions (2.19) de u et v dans l'expression (1.21) de l'energie
potentielle interne et determinant les coefficients de w"2, w"2 et le demi-
coefficient w" 2. Par ces deux methodes, on trouve les formules:

6) Le type le plus general de Solution approchee qui conduit ä une equation de
Huber est

u' aw" + bw; v=cw" + dw"

oü a, b, c, d sont des constantes. Le developpement des calculs bases sur ces formules
nous a montre que les resultats obtenus sont peu differents de ceux obtenus a partir
des lois (2.19); le Supplement de precision est paye par une complication considerable
des calculs.
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B* BX + (ex -axf Dx; B* By + (ey -ayf Dy;
(2-21)

H* B+~xv' ~v* + ^D(ax + ayF + vDaxay.
BXy + Byx

t l-V

Les equations (2.20) representent un Systeme de 2 equations lineaires par
rapport aux inconnues ax, ay; les coefficients de ces equations dependent de la
deformee w w(x,y) prise par la plaque. Les valeurs de ax, ay obtenues en
resolvant le Systeme varient donc essentiellement d'un probleme ä l'autre. II
revient au meme de dire qu'il n'y a pas d'expressions generales des rigidites
B*, B*, H* de la plaque de Huber approximativement equivalente ä la
plaque reelle, mais seulement des expressions valables pour un mode de

sollicitation determine. Ainsi, par exemple, soumettons la plaque ä la flexion pure
dans le sens des x (Mx constante, My 0). La plaque prend une deformee
en surface anticlastique caracterisee par w"= cste, w" =cste, w" =0. En intro-
duisant ces valeurs des derivees dans les egalites (2.20), on trouve

Q"x ^x y ®y ^y >

et par consequent

B* BX; B* By;

H* B+B*« + Bv*
+ ±^D(ex + eu)* + vDexey.

Dans le cas extreme oppose oü la plaque est soumise ä la torsion pure
(Mx My 0, Mxy^0), eile se deforme en paraboloide hyperbolique carac-
terise par w"=w"=0, ^"4=0. Les equations (2.20) donnent alors ax ay 0

et il en resulte que
B* Bx + exDx>Bx,
B* Bv + e%Dy> Bv,

tandis que l'expression (2.21) de la rigidite torsionnelle H* se reduit ä la
valeur de Huber

H B +
J^xy + -Byx

qui est le minimum de toutes les valeurs que peut prendre H*.
En resume, les valeurs experimentales des rigidites B*, B*, H* que Von

obtient par deux essais de flexion pure et un essai de torsion pure sont toujours
des valeurs minima. Dans un probleme de deformation statique ou de vibrations,

une plaque ä nervures dissymetriques presente des rigidites effectives
apparentes, variables d'un point ä l'autre et toujours superieures aux valeurs
experimentales dont question ci-dessus.

Or la technique experimentale de determination des rigidites que l'on vient
de decrire est essentiellement celle proposee par Hoppmann (3,4). II en
resulte que la methode de Hoppmann peut conduire ä de serieux ecarts
vis-ä-vis du comportement reel de la plaque si l'excentricite des nervures est
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tres accusee, comme dans une plaque orthotrope en acier pour tablier de pont,
par exemple. Dans ses experiences, Hoppmann a etudie des plaques ä
nervures peu saillantes, pour lesquelles les corrections intervenant dans les valeurs
de Bx, By et H sont negligeables.

2.4. Calcul des rigidites apparentes d'une plaque ä nervures dissymetriques servant
de pont ä poutres multiples

L'application la plus importante de la theorie qui precede est le dimensionnement

correct des ponts ä poutres multiples.
Comme on le sait, ces ponts sont generalement simplement appuyes sur

deux bords paralleles et libres sur les deux autres bords. D'autre part, il a
ete montre que la mise en charge la plus dangereuse pour les poutres est

pratiquement celle pour laquelle le pont est charge de forces variant sinusoidale-
ment dans le sens de la portee.

La deformee du pont sous une ligne de charges sinusoi'dale est complexe
et depend de 1'excentricite «e» de cette ligne de charges par rapport ä l'axe
longitudinal du pont. Pour obtenir des valeurs des excentricites ax, ay, qui
soient valables en toute generalite, nous prendrons comme probleme de base

celui du pont infiniment large, simplement appuye sur ses deux bords paralleles,
et charge d'une ligne de forces sinusoidales le long de Faxe des x comme le
montre la figure 3; nous admettrons que les valeurs obtenues sont
applicables au pont reel de largeur finie.

y_^Appui 0 Simple

^

Appui Simple/x/
Fig. 3.

Soit B%w""+2H*w""+B*w"" =p
l'equation de la plaque de Huber equivalente en moyenne (pour le probleme
etudie!) ä la plaque nervuree reelle.

Nous avons montre dans une publication anterieure [9] que cette plaque
de Huber prenait la deformee



Plaques et coques cylindriques orthotropes ä nervures dissymetriques 219

V n/l+a 77 X
w(x,y) F. e-"7-2-ysm—-

£*w32l/2(l+a) 2

oü les symboles co et a sont definis par les relations

ttJB*. H*
l \ B*' ]/B*B*'

La deformee ci-dessus est de la forme

77 X
w(x,y) sin-=- Aape~ky(cosay + Bsinay)

avec les notations

k a> /1+a t/1—a ^ -,/T+a

Jia
£*<o32j/2(l+a)

d'oü l'on deduit directement

Jc2 + a2 od2; k2 — a2 a)2oc.

et par consequent
k2-a2 _ 2;

k + a2 a
Posons pour simplifier

e~ky cos a y fx (y); e~ky sin a y f2 (y)

et remarquons que l'on a

/i(0) i; /2(0) o.

Les derivees successives des fonctions / sont:

f1 -(kf1 + af2); fi (]fi-a»)f1 + 2kaft;
/i - kta + ah ; /" (fc8-o»)/s-2ia/1;

avec les notations /, la deformee de la plaque s'ecrit:

77 X
w(x,y) Aap(f1 + Bf2)Bin —

Tous calculs faits, on obtient comme valeurs des integrales necessaires:

jjw"2dxdy 2jdxjw"2dy
0 0

jjw"2dxdy (a2 + k2)2 co4.

I co 4 rt2 i K h2 R*

Hw'-*dxdy £(a* + k*) u>*y^.
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En introduisant ces valeurs dans les equations (2.20), on trouve, apres division
par Dx B* et Dy B* respectivement:

V " (2.22)

2ß a*)B*~e"'
(l-v)DJB$ +

-(1

On peut resoudre ce Systeme par rapport ä ax et ay.
Notons que 1'evaluation de (ax + ay) par les formules (2.22) ne peut se

faire que par approximations successives. On se donne des valeurs approchees
de ax et ay, ä l'aide desquelles on calcule des valeurs approchees de B*, B*
et H* par les formules (2.21). Puis on determine des valeurs meilleures de

ax et ay en resolvant le Systeme (2.22); et ainsi de suite. Pratiquement, il suffit
de chercher la correction ä apporter h H*.

2.5. Calcul des tensions dans une plaque ä nervures dissymetriques

La dissymetrie des nervures se marque non seulement dans la valeur des

rigidites apparentes de la plaque, mais encore dans la repartition des tensions
dans cette plaque.

En remplacant, dans les formules (1.6) et (1.7) donnant les tensions, cx, ey
et yxy par leurs valeurs (1.12), on obtient les relations:

Dans la plaque isotrope

E
crx 2[u' + vv —z(w" +vw")],

E
°y ^ _ 2 tv" + v u' ~ z (w" + v^")]'

E
Txy ""2(1+1/; (u +v' — 2zw")

Dans les nervures
ax E(u' -zw"),
ry — E {v —zw").

Les t dans les nervures peuvent s'obtenir par la theorie classique de la torsion,
en partant de l'angle de torsion unitaire

9 w".

Pour avoir une theorie approchee homogene, on doit faire, dans les formules
ci-dessus

u axw', v ayw
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conformement aux relations (2.19). Ces formules s'ecrivent alors:

Dans la plaque isotrope:

E
l-v2

E
l-v

E
2 (l+v)

[(ax-z)w" +v(ay-z)w~],

2[{ay-z)w~ +v(ax-z)w"], (2.23)

Dans les nervures:

(ax-\-ay — 2z)w".

E{ax-z)w"
(2.24)

oy E (ay — z)w"

plus les tensions tangentielles determinees comme il a ete dit ci-dessus. Les
efforts et moments dans la plaque nervuree s'obtiennent de meme en
remplacant, dans les equations (1.14) et (1.15), u et v par les valeurs axw' et ayw \

on trouve ainsi:
Nx Dx(ax-ex)w" + vDayw" >

Ny Dy(ay-ey)w" +vDaxw", (2.25)

l-vNxy —2~ D (ax + ay) w" •

Mx - -[Bx + (e2x-exax)Dx]w"-vBw",
My =-[By + (e2-eyay)Dy]w~ -vBw", (2.26)

Mxy=[(l-v)B + Bxy]w"; Myx=-[(l-v)B+Byx]w".
Nous nous proposons ci-apres de comparer numeriquement les valeurs du

parametre de torsion oc
H- obtenues 1. par la theorie classique de Huber;

VB^Wy
2. par Giencke, et enfin 3. par notre methode approchee dans le cas d'une
plaque infiniment longue formant panneau de tablier orthotrope en acier. Nous
empruntons cet exemple ä la publication de Trenks [11]. Les dimensions de
la section droite de la plaque sont definies ä la figure 4. La portee est Z 4 m.
La charge sinusoidale appliquee vaut

- 7TX
p psm—j- avec p 1 t/m crt.

,.h IG

220.17,

U00U00

Fig. 4.
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On a directement par la figure

D Dy h
~E=~Y T^72 17'58 mm /mm'

4 ^t 12(f-v2) 3?5 mm4/mm-

Trenks donne les valeurs suivantes:

¦*^x "t" ^ff -^a; fiOO • nervure par unite de longueur C\ n. x ia
By-\-e2Dy ~ h ' ' t '

oü dx est la distance au plan moyen de la dalle du centre de gravite d'une
nervure.

On en deduit:

^nervure par unite de longueur ~~ ö mm /m.
d^. 160 mm.

-^ (Ä, + e2Dx) 600 /^^i/AA 600_j| 600 x 375 225 000 mm4/m. (a)

La distance de l'axe neutre au plan moyen de la dalle isotrope est donne par
1 'egalite

Q Yd =(ü i ^töle\^r
430 nervure ^ ^x 1 *a nervure ' -i 2 / x

j. < 8X160dou ex ____ 50,1 mm.

Des lors, on deduit de l'egalite (a)

^ 225 000 - e%^ 225 000 - e2 (ß„e + ^j
225 000-5ÖH"2 (8+ 17,58) 160 600 mm4/mm.

La rigidite torsionnelle vaut, selon Huber
H B 375 E kg mm2/m.

Le parametre de torsion de la plaque correspondant vaut

*H
—^— 375

0,0483.
VBxBy 1/160600x375

Selon Giencke, la rigidite torsionnelle vaudrait, d'apres la formule (2.14)

H* B + vexeyD + {ex + ey)2{±^
,0,7X17,58,0375j£ + 50,l2 ' 8125#kgmm2/mm,
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et le parametre de torsion aurait pour valeur

«Q=^!^_= 1,045.
/160 600X375

Appliquons maintenant notre möthode approchee. Adoptons provisoirement

B* BX; B* By, a 0,30.

Les equations (2.22) s'ecrivent:

8,585^ + 9,26^ 180,5

0,0314^+1,017^ 0.

On en tire:
ax 21,4 mm; ay — 0,679 mm

puis
H* 1 f_ D(l-v)/
-E- ^[B+-AT-d{a^ay) 375+1368 1743mm4/mm,

-4- ~[Bx + Dx(ex-ax)2] 160600 + 20600= 181 200 mm4/mm.
Ht iL

BS 1
-JL (B + Dal) 375+17,58 X0,679a 383mm4/mm,

MJ E

H* 1743
ZM VB*B* 1^181200x383

0,211.

Ces valeurs sont suffisamment precises pour la pratique. Si l'on desire des
valeurs tres precises, on peut reecrire les equations (2.22) avec les valeurs de
J5*, jB* et ocM trouvees en dernier lieu; on obtient les equations

8,672 a^ + 9,75 ay 171,5

0,0299^+1,016^ 0

dont les racines sont:

ax 20,5 mm; ay —0,603 mm.

c'est-ä-dire pratiquement identiques aux valeurs trouvees en premiere approximation.

Chapitre IL Coques cylindriques a nervures dissymetriques

§ 3. Equations fondamentales

3.1. Introduction

II est aise d'etendre la theorie developpee au chapitre I au cas plus general
d'une coque cylindrique renforcee par deux familles de nervures orthogonales,
disposees d'un cote de la töle suivant les paralleles et generatrices de la coque,
respectivement. Cette theorie est basee sur les memes hypotheses qu'au §1.1.
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3.2. Notations

On choisit comme origine des axes un point du feuillet moyen de la töle
isotrope faisant partie de la coque orthotrope. Les axes x, y, z, sont disposes
comme l'indique la figure 5. On designe par u, v, w, les deplacements elas-

tiques d'un point du feuillet moyen dans le sens de x, y, z, respectivement.

Fig. 5.

Pour le surplus, on utilise ä nouveau les notations introduites aux chiffres
1.2.1 ä 1.2.5 du paragraphe 1.

3.3. Equations d'equilibre

La coque nervuree est supposee chargee de forces normales ä son feuillet
moyen, reparties avec l'intensite p(x,y).

L'equilibre de translation d'un element de coque parallelement au feuillet
moyen donne les deux equations:

N'x + Nyx 0; N'xy+Ny 0, (3.1)

oü l'on designe, comme dans le cas des plaques, par )' et )' des derivees

partielles par rapport ä x et y respectivement. L'equilibre de translation
normalement au feuillet moyen et l'equilibre de rotation donnent les 3 equations

suivantes:

Tx+Ty +^ + p 0, -M'xy + Mv-Ty 0, M'x + Myx-Tx=0.

En eliminant les efforts tranchants entre ces trois relations, on trouve
l'egalite

M'x' + (-Mxy + Myx)" +My +~ + P 0. (3.2)

3.4. Etat de deformation de la coque nervuree

Reissner [12] et Zerna [13] ont montre que, vu les hypotheses simplifica-
trices faites dans l'introduction (chiffre 1.1), il n'y avait pas d'interet ä retenir,
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dans les expressions des deformations, les termes en w, w", w' et w" qui sont
utilises par Flügge dans sa theorie des coques cylindriques [14, 15]. En conse-
quence, les deformations en un point du feuillet moyen sont donnees par les

expressions simples

/ w -ex u ; ey v --g ; yxy u +v

En vertu de l'hypothese 3) faite au paragraphe 1.1, les deformations en
un point quelconque de la coque valent:

€x ex — zw" u' —zw"',

w
€y iy — zw"=v—— — zw", (3.3)

Vxy Yxy~2zw" U+V'-2ZW".

3.5. Expressions explicites des efforts unitaires

En remplacant dans les expressions de definition des efforts unitaires
donnees au paragraphe 1.2.6 les tensions par leurs expressions (1.6) ou (1.7)
en fonetion des deformations, puis les deformations par leurs expressions (3.3)
en fonetion des deplacements, on aboutit aux relations suivantes:

Nx =Dx(u'-exw") + vD^v-^y

Ny Dy(v -~-eyw-)+vDu", (3.4)

Nx„ Nvx -^D(u-+v').

Mx —Bxw" —vBw" +exDx(u' — exw"),

My =-Byw"-vBw"+eyDy\v-^-eyw"Y
Mxy= [(l-v)B + Bxy]w'-,
Myx -[(l-v)B + Byx\w'\

On peut constater que ces expressions sont les memes que celles trouvees
dans le cas d'une plaque, sauf que v est remplacee partout par (v — ~\.

3.6. Equations fondamentales de la coque cylindriques nervuree

En remplacant les efforts N et M par leurs expressions explicites (3.4) et
(3.5) dans les equations d'equilibre (3.1) et (3.2), on obtient les equations
fondamentales de la coque cylindrique nervuree sous la forme
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Dx{u" -exw'")+ — {\-v)u- +—{\+v)v'- -~w' 0,

n x (l+v)D (l-v)D „ Dy ADy(v -eyw + v

2' u' + ±—jl—v"--Jfw=0,
(Bx + exDx)w"" + (2B + Bxy + Byx)w""+(By + elDy)W-

r> /// 7"> •• 2eyDV Dy VD Dy
er.Dru -eyDyv +—fA^ —wv —#"« + -WW V

(3.6)

^x -^X R R RR2
3.7. Equation en w seul

Proposons-nous d'eliminer u et v entre les trois equations (3.6) de maniere
ä obtenir une equation aux derivees partielles ne contenant plus que le deplacement

w normal ä la coque.
On peut ecrire les deux premieres equations (3.6) sous la forme

Dxu"+Av"+Cu' =M, Dyv" +Au' + Cv" N, (3.7)

en introduisant les notations

A=^(l+v); C ^-(l-v), (3.8)

M =Dxexw'" +^=-w'; N Dyeyw" +—j^w (3.9)

Les equations (3.7) presentent une certaine symetrie dont on peut tirer parti
pour separer les variables u et v. En derivant la premiere equation (3.7) deux
fois par rapport ä x puis deux fois par rapport ä y, puis la 2e equation (16)
une fois par rapport ä x et une fois par rapport ä y, on trouve les relations:

Dxu"" + Av""+Cu"~ =M" (a)

Dxu"~+Av"'+Cu~~ =M~ (b)

Dy v"" +Au"~+Cvn" N" (c)

Ajoutons (a) multiplie par C ä (b) multiplie par Dy et soustrayons-en (c)

multiplie par A; on parvient ä eliminer la variable v et on obtient la relation

CDxu"" + (C2 + DxDy-A2)u"~+CDyu- C M" + DyM~ -AN"
Cette relation peut se mettre sous la forme condensee

cp(u) CM" + DyM~ -AN" (3.10)

en introduisant 1'Operateur differentiel lineaire du quatrieme ordre

<p() CDx()"" + (0* + DxDy-A*)()""+CDy(r" (3.11)
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En effectuant sur les equations (3.7) les manipulations symetriques de celles
decrites ci-dessus, on obtient une equation aux derivees partielles en v seul

cp (v) CN" +DxN,f -AM" (3.12)

symetrique de (3.10).
II est maintenant aise d'obtenir l'equation ne contenant plus que w; en

effet, appliquons 1'Operateur cp aux deux membres de la troisieme equation
(3.6); il vient:

?[(Bx + exDx)w"'' + (2B + Bxy + By^^
+ J CyE yw"+^w\-exDxcp(u''')-eyDycp(v'")

Dy VD

En remplacant <p(w"'), cp(v"), cp{v) et cp(u') par les valeurs obtenues par
differentiation des relations (3.11) et (3.12), on obtient l'equation suivante
aux derivees partielles du huitieme ordre en w:

<p[(Bx + exDx)w"" + (2B + Bxy + Byx)w"" + (By + eyDy)w~~]

+ [2eyDvw.. + DjtJ_exDAGM + DyM -AN
L K M J (3.13)

-eyDy (CN +DXN"- -A M'"")-^(CN'" +DXN'" -AM'-)

-?£(CM'" + DyM"'-AN"-) 9(p).

3.8. Equations fondamentales du voilement d'une coque cylindrique ä nervures
dissymetriques

Les equations etablies au chiffre 3—7 ne conviennent que pour etudier
des situations d'equilibre stable, mais on peut aisement les completer pour
leur permettre de representer des phenomenes de voilement.

Appelons Nx, Ny et Nxy, respectivement, les resultantes par unite de

longueur des efforts normaux axiaux et circonferentiels et des efforts tangen-
tiels provoques dans la coque non voilee par les forces exterieures. Si nous
nous limitons ä la consideration des petites deformations, nous pouvons
admettre que les efforts en question gardent leurs valeurs dans la coque
infiniment peu voilee.

Si on admet de plus 1'approximation de Donnell [16], on peut voir que
les resultantes et moments interieurs gardent leurs expressions anterieures
(3.4) et (3.5). Les conditions d'equilibre (3.1) restent inchangees, tandis que
la condition (3.2) doit s'ecrire, pour p 0:
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jtf;' + (-jfw+jfyj'-+^ o.

On constate que cette equation peut s'obtenir en remplacant dans (3.2)

p par le terme
Nxw" + Nyw" +2Nxyw" (3.14)

Par consequent les equations differentielles du voilement sont les equations
(3.6) [ou l'equation (3.13)] dans lesquelles on remplace p par le terme ci-dessus.

Remarque: II est clair que, dans la theorie developpee ci-dessus, on a
etudie avec raffinement l'effet de 1'excentricite des nervures tandis qu'on
adoptait par ailleurs pour le jeu des forces dans la coque voilee une approximation

assez sommaire, ä savoir celle de Donnell. Une teile maniere de faire
n'est peut-etre pas tres equilibree. Nous l'adoptons neanmoins parce que nous
croyons que les termes provenant de 1'excentricite des nervures sont plus
importants que les termes «de Flügge» et que ce sont eux qu'il faudrait con-
server d'abord si l'on veut envisager des effets du second ordre.
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Resume

L'auteur developpe la theorie des plaques formees d'une dalle isotrope
renforcees par deux familles orthogonales de nervures fixees d'un cote de
cette dalle. II montre que dans une teile structure, le deplacement transversal



Plaques et coques cylindriques orthotropes ä nervures dissymetriques 229

w obeit ä une equation du huitieme ordre. II n'est pas possible de trouver une
equation du quatrieme ordre de Huber representant rigoureusement, pour
tous les cas de charge, le comportement de la plaque reelle. Par contre, il est
possible de trouver, pour un cas de charge determine, une plaque de Huber
equivalente en moyenne ä la plaque reelle. L'auteur montre comment on peut
trouver les rigidites de cette plaque de Huber dans le cas oü la plaque etudiee
est tres large et forme pont ä poutres multiples. II montre que la valeur de
la rigidite torsionnelle apparente proposee par Giencke est excessive.

La theorie precedente est ensuite etendue aux coques cylindriques renfor-
cees par deux familles orthogonales de nervures fixees d'un cote de la coque.
Les equations generales obtenues seront appliquees ä des cas concrets dans un
memoire ulterieur.

Zusammenfassung

Der Verfasser entwickelt hier die Theorie der, durch zwei orthogonale
Scharen von einseitig fixierten Steifen verstärkten, isotropen Platte. Er zeigt,
daß in einem solchen Tragwerk die Querverschiebung W einer Gleichung
achter Ordnung gehorcht. Es ist nicht möglich, eine Hubersche Gleichung
vierter Ordnung zu finden, die für alle Belastungsfälle genau das Verhalten
der reellen Platte beschreibt. Dagegen ist es möglich, für einen bestimmten
Belastungsfall eine Hubersche Platte zu finden, die im Mittel der gegebenen
Platte entspricht. Der Verfasser zeigt, wie man die Steifigkeitswerte dieser
Huberschen Platte, dort wo das untersuchte Tragwerk sehr breit ist und eine
Brücke mit mehreren Hauptträgern bildet, bestimmen kann. Er zeigt auch,
daß der Wert der scheinbaren Torsionssteifigkeit, wie er von Giencke
vorgeschlagen wurde, zu hoch ist.

Diese Theorie wird weiterhin auf Zylinderschalen mit einseitig fixierten,
orthogonalen Steifenscharen erweitert. Die hier aufgestellten allgemeinen
Gleichungen werden in einer späteren Abhandlung auf konkrete Fälle
angewendet werden.

Summary

The author develops the theory of plates consisting of an isotropic slab
reinforced by two orthogonal series of ribs fixed to one side of the slab. He
shows that in a structure of this kind the transverse displacement w follows
an eighth-order equation. It is impossible to find a Huber fourth-order equation

which represents strictly, for all cases of loading, the behaviour of the
actual plate. On the other hand, it is possible to find, for a given case of
loading, a Huber plate which is equivalent, on an average, to the actual plate.
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The author shows how it is possible to determine the rigidities of this
Huber plate for the case where the plate being studied is very wide and
forms a multi-girder bridge. He shows that the value for the apparent torsional
rigidity suggested by Giencke is excessive.

The foregoing theory is then extended to cylindrical shells stiffened by
two orthogonal series of ribs fixed to one side of the shell. The general equations
obtained will be applied to concrete cases in a subsequent paper.
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