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Zur Berechnung von Spannbetonbauteilen nach der
Verformungstheorie
(Ein Beitrag zum «Dischinger-Effekt»)

Calculation of Prestressed Concrete Members According to the Strain T heory

Calcul des éléments en béton précontraint d’aprés la théorie des déformations

Dr. Ing. Karr Korpina, Technische Hochschule Miinchen

In den «Abhandlungen 1956 » der «Internationalen Vereinigung fiir Briicken-
und Hochbau» hat DimiTtrov [1] iiber «Einfliisse der Verformungstheorie bei
der Vorspannung — Dischinger-Effekt» berichtet. Diese Arbeit enthilt sehr
interessante Gedankenginge und Ergebnisse zur Theorie II. Ordnung bei
Betonbauwerken. Ihre Giiltigkeit fiir die Berechnung der Schnittkrifte aus
Vorspannung ist aber auf den Fall der Vorspannung okne Verbund bei fre:
gefithrtem Spannglied beschriankt.

Diese wichtige Einschrinkung wird in der Arbeit DiMiTROovs [1] nicht
entsprechend hervorgehoben; auch wird die Anwendung der allgemein ge-
wonnenen Ergebnisse in [1] an 3 praktischen Beispielen gezeigt, bei denen
die Spannglieder in vollem Verbund liegen. Diese Anwendungsbeispiele sind
somit fiir die vorliegende Aufgabenstellung ungeeignet und konnten daher
beim unvoreingenommenen Leser zu falschen Vorstellungen fiihren.

Es soll nun hier versucht werden, die Darstellungen DIMITROVS zu ergin-
zen und so zu einer Kldrung der gegebenen Probleme beizutragen.

1. Zunichst sei der Sachverhalt kurz angedeutet: DimiTROV untersucht
Systeme, die sich unter der Einwirkung von Biegemomenten und Léngs-
kriften verformen, so dafl die Léingskrifte infolge dieser Verformungen zu-
satzliche Momente liefern. Diese Zusatzmomente bedingen wieder starkere
Ausbiegungen, so dafl der Beitrag der Langskrifte zum Moment erneut ver-
groflert wird. Es ergibt sich die bekannte Riickkopplungserscheinung.

In Fig. 1 ist ein einfaches System der beschriebenen Art dargestellt. Infolge
der Querbelastung ¢ ergeben sich die Momente M, und die Durchbiegungen w,.
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Die in ihrer Richtung unveréndert gebliebenen Lingskréfte H rufen Zusatzmo-
mente 4 M = Hw hervor, wobei w—w, die insgesamt infolge der Langskrifte
H entstandene Durchbiegungsvergroerung darstellt.
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Fig. 1. Balken unter der Wirkung von Léngskriften und Querbelastung.
Durchbiegungen, Haupt- und Zusatzmomente.

Jene Zusatzmomente 4 M werden um so groBer ausfallen, je weicher der
Balken ist — je mehr er sich unter der Wirkung der Biegungsmomente und
Léngskrifte verformt. Fiir den unendlich steifen Balken gibt es keine Ver-
formungen infolge ¢ und keine Zusatzmomente 4 M.

Beschrinken wir unsere Betrachtung zunichst auf rein elastische Baustoffe,
so ist klar, dall H stets kleiner als die Eulersche Knicklast des Balkens a—b
bleiben muB3, weil andernfalls die Durchbiegungen sofort unendlich grof3 wiir-
den und kein Gleichgewichtszustand mehr eintreten konnte. Es liegt daher

nahe, das Mal} der Steifigkeit des Balkens durch das Verhiltnis V=—%c aus-
zudriicken, wobei H =2 ET:];z gesetzt ist. Die Grofle v ergibt sich im iibrigen
auch bei der unmittelbaren Berechnung der Zusatzmomente 4 M.

Die endgiiltige Groe des Momentes M kann mit Hilfe des Ausdruckes

M= M0+M0:_i18: 20

- (1)
abgeschitzt werden, dessen Ableitung DISCHINGER in [2] gibt.
Der Zahlenwert 8 beriicksichtigt die im allgemeinen mangelnde Affinitéit
zwischen der Biegelinie infolge ¢ und der Form der Knickwelle und ist von
der Belastung, Lage des untersuchten Querschnittes und der Art des Trag-
werkes abhingig. § kann in Gl. (1) oft gegeniiber v vernachlissigt werden.
Fiir den Fall, dal der Balken a—b aus Beton besteht, wird das unter-
suchte Druckglied auch Kriechverformungen, also plastische Verformungen,
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zeigen, woraus sich weitere, erhebliche VergroBlerungen dieser Zusatzmomente
A M ergeben. Dies rithrt zunéchst daher, dafl die Durchbiegungen — und
damit die Ausmittigkeiten der Lingskraft H — ansteigen, wodurch die Zusatz-
momente an sich schon anwachsen. Man kann diesen Vorgang dadurch ver-
anschaulichen, dal man sich die Kriechverformungen durch ein langsames
Absinken des Elastizitdtsmoduls des Betons hervorgerufen denkt. Der Beton-
balken wird «weicher» und biegt sich daher mehr durch. Diese so vergroBerten
Zusatzmomente erhéhen ihrerseits die Randspannungen, wodurch aber wieder
die Kriechverformungen vergréflert werden. Es zeigt sich ein #hnlicher Riick-
kopplungsvorgang wie bei rein elastischen Verformungen, nur erheblich ver-
starkt.

DiscHINGER [2] hat diese Erscheinungen unter Annahme eines linearen
Spannungs-Dehnungsgesetzes (E,= const.) sowie spannungsproportionalen
Kriechens iibersichtlich beschrieben und Losungen angegeben, die allerdings
wegen dieser Annahmen nur fiir den Gebrauchszustand der untersuchten
Tragwerke gelten. Aussagen iiber ihr Verhalten im Bruchzustand sind hieraus
nicht moglich.

Um die groflen Verdienste DISCHINGERs zu wiirdigen, schligt nun Dimi-
TROV vor, die durch plastische Verformungen bedingte Vergroferung der
Zusatzmomente 4 M als «Dischinger-Effekt» zu bezeichnen.

DiMiTrOV zeigt ferner an einem Beispiel, dall die von DISCHINGER [2]
entwickelte Losung durch sein neu aufgestelltes Naherungsverfahren [3] mit
hinreichender Genauigkeit ersetzt werden kann. Er verwendet dabei den

Ansatz
@t (v+90)

(e)V(V—l) . (2)

v+0
v—1

Mt:Mo

Um die Annéherung an die Wirklichkeit noch weiterzutreiben, fithrt DimiTROV
die mit dem Altern des Betons verkniipfte Erhohung des E-Moduls in die

Betrachtung ein und gibt schlieflich in einer Reihe von Tabellen Rechenwerte

%t— an, die es gestatten, auch fiir abschnittsweise verianderliche Dauerlasten
0

die Momente nach der Verformungstheorie auf einfachste Weise abzuschétzen.
All diesen Untersuchungen liegt — wie schon erwahnt — die Voraus-
setzung zu Grunde, dall sich das Tragwerk gegeniiber der Wirkungslinie der
Langskrafte (Stiitzlinie bei Bogenbriicken!) verschieben kann. Diese Annahme
allein 148t ja iiberhaupt erst das Entstehen zusédtzlicher Momente 4 M zu und
bildet die Voraussetzung fiir die Anwendung der Verformungstheorie!
Obwohl DimiTROV in [1] zunéchst von den gleichen Voraussetzungen aus-
geht, vertritt er die Auffassung, die Verformungstheorie auch auf Spann-
betonbauteile anwenden zu miissen, um deren Spannungszustand beim Eintritt
plastischer Verformungen vm Beton (Kriechen) zutreffend erfassen zu konnen.
Als Langskraft im Sinne der Fig. 1 fiihrt er dabei die Vorspannkraft ein,
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obwohl die Spannglieder in den von ihm behandelten 3 Beispielen im Verbund
liegen und keine gegenseitigen Verschiebungen zwischen Betondruckglied und
Spannglied moglich sind.

Um MifBlverstéindnisse auszuschlielen sei ausdriicklich hervorgehoben, daf3
Dimitrov hierbei weder Spannungsumlagerungen zwischen Stahl und Beton
zu berechnen sucht noch die Einwirkung &duBerer Langskrifte auf das Spann-
betontragwerk beriicksichtigen will — auch nicht solcher Léngskrafte, die
als statisch unbestimmte Stiitzkrifte infolge der Vorspannung entstehen
konnen.

Gegeniiber dieser Auffassung, die in [1] nicht ndher bewiesen wird, miissen
Bedenken geltend gemacht werden. Sie werden in den folgenden Ausfithrungen
begriindet:

2. Betrachten wir einen Rechteckrahmen mit Zugband, der duflerlich sta-
tisch bestimmt gelagert und durch lotrechte Lasten beansprucht sein moge.
Das biegeweiche Zugband sei durch starre, aber gelenkig angeschlossene
Hingestangen mit dem Rahmenriegel verbunden. Sind diese Aufhdngungen
relativ dicht angeordnet, miissen Rahmenriegel und Zugband in jedem Quer-
schnitt die gleichen lotrechten Durchbiegungen ausfithren. Bei grofleren
Abstinden zwischen den Aufhingungen wird man dies nur fiir jene Quer-
schnitte behaupten konnen, in deren Néhe solche Héngestangen angeordnet
sind (Fig. 2).

Fiir die Berechnung der Riegelmomente nach Theorie I. Ordnung spielen
diese Verbindungen zwischen Riegel und Zugband keine Rolle — wir rechnen
ja am unverformten System. Untersucht man aber das verformte System,
so sieht man, daf3 denim Bereich 1—1 nach abwiérts gerichteten Umlenkkréften
im Riegel stets gleich groBe, nach oben gerichtete Krifte aus der Zugband-
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Fig. 2. AuBerlich statisch bestimmt gelagerter Rechteckrahmen mit Zugband und starren,
aber gelenkig angeschlossenen Héangestangen.
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verformung gegeniiberstehen. Die in den Rahmenstielen auftretenden zusétz-
lichen Verformungsmomente werden als vernachlassigbar klein vorausgesetzt;
sie sind im iibrigen fiir die folgenden Betrachtungen unwesentlich. Da bei der
vorausgesetzten lotrechten Belastung aus Gleichgewichtsgriinden die Druck-
kraft im Riegel entgegengesetzt gleich der Zugkraft im Zugband sein muf,
konnen die Riegelmomente nach folgender Gleichung angeschrieben werden:

M=My+Dwr+Zw,; D=—-7, (3a,b)

wobei hier w, =w, zu setzen ist, so dal} sich die beiden letzten Glieder gegen-
seitig aufheben. Unter M, verstehen wir wieder die Momente nach Theorie
I. Ordnung. Die absolute Groéfe von wp=w, spielt dabei keine Rolle; die
«stiitzenden» Schnittkrifte stehen im indifferenten Gleichgewicht mit den
«verformenden» Schnittkréften. Die lotrechten Durchbiegungen des Riegels
sind lediglich eine Folge der Momente M.

Zusatzmomente 4 M =D wy konnen nur dann auftreten, wenn w, =0 wird,
was aber dem Rahmen ohne Héngestangen entspriache. In diesem Falle mii3te
der Riegel die infolge der Verformung wj, auftretenden zusitzlichen Biege-
momente ebenfalls durch seine Biegesteifigkeit aufnehmen. Stiitzende Krafte
aus der Zugbandverformung stiinden nicht zur Verfiigung.

Treten in einem Rahmen nach Fig. 2 plastische Verformungen im Riegel
auf, werden sich zwar die Ausbiegungen wy=w, vergroflern, doch tritt keine
Anderung im Kriftespiel ein. Nach wie vor liefert das Zugband Stiitzkrifte,
die zu seiner Verformung proportional sind und verhindert dadurch die Ent-
stehung von Zusatzmomenten im Riegel. Es wurde bereits gezeigt, dal lot-
rechte Verbiegungen des Riegels nur aus den Momenten M herrithren konnen.
Das Kriechen 146t diese Ausbiegungen anwachsen, so, als ob der E-Modul im
Riegel langsam absinken wiirde.

Man kann sich nun diesen Rahmen ersetzt denken durch einen vorge-
spannten Balken, dessen Spannglieder in Spannkanélen reibungsfrei, aber ohne
seitliches Spiel, gefiihrt sind. Liegen die Spannglieder ausmittig, wird sich der
Balken zwar beim Spannen verbiegen, doch ist in jedem Querschnitt die auf
den Beton wirkende Druckkraft durch die Lage der Spannglieder unverschieb-
lich festgelegt. Die Spannglieder miissen die gleichen Ausbiegungen durch-
fithren wie das Betondruckglied, und es kann nach Gl. (3) zu keinen Zusatz-
momenten aus der Verformung des Balkens kommen — auch nicht im Falle
zusitzlicher plastischer Verformungen des Betons, weil hierdurch keine Ande-
rung im Spiel der dulleren Kréfte entsteht. Es genitigt, sich diese Kriechver-
formungen wieder durch ein langsames Absinken des Z-Moduls des Betons
entstanden zu denken und man wird eindeutig erkennen, dafl hieraus kein
Erfordernis fiir die Einfiilhrung der Verformungstheorie abgeleitet werden
kann.

Kehren wir nun zum Rahmen der Fig. 2 zuriick und nehmen wir an, daB
die Hingestangen biegesteif am Rahmenriegel angeschlossen wiren, um so den
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Vergleich mit einem Spannbetonbalken msit Verbund zu ermoglichen. Bei
Belastung des Riegels kann die Kraft im biegeweich vorausgesetzten Zugband
nicht mehr auf die ganze Linge konstant sein. Sie wird sich an den Angriffs-
punkten der Héngestangen sprungartig andern, trotzdem aber in jedem Quer-
schnitt gleich der Druckkraft im Riegel sein. Die Langskraftinderungen in
Riegel und Zugband werden ja durch die in jeder Hangestange konstanten
Querkrifte erzeugt. Auch hier gilt Gl. (3), gleichgiiltig ob plastische Ver-
formungsanteile auftreten oder nicht.

Mit diesen Ausfithrungen diirfte der Sachverhalt hinlinglich geklirt sein.

3. DimiTrOV hat zweifellos recht, wenn er zwischen den hier unter Punkt
1 behandelten Systemen und vorgespannten Bauteilen Analogien feststellt.
Diese Analogien sind aber nur dort gegeben, wo zwischen Betonkérper und
Spannglied Verschiebungen w moglich sind, wie dies in Fig. 3 angedeutet ist.

Dies ist aber in der Regel nicht einmal bei Vorspannung okne Verbund
der Fall, weil man auch dort die Achse des Spanngliedes zumindest an einigen
Punkten gegeniiber der Druckgliedachse unverschieblich festlegen wird. Es
entsteht dann ein System, das dem unterspannten (Langerschen) Balken
dhnelt (Fig. 4). Bei solch einem System kann die Theorie II. Ordnung sehr
wohl fiir die Ermittlung der mafigebenden Schnittkrifte erforderlich werden.
Wendet man Gl. (1) an, so ist fiir H zwar Z, einzufithren, doch ist als Knick-

lange nicht die Balkenlinge L, sondern sind immer nur die Teillingen L,, L,
und L, zur Bestimmung von v:ﬁgf einzufithren, wodurch sich naturgeméil

L@ m
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Fig. 3. Balken mit Vorspannung ohne Verbund, Spanngliedachse gegém‘iber Balkenachse

verschiebbar.
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Fig. 4. Balken mit Vorspannung ohne Verbund, Spanngliedachse gegeniiber Balkenachse
stellenweise festgelegt.
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viel grollere Werte v ergeben und die Zusatzmomente 4 M gegeniiber einem
vollkommen frei gefiithrten Druckglied nach Fig. 3 wesentlich vermindert wer-
den. Denkt man sich das Spannglied an unendlich vielen Stellen mit dem
Betonbalken verbunden, so wird die Knicklinge unendlich klein, und dieser
Grenziibergang zeigt erneut, dafl nun keinerlei Zusatzmomente mehr auftreten
kénnen, auch nicht bei zusétzlicher plastischer Verformung des Betons. Zum
gleichen Ergebnis kamen wir in Abschnitt 2 bei Betrachtung des Rahmens
mit Zugband.

Schlieflich sei an die bekannte Tatsache erinnert, daf} sich ein bogenférmig
betoniertes Bauteil mit zentrisch gefiihrtem Spannglied unter Vorspannung
nur verkiirzt, aber nicht verbiegt, weil die Vorspannkraft keineswegs in der
Bogensehne als duflere Kraft wirkt, sondern im Inneren des Betongliedes —
und auch hier stets Gleichgewicht zwischen den Umlenkkriften im Spannglied
und jenen im Beton herrscht (Fig. 5), — Prinzip des Bowdenzuges!

a3 b a 14 :
3 b
] e MO o

% \ b2 Spannglieadkraft Z Belondruckkraft D
Z 7 \ i 0 V4 Umlenkkréfte infolge Umlenkkrdfte infolge
2

72 Z: U, DUy
weil Z =0, ist auch Uz = U

Fig. 5. Langs- und Umlenkkréifte in einem bogenférmigen Bauteil bei zentrischer
Vorspannung.

Dies bleibt auch dann unveréndert giiltig, wenn Verbiegungen durch zu-
sitzliche dufere Kréfte hervorgerufen werden. Wire dem nicht so, miillten
zumindest simtliche sog. «vorgespannten Betonbretter» wegen ihres hohen
Schlankheitsgrades unter der Wirkung der Vorspannkrifte sofort ausknicken.

4. Die in [1] gezeigten 3 Anwendungsbeispiele sind nun deswegen unzweck-
miBig gewahlt, weil in keinem der Fille gegenseitige Verschiebungen w nach
Fig. 3 entstehen konnen. Das spricht jedoch nicht gegen die Ergebnisse Dimi-
TROVS an sich, deren praktische Bedeutung auf der Hand liegt. Neue Anwen-
dungsbeispiele fiir Tragwerke und Lastfdlle entsprechend Fig. 1 wiren sehr
erwiinscht, um die von DiMITROV erarbeiteten einfachen Anwendungsver-
fahren der Verformungstheorie aufzuzeigen.

Das kennzeichnendste 3. Beispiel aus [1] sei hier kurz gestreift: Untersucht
werden die Verformungen von Spannbeton-Fertigteilen, die im Spannbett
gespannt wurden und vollen Verbund aufweisen. Zur Kennzeichnung wird
B 450 mit E, =400000 kg/cm?, J;=3635 cm* und o,,=9900 kg/cm? angegeben.
Die Fertigteile haben 7 Jahre lang auf der Seite gelegen, so daf3 ihr Span-
nungszustand praktisch nur von den Vorspannkréiften bestimmt war. Sie ver-
krimmten sich allméhlich und zeigten schlieflich einen Stich von rund 7 cm
bei 7,0 m Balkenlinge. Die Vergroferung des Stiches mit der Zeit erklart
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Dmvirrov mit Hilfe der Verformungstheorie in Verbindung mit plastischen
Verformungen des Betons, wobei er die ausmittig wirkenden Vorspannkrifte
als d4ullere, an den Balkenenden angreifende Lingskréfte auffalit und die Ver-
groBerung des Stiches aus den Gl. (1) und (2) ableitet. Dieser Betrachtungs-
weise wird hier widersprochen.

DimiTrov gibt fiir den Zeitpunkt ¢=0 ein iiber die Balkenlinge kon-
stantes Moment M ,=37,4 cmt aus den Vorspannkriften an. Hieraus ergibt
.sich eine max. Durchbiegung = Stich bei Beginn der Lagerung fiir Stadium I
von
M, L? 37400 - 7002
T 8E,J;, 8-400000-3635

wy = 1,58 cm. (4)
Unter der Annahme spannungsproportionalen Kriechens kann die Vergro-
Berung des Stiches mit der Zeit genau genug mit dem Ausdruck

wtco =w0(l+k(p)0,8(), (5)

abgeschitzt werden?!), wobei k¥ und ¢ gem. DIN 4227 zu wihlen sind und der
Faktor 0,80 den Abfall der Spannkraft infolge der Kriechverkiirzung des
Betons beriicksichtigen soll. Es muf} sich hier um Bauteile gehandelt haben,
bei denen die Uberleitung der Vorspannkrifte schon in sehr frithem Alter
erfolgte und die klimatischen Lagerungsbedingungen das Kriechen forderten,
so dall mindestens ko =1,5-2,8=4,2 zu setzen ist Damit wird

Wy = 1,58 (1+4,2) 0,80 = 6,6 cm,

was die beobachtete Erscheinung hinléanglich erklirt.
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Zusammenfassung

Der vorliegende Aufsatz kniipft an eine Veréffentlichung DiMiTROVSs [1] ah,
erortert kurz die Voraussetzungen der Verformungstheorie (Theorie II. Ord-
nung) sowie bekannte Naherungslosungen fiir die Bestimmung der Zusatz-

1) Nach Stadium I. Erfolgt ein Ubergang nach Stadium II, ergeben sich noch gréBere
Ausbiegungen wWiw .
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momente aus der Systemverformung und versucht jene Gebiete abzugrenzen,
wo diese Theorie und damit auch die in [1] vorgelegten Ergebnisse zutreffen.
Im Gegensatz zu der in [1] vertretenen Auffassung wird hier gezeigt, dal die
Verformungstheorie bei vorgespannten Konstruktionen nur in Ausnahmefillen
anwendbar ist. Auch plastische Verformungen des Betons (Kriechen) recht-
fertigen nicht die Einfithrung der Theorie II. Ordnung. Der Einflul der Vor-
spannung auf den Spannungs- und Verformungszustand wird an charak-
teristischen Bauwerken erldutert. Ein Beispiel aus der Praxis, das auch in [1]
zitiert ist, wird nachgerechnet und es wird gezeigt, dafl sich die dort beobach-
teten Kriechverformungen in einfacher Weise erklidren lassen und nicht aus
Zusatzmomenten der Theorie II. Ordnung herriihren.

Summary

This paper is connected with a study by DimiTroV [1]; it discusses briefly
the hypotheses of the strain theory (theory of the Second Order), together
with the known approximate solutions for the determination of the additional
moments from the deformation of the system; the author endeavours to de-
fine the fields in which this theory may be applied, as well as to the results
presented in this study [1]. :

Contrary to the conception put forward in [1], it is shown in this paper
that in prestressed structures the strain theory can only be applied in excep-
tional cases. The plastic deformations of the concrete (flow) do not themselves
justify the introduction of the theory of the Second Order. The effect of the
prestressing upon the state of stress and of deformation is explained with re-
ference to characteristic structures. A practical example, which is also mentioned
in [1], is made the subject of a fresh calculation and the author demonstrates
that the deformations due to flow, which were observed on this structure, may
be explained in a simple manner and are not due to additional moments
corresponding to the theory of the Second Order.

Résumé

Ce mémoire se rattache & une étude de DimiTrovV [1]; elle commente
briévement les hypothéses de la théorie des déformations (théorie du Deuxiéme
Ordre), ainsi que les solutions approchées connues pour la détermination des
moments additionnels par suite de la déformation du systéme; 'auteur s’efforce
de délimiter les domaines dans lesquels peut étre appliquée cette théorie,
ainsi que les résultats présentés dans I’étude [1].

Contrairement & la conception mentionnée dans [1], il est ici montré que
dans les ouvrages précontraints, la théorie des déformations ne peut étre appli-
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quée que dans des cas exceptionnels. Les déformations plastiques du béton
elles-mémes (écoulement) ne justifient pas l'introduction de la théorie du
Deuxiéme Ordre. L’influence de la précontrainte sur 1’état de contrainte et de
déformation est exposée sur des ouvrages caractéristiques. Un exemple pra-
tique, qui est également mentionné dans [1], fait ’objet d’un nouveau calcul
et 'auteur montre que les déformations par écoulement qui ont été observées
sur cet ouvrage peuvent étre expliquées d’'une maniére simple et ne sont pas
dues & des moments additionnels correspondant & la théorie du Deuxiéme
Ordre.
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