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. Ein Beitrag zur zweckmiifligen Formgebung der Kappenschalen
iiber rechteckigem Grundrify

Expedient shaping of calotte shells over rectangular bases

Contribution aw modelage convenable de voiles en calotte sur plan rectangulaire

Prof. P. Csonka, Budapest
Mitglied des stéindigen Ausschusses

1. Einleitung

Die auf vier Randbogen aufliegenden doppelsymmetrischen kuppelartigen
Schalen — die sogenannten Kappenschalen — sind sehr zweckmiBige und
gefillige Konstruktionen (Fig. 1), die jedoch trotz ihrer Vorteile nur auffallend
selten angewendet werden. Der Grund der seltenen Anwendung dieses sonst
sehr vorteilhaften Schalentyps liegt hauptsichlich in den nicht allzu kleinen
Schwierigkeiten, mit denen seine statische Berechnung verbunden ist. Dieser
Umstand macht es duBlerst wiinschenswert, Verfahren ausfindig zu machen,
mit Hilfe derer die sonst sehr schwerfilligen Berechnungen vereinfacht und
dem praktischen Ingenieur zuginglich gemacht werden kénnen. Vorliegender
Aufsatz soll diesem allgemeinen Verlangen entgegenkommen.

Fig. 1. Kappenschale iiber rechteckigem GrundriB.
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2. Allgemeine Grundlagen

Es wird vorausgesetzt, dal.in der Schale und in ihren Randbdgen infolge
der Belastung im wesentlichen nur Membrankréifte entstehen und die Biege-
bzw. Torsionskrifte den Membrankriften gegeniiber iiberall — auch an den
Schalenrdndern — vernachléssigt werden kénnen.

Als Belastung werden nur vertikale Krifte angenommen, deren Wert je
waagerechter Flacheneinheit durch Z bezeichnet und von oben nach unten
wirkend als positiv betrachtet wird.

Fig. 2. Die Komponenten der Innenkréfte und ihre GrundriBprojektionen.

Zur Beschreibung der Spannungsverhaltnisse der Schale werden laut Fig. 2
die horizontalen Komponenten der Schnittkrifte — die sog. reduzierten
Schnittkrifte — beniitzt, deren auf die Linienelemente der GrundriBfliche
bezogene spezifische Werte mit n,, n,,, n,, n,, bezeichnet werden, wobei
Ny, =N,,. Zur Bestimmung der Schnittkrifte wird — wie iiblich — eine
Spannungsfunktion F (z,y) eingefiihrt, und zwar so, daB

nx=F na:yznyx:_ny!

vy ny = an: . (1)

wird. Hiedurch kann, wie bekannt [1], das Gleichgewicht der AuBen- und
Innenkrifte durch eine einzige partielle Differentialgleichung ausgedriickt
werden:

fxxFyy—szyFwy+fnyzx=Z' (2)
Hierin werden die Ordinaten der Mittelfliiche der Schale mit
z=[(x,y)

bezeichnet. Die mit Doppelindexen versehenen Werte f bzw. F bezeichnen
die zweiten partiellen Derivierten der betreffenden Funktionen.
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Im allgemeinen Falle wird die Aufgabe durch die Bestimmung einer Funk-
tion F(x,y) gelost, die der Differentialgleichung (2) sowie den Anfangs-
bedingungen

Fyy(ia’a?/):‘oﬁ Facx(x’ ib)=0 (3)

genugtut. Da aber eine all diesen Anforderungen genau entsprechende Span-
nungsfunktion F (z,y) in geschlossener Form zumeist nicht hergestellt werden
kann, bedient man sich im allgemeinen mit verschiedenen N#herungslosungen.

Im folgenden werden nun einige Beispiele zur genauen bzw. anndhernden
Losung der Aufgabe vorgefiihrt. Bei all diesen Aufgaben wird die Schalenform
zweckmiBig so gewahlt, dafl die Berechnung sich woméglich einfach gestalte.
Auflerdem kann bei Naherungslésungen die Schalenform auch durch gewisse
Genauigkeitsbetrachtungen bedingt werden.

Oft kann bei der Berechnung der Schalen eine iiber die ganze Grundri3-
fliche gleichmiBig verteilte Belastung angenommen werden, wodurch auch
die Moglichkeit fiir gewisse weitere Vereinfachungen geboten wird [2].

3. Normale Translationsschalen

Eine besondere Art der Kappenschalen ist die normale Translationsschale,
d.h. eine nach einer Translationsfliche geformte Schale, bei welcher die
Ebenen der Leitkurven der Mittelfliche mit den Ebenen der Randbidgen
parallel laufen (Fig. 3). Die Form der Mittelfliche ist durch die Gleichung

z2=f(z,y) =u(@)+v(y) (4)

gekennzeichnet, wobei « (x) und v (y) vorldufig willkiirliche Funktionen sind,
so daB} die Differentialgleichung (2) sich folgenderweise gestaltet:

g By + 0,y Fop = 2. (5)

Fig. 3. Normale Translationsschale, mit verschieden hohen Randbégen.
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Es soll nun vorausgesetzt werden, daf die Belastung der Schale durch
ein Polynom

2 m n x2zy2k
Z = (l—a_) (1—_)Zzotkamb2k (6)

ausgedriickt werden kann. Als Spannungsfunktion soll ein Polynom von der
Form
x2’L

F=(1-5) (1-%) 25 pu St )

eingefiihrt werden, welches den Randbedingungen [3] genau entspricht. Uber
die Parameter D, soll spater verfiigt werden.
Nach Einsetzung von (6) und (7) gestaltet sich die Differentialgleichung
folgenderweise:
x2i y2 k—2

x2 'm;n . y2
2

|- ®

yRhg2i-2 [ _
DikW[z(2z—l)—(z+l)(2@+l)

28

0
2 y2 m n x2iy2k

Werden die Funktionen » (z) und v (y) willkiirlich angenommen, so gestaltet
sich die linke Seite der vorigen Gleichung sehr umstdndlich. Wenn aber die
Funktionen u (x) bzw. v (y) zweckméiBig so angenommen werden, da3

u. = Kl _ KZ
xx 1-—3’)2/61/2’ vyll—l_y2/b2

sei, so wird die linke Seite der Gleichung (8) ein dem an der rechten Seite der
Gleichung befindlichen Polynom é&hnliches Gebilde, und die Parameter D,
konnen mit Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten leicht be-
stimmt werden.

Zuerst sollen aber die Funktionen u (x) bzw. v (y) festgestellt werden:

fjl x2 sdrdx, ff 2/bzdg/oly

Bei Durchfiithrung der hier angedeuteten Integrationen mufl beriicksichtigt
werden, daB die Scheitelhohen 2, bzw. h, der Randbogen gegeben sind und
daB3 die Hohenordinaten der Bogenkidmpfer gleich Null sind. Es ist daher

(@) = hy— 21}‘2[<1+ )m( +g)+(1—5)1n(1—§)],v
TR N N
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So ergibt sich laut (4) als Gleichung der Mittelfliche
f(®,y) = hy R (x|a)+hy R (y/b), (8)
wo die Werte der Funktionen R (x/a) bzw. R (y/b) nach Vorschriften der Formel

R(s)=1- [(1+s)In(14+8)+ (1 —s)In(1—s)] (9)

1
2In2

zu bestimmen sind. Das Diagramm der Funktion R (s) — zugleich ein den
Leitkurven der Mittelfliche affines Gebilde — wird an der Figur 4 veranschau-

Key

|

1
=
W

{—t—t
-15 - 15

Fig. 4. Diagramm der Funktion R (s), zugleich eine mit den Leitkurven der Mittelfliche
affine Kurve.

licht. Einzelne Werte der Funktion R(s) konnen auch von der folgenden
Tabelle abgelesen werden:

+s R (s) +s R (s) +s R (s) +s R (s8)
0,00 1,0000 0,25 0,9544 0,50 0,8113 0,75 0,5436
0,05 0,9982 0,30 0,9341 0,55 0,7692 0,80 0,4690
0,10 0,9928 0,35 0,9097 0,60 0,7219 0,85 0,3843
0,15 0,9837 0,40 0,8780 0,65 0,6690 0,90 0,2864
0,20 0,9710 0,45 0,8485 0,70 0,6098 0,95 0,1687
0,25 0,9544 0,50 0,8113 0,75 0,5436 1,00 0,0000

Es miissen noch die Parameter D,; der Formel (7) bestimmt werden. Dies
geschieht, wie gesagt, durch die Gleichsetzung der Koeffizienten der beider-
seits befindlichen Glieder von gleicher Ordnung in der Gleichung (8). Man
beginnt mit der Bestimmung des Koeffizienten D,,, von héchster Ordnungs-
zahl, setzt mit der Bestimmung von D,,_, , bzw. D,, ,_, fort und stellt dann
den Koeffizienten D,, , , ; fest. So kann man den Wert samtlicher Koeffizien-
ten D Schritt fiir Schritt nach der Reihe bestimmen. Bei der Berechnung
kann man zweckméiBig von der Rekursionsformel
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Y ) ) In2 1
Dy, = [(k+1)(2k+1)h1Di,k+1+(@+1)(2@+1)k2D¢+1,k+—“I; a’zszik] T
ik

Gebrauch machen, wobei
H,=k+1)2Y+1)h+@+1)(2e+1)h,

ist. Bei Anwendung dieser Formel mufl man aber an Stelle der Koeffizienten
D, im Falle 2 >m bzw. k> n den Wert Null einsetzen. _

Im Sonderfalle Z = konst, der jetzt nidher betrachtet werden soll, ist
Coo=Z, hingegen sind die iibrigen Koeffizienten C;; gleich Null. In diesem
Sonderfalle betrigt von den Parametern D, allein D, einen von Null abwei-

chenden Wert
Z1In?2

- 2 p2
EREICET A R
wodurch die Spannungsfunktion eine besonders einfache Form erhilt:

Z1In?2

F(x,y) = m(az—xz) (b2 —y?). (10)

Einfach gestalben:sich:auch die Formeln (1) der Spannkréfte:
ZIn2

- 2 _ .2
ZIn2
- 2 __ 52 11
ny h1+h2 (b y)’ ( )
n __Zln2 92
W hythy

Eine nach den obigen;Vorschriften gebildete normale Translationsschale
ist auf Fig. 5 dargestellt.

Fig. 5. Normale Translationsschale mit zykloiddhnlichen Randbogen.
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4. Diagonale Translationsschalen

Eine andere einfache Art der Kappenschalen ist die diagonale Translations-
schale, d.h. eine nach einer Translationsfliche geformte Schale, bei welcher
die Ebenen der Leitkurven der Mittelfliche mit den Diagonalen des Grund-
rechtecks parallel sind (Fig. 6). Die Gleichung der Mittelfliche dieser Schalen
ist im schiefwinkeligen Koordinatensystem 0 (¢, 1, z)

z=[f(&n) =g(€)+9g(n). (12)

Ein in Ungarn bekanntes Beispiel der diagonalen Translationsschalen ist
die zusammengesetzte Kappenschale von K. Szmopirs [3]. Die Mittelfliche
dieser Schale besteht aus Teilen von fiinf elliptischen Paraboloiden mit verti-
kaler Achse (Fig. 7), die sich einander tangential anpassen. Die Scheitelhéhe A,
der Schale ist anderthalbfach so grof3 wie die Hohe # der Randbégen. Die Span-
nungsfunktion der Schalen ist im Falle Z = konst nach einer diagonalen
Translationsfliche geformt (Fig. 8). Der mittlere Teil dieser Fliche wird aus

Fig. 7. Zusammengesetzte Kappenschale.
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einem elliptischen Paraboloid gebildet, hingegen die Eckzonen bestehen aus
Teilen hyperbolischer Paraboloiden. Letztere schlieBen sich an den mittleren
Flichenteil tangential an. Der Spannungszustand der Schale zeigt bei den
Beriihrungslinien der einzelnen Schalenteile sprunghafte Anderungen. Im
mittleren Teil ist

hingegen in den Eckteilen ist

n, =0, [n, ab, n, = 0.

Wl = 87

Will man eine diagonale Translationsschale mit stetigen Spannkraften her-
stellen, so mufl man eine Schalenform wéhlen, bei welcher die Kriimmungs-
verhiltnisse in allen Punkten der Mittelfliche stetig sind. In diesem Falle
kann man bei der Annahme der Schalenform dasselbe Verfahren beniitzen,
welches zur Bildung eines anderen einfachen Schalentyps im folgenden ange-
wendet wird.

Fig. 8. Diagrammfléche der Spannungsfunktion der zusammengesetzten Kappenschale.

5. Abgeflachte Paraboloidschalen

Ein anderes Beispiel der einfach handlichen Kappenschalen ist die abge-
flachte Paraboloidschale, d.h. eine Schale, bei welcher die mit den Ebenen der
Randbogen parallelen Schnitte der Mittelfliche Parabeln zweiten Grades mit
vertikaler Achse sind. Diese Parabeln werden gegen die Mitte der Schale immer
flacher und flacher (Fig. 9). Die Gleichung der Mittelfliche der abgeflachten
Paraboloid-Schalen ist im allgemeinen

x2 y2

x2 2
2= [ (@y) = ho—(ho—ha) ;g — (o= hy) Tz — (hy + Ry — ko) 7,
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wobei
ist.
Im Gegensatz zum allgemeinen Fall soll hier nur der Sonderfall
hi=hy=h
behandelt werden. In diesem Falle ergibt sich als Gleichung der Mittelfliche
2 y2 2 y2
z’-f(%?/)=ho*(ho—h)'(a§+?)§+cm): (13)
mit
_ 2h—h,
c = ho—h >0, (14)

und so gestaltet sich die Differentialgleichung (2) folgenderweise:

b2 ab a

y:\ I x?\ F_, xy F,
_2(h0—h)[(1+07)?) a’;”+(1+c(§) —4c= b” =Z. (15)

Fig. 9. Abgeflachte Paraboloidschale mit verschieden hohen Randbogen.

Im folgenden soll nun eine Néaherungslosung fiir die Differentialgleichung
(15) hergestellt werden. Als anndhernde Spannungsfunktion F* wird eine
lineare Kombination der den Randbedingungen genau entsprechenden Funk-

tionen
x2 y2
z Y
roe =& (1-5) (- )
gewihlt:

F* = my F,* +my Fy*. (16)
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In diesen Formeln ist

K=-%¥ 17
hingegen sind m, und m, frei wihlbare Parameter. Es entspricht dieser Span-
nungsfunktion laut Gleichung (15) ein Lastsystem

2 2 2 2 6 29,2
Z*=m1[2—%—y—+c(~x—+y + xy)]+

g\ Tt
2y aty? aty 3zt 3yt 10atyt (18)
+ms |3 W’I—F—a‘*bz_azb‘l te at bt alt bt ’

welches je nach der Annahme der Parameter m, und m, von der tatséchlichen
Belastung Z mehr oder weniger abweicht. Um die Abweichung womdglich
klein zu halten, mufl gefordert werden, dafl das Fehlerquadrat

b
H? = [[(Z*—Z)2dady (19)
00
minimal werde, d.h.
oH? o0H?
omy =9 omsy =0

sei. So erhdlt man zwei lineare Gleichungen, von welchen dann m,; und m,
berechnet werden konnen.

Im weiteren soll nur der einfachste Fall Z = konst nédher behandelt werden.
In diesem Sonderfalle erhdlt man fiir die Parameter m,; bzw. m, die Werte

my = 2/—IZ, My = '@Z, (20)
Yo Yo
wobei

vo =1+2,095488 ¢+ 2,475 750 ¢2+ 0,741 336 ¢3 + 0,537 918 ¢4,
y, = 0115802 +0,308515¢ +0,318873¢2+0,106159¢3,
vy = 0,028745 —0,035931¢c —0,086 646 c2— 0,021 969 c3

ist. Auf Grund dieser Formeln erhilt man bei Schalen mit verschiedenen
Hohenverhiltnissen die an der Fig. 10 dargestellten Werte von v,/y, bzw.
yalye. Einige Werte sind auch in folgender Tabelle zusammengestellt:

¢ Y1/%o v2/70 ho/h
0,08 0,4871 0,1710 1,926
0,12 0,4967 0,1437 1,893
0,16 0,5049 0,1180 1,862
0,20 0,5118 0,0940 1,833
0,24 0,5176 0,0716 1,807




ZweckmiBige Formgebung der Kappenschalen iiber rechteckigem Grundrif3 81

Nachdem die Parameter m; und m, schon bekannt sind, kann man die
Werte der reduzierten Schnittkrifte mit Hilfe der Formel (1) bestimmen:

9 2 y? 24
9 2 72 e
4 x 33
gy = — % [77@15%—1-2 mza———323] -z
%/ %
051 "
04 1
0,3 J_
02 +
o1 ~W
) ) - c
0 o1 02 0.3 04

Fig. 10. Diagramm der Werte y,/y, bzw. y,/y,.

Somit ist die gestellte Aufgabe eigentlich schon gelost. Fraglich ist jedoch
noch die GroBe des Fehlers, welcher durch die angewandte Naherungsmethode
begangen wurde. Deshalb mufl man noch den relativen Fehlerwert

H 1
He= 57 =avZ

[f [ (2%~ 2y dw dy]
00

bestimmen. Die Durchfithrung dieser Rechnung liefert beziiglich des relativen
Fehlers die in der Fig. 11 angegebenen Werte. Wie ersichtlich ist, bleibt der
relative Fehler H, im Falle

0,085¢=<0,24
unter 59,. Der Fehler wird minimal, wenn
¢ =0,15925 (22)
ist. In diesem optimalen Falle betrigt der relative Fehler den #uBerst kleinen

Wert
H,=0,79%,.
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Da der Wert ¢ frei gewédhlt werden kann, ist man immer in der Lage, die
Hohenverhiltnisse der Schale so anzunehmen, daf3 der vorerwihnte optimale
Fall vorliegt. Dies ist der Fall, wenn

24c¢

ho =1y b = 1.8626%

ist. Dabei steht es noch immer frei, auch gewisse dsthetische Gesichtspunkte
geltend machen zu kénnen. Es kann z. B. im Falle a =b gefordert werden, daf3
die Mittelfliche der Schale womdoglich einer Kugelfliche dhnlich geformt sei.
Dieser Fall liegt vor, wenn

hy = 0,545a, h =0,292a

0 a1 02 03 04

Fig. 11. Diagramm des relativen Fehlers.

Fig. 12. Abgeflachte Paraboloidschale mit gleichhohen Randbégen im optimalen Falle.
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betragt. Ist hingegen a5, so sind die empfehlbaren Mafe:
hy = 0,545 Vab,  h=10,292Vab.

Eine nach den vorerwidhnten Vorschriften konstruierte abgeflachte Para-
boloidschale ist in der Fig. 12 dargestellt.
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Zusammenfassung

Die Berechnung der Schnittkréifte der Kappenschalen iiber rechteckigem
Grundril — diese sonst sehr schwierig zu behandelnde Aufgabe — kann durch
die zweckmiflige Annahme der Schalenform &uBlerst, vereinfacht werden.
Besonders einfach gestaltet sich der Rechnungsgang im Falle einer Trans-
lationsschale, bei welcher die Leitkurven der Mittelfliche der Zykloide ahn-
liche Segmentkurven sind (Fig. 5). Der Aufsatz gibt geschlossene Formeln
zur Berechnung der Schnittkrifte dieser Schalen an. Auch die Berechnung
der Schnittkrifte der abgeflachten Paraboloidschalen (Fig. 12) gestaltet sich
sehr einfach. Fiir diese Schalen abgeleitete einfache Néherungsformeln sind
duBerst genau. Im Falle der optimalen Annahme der Hohenverhiltnisse ist
der Wert des begangenen relativen Fehlers nur 0,79%,.

Summary

The calculation of internal forces of calotte shells over rectangular bases,
in general a very complicated problem, can be made very simple by a proper
choice of the shell form. The calculation is especially simple with transfer
shells the generator curves of which are lobular curves like cycloids. The
paper presents closed formulas for the determination of internal forces of
these shells. The determination of internal forces of flattened paraboloid shells
is also very simple. Approximate formule deduced for the latter are very
accurate. In case of adequate assumption of the height ratio of the shell the
mean error committed is only 0,79, .
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Résumé

Le calcul des forces intérieures des voiles en calotte sur un plan rectan-
gulaire — autrement dit un probléme trés compliqué — devient extrémement
simple si 1’on choisit convenablement la forme du voile. Le calcul se simplifie
particulierement dans le cas de voiles & surface de translation, dont les lignes
directrices sont des courbes lobulaires pareilles aux cycloides. L’étude présente
des formules bien définies pour la détermination des forces intérieures de ces
voiles. Le calcul des voiles en paraboloide aplati est également trés simple.
Les formules approchées déduites sont trés précises. Si 1’on choisit convenable-
ment le rapport de la hauteur du voile, 1’erreur moyenne commise est seule-
ment 0,79, .
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