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Die Berechnung unsymmetrisch oben und unten vorgespannter Beton-
triiger bei genauerer Beriicksichtigung des Kriechens und Schwindens

The calculation of concrete girders, prestressed unsymmetrically above and below,
taking more precise account of creep and shrinkage

Le calcul des poutres en béton précontraint avec dissymétrie en-dessus et en-dessous,
en considération précise de U'écoulement et du retrait

Prof, Dr.-Ing. B, Frrrz, Technische Hochschule, Karlsruhe

A. Vorbemerkungen -

Die im folgenden entwickelten exakten Ansétze und daraus abgeleiteten
gebrauchsfertigen Bemessungsformeln gelten fiir im Spannbett hergestellte
Betontrager mit parallel verlegten unteren und oberen Spanngliedern.

Spannbetontriger dieser Art werden bekanntlich sehr haufig als Fertigteile
fir Wohnhausdecken vorgeschlagen und verwendet. Da im Zeitpunkt des
Umsetzens der Spannbettkrifte auf den Betontréger eine Verbundwirkung
schon gesichert ist, liegt der Fall einer Vorspannung mit Verbund vor.

Nach den Bestimmungen sind rechnerische Nachweise fiir alle derartigen
Einfliisse verlangt.

Die genauere Berechnung der Auswirkung des Kriechens und Schwindens
bei jeweils nur an einem Querschnittsrand vorgespannten Betontrigern ist in
der Fachliteratur schon mehrfach behandelt worden und macht keine beson-
deren Schwierigkeiten.

‘Bei Spannbetontrigern, die an beiden Querschnittsrandern, d. h. unten und
oben vorgespannt werden, tritt bei einer genaueren Untersuchung der Kriech-
und Schwindeinfliisse jedoch zunichst dadurch eine Erschwerung auf, dafl die
exakten Ansitze — wie abschlieBend noch nachgewiesen werden wird — auf
ein System von zwei gekoppelten Differentialgleichungen fiihren. Die Kop-
pelung besagt, daB die durch das Kriechen und Schwinden in den unteren und
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oberen Spanngliedern hervorgerufenen Umlagerungskriifte sich gegenseitig
beeinflussen kénnen. Eine solche Beeinflussung liegt mit Sicherheit dann vor,
wenn durch die zunichst allein wirkend gedachte untere Vorspannkraft ¥V
auch das obere Spannglied schon unter Spannung gesetzt wird und umgekehrt
(vgl. Fig. 1). :

Schwerachse dbs

\Gelorguerschnities| |

I av
i { T :
l— 5,4 | ‘ ] g
Fig. 1 Fig. 2
Allgemeinfall mit Koppelung Sonderfall okne Koppelung

Es liegt nun nahe, das obere Spannglied so zu legen, daB es durch die Vor-
spannkraft V* nicht beeinflult wird, und somit auch keine Koppelung auf-
treten kann (vgl. Fig. 2). Der fiir diesen Sonderfall erforderliche Abstand a°
des oberen Spanngliedes von der Betonschwerachse ergibt sich, wenn man

N, =V« (1) und M, =V¥a*= Nya* (2)
setzt, aus der Bedingung -
_ __Nb Mb 0 _ LVQ _-a,“aOFb
o= = () @
die
‘ J ‘
o_ b
= Fya» @)
liefert.

Die zusidtzliche obere Vorspannkraft 7°® hat nun bekanntlich die Aufgabe,
die am oberen Trigerrand durch die untere Vorspannkraft V* entstehenden
Betonzugspannungen in zuldssigen Grenzen zu halten. Hierfiir geniigt in der
Regel eine verhidltnismiBig geringe Vorspannkraft VO. Es ist daher — wie die
Untersuchung einiger typischer Anwendungsbeispiele gezeigt hat — ohne
Schwierigkeiten, d.h. praktisch ohne Mehrbedarf an oberen Spanngliedern
moglich, deren Abstand a® so zu wihlen, dafl die erwiinschte Entkoppelung
erreicht wird und somit fiir diesen Sonderfall der EinfluB des Kriechens und
Schwindens fiir die unteren und oberen Vorspannkrifte V* und V° und deren
Spannglieder je getrennt nachgewiesen werden darf.
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B. Berechnungsverfahren fiir Spannbetontriger chne Koppelung

I. Der Vorspannungszustand im Zeitpunkt des Umsetzens der Spannbeitkrifte
VO, V* auf den Betontrager
Es bedeute

V*  die im Spannbett vorhandene untere Vorspannkraft,

V°  die im Spannbett vorhandene obere Vorspannkraft,

4 N¥ den Spannkraftabfall in den unteren Spanngliedern mit dem Gesamt-
querschnitt Fy, :

A N? den Spannkraftabfall in den oberen Spanngliedern mit dem Gesamt-
querschnitt F?,

N, die auf den Betonquerschnitt einwirkende Léangskraft,

M, das auf den Betonquerschnitt einwirkende Biegemoment.

w5 , i
N RN MU A P2V R S
o T ’

5% L y 3
/
7

Schwerachse des »
Betonguerschmiffes H4T B M,

Fiir die Bestimmung der unbekannten Gréfen 4 Ny, 4 N 9, Ny, und M,
stehen die beiden Gleichgewichtsbedingungen

Ny, +4A N+ AN -V¥—V0=0 (5)
und (Ve—AN¥)at— (VO —AN)a®— M, =0 (6)
sowie die beiden Vertriglichkeitsbedingungen
€ = &tV ¥ und € = e~y
ANY N, M, AN N, M,
. = v (7 d 2 = 0 _ g0 8
b Ky K, " Sy = 1 w K] K, 8, C.L ®)

zur Verfiigung, in denen
E Fy = K§ (9) Eng =K2 (10)
und Eb() ‘Fb= 'Kb (}.I) Ebo Jb()= Sb (12
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gesetzt wurde und unter E, der jeweilige, der gewihlten Betongiite ent-
sprechende Normen-Elastizitdtsmodul zu verstehen ist. Aus den GL. (5) bis (8)

ergibt sich
ANt — pu Druck ANt =y B Druck) (14)
¥ =V Gy (+=Druck) (13) s = Voo (+=Druck) (14)

Bezeichnet man die nach dem Umsetzen der Spannbettkriifte V* V0 im Spann-
stahl vorhandenen abgeminderten Spannkrifte mit

Nt =Ve—AN? (15) " und N =V0—AN!? (186)
so erhilt man die Lingskraft N, und das Biegemoment M, aus:
Ny, = Ni+NY (+ = Druck) (17)7
M, = N?a*—N? a® (+ =neg. Mom.) (18)

Die Konstanten 4, B, O, C° bestimmen sich aus

w 1 a® 1 |

1 a
A=— 4+ (19 B=—141"" (20 O = — 4— 1+ (21
gty 1 Pogty ®0 ity e Y
1 1 o
C° — o 22
tr, ts k<)

Die Beton-Randspannungen ergeben sich aus:

N M

F, ~Wpe

die Spanngliedbeanspruchungen nach dem Umsetzen der Spannbettkrifte aus

% N; 0 Ngn
= (24 =g (29)
und der jeweilige Spannungsabfall durch die elastischen Verkﬁrzungen aus
4 N AN?
Ado¥ = — ng (26) Ac? = — ng (27)

I1. Die Auswirkung des Beton-Kriechens unter der Vorspannung

Fiir die Berechnung der nach abgeschlossenem Kriechen im Spannstahl
vorhandenen Langskrifte N N? und der auf den Betonquerschnitt einwirken-
den Gréfien N, M, konnen die Gl. (13) bis (18) ebenfalls beniitzt werden, wenn
in den Gl (11) und (12) anstelle des Normen-Elastizitdtsmoduls &, der jewei-
lige, d. h. zum unteren und oberen Spannglied gehérige ,,fiktive Forménderungs-
modul]®
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E E
w__“P _ (28) und El=_—"— (29)
14yt 1+4%-¢
eingefiihrt wird.
Es ist also in den GI. (19) und (21) nur
und in den Gl (20) und (22) lediglich
K, =E)F, (32 und 8, = E) J, (33)

einzufiihren.
Die in den Gl. (28) und (29) bei gegebener Kriechzahl ¢ einzusetzende Vor-
zahl ¢ ergibt sich aus der allgemeinen Beziehung!)

eBr—1

b= (34)
worin, wenn * ermittelt werden soll, B* aus
(i)
B=fr = = - S pr (35)
KK, S,
und, wenn ¢® bestimmt werden soll, £° aus
)
R (36)
(fg+ Ky " s_bo)
zu errechnen ist. In den GI. (35) und (36) ist zu beachten, daB
K, =E, F, (37) und Sy, = By, J,, (38)

einzufiihren ist. :

Nach Bestimmung der 5%-¢- bzw. 8°. p-Werte kann die jeweils dazugehorige
Vorzahl 4* bzw. §° aus nachfolgender Tabelle 1 entnommen werden, die eine
Ermittlung nach Gl. (34) uberfliissig macht. _

Es wird ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl das Einfiihren eines fiktiven
Forménderungsmoduls in. der oben vorgeschlagenen Art nicht als ein Nahe-
rungsverfahren anzusehen ist, sondern genau dieselben Ergebnisse liefert wie
die bisher in der Literatur vorgeschlagenen exakten Ans#itze zur Beriicksich-

1y Fritz, B.: ,,Vereinfachtes Berechnungsverfahren fiir Stahltréiger mit Betondruck-
platte bei Beriicksichtigung des Kriechens und Schwindens.* Die Bautechnik 1950, H. 2.
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Tabelle 1

Be ¥ Be ¥
0,00 1,000 0,40 1,229
0,05 1,025 0,45 1,263
0,10 ‘ 1,052 0,50 1,297
0,15 1,079 0,60 1,370
0,20 1,107 0,70 1,448
0,25 1,136 0,80 1,532
0,30 1,166 0,90 1,622
0,35 1,197 1,00 1,718

tigung des Beton-Kriechens. Es bringt aber dadurch Vorteile, daBl sich bei
solchem Vorgehen allgemeine, iibersichtliche und gebrauchsfertige Bemessungs-
formeln aufstellen lassen. '

II1. Die Auswirkung des Beton-Kriechens unter stindig vorhandenen
Biegemomenten M9

1. Zustand vor Beginn des Kriechens

ALly
—————— —\1\"* Ns, —*
| ‘, me b0 wme
I __.\.._ 5___ 7 '>_
)
i )
_______ :SI-L NSo -~
k-
- ds~1 %
Fig. 4
Aus den Gleichgewichtsbedingungen
N —NY4N, =0 (39) sowie N O+ N¥av+ M, —Me =0 (40)
und den Vertriglichkeitsbedingungen
€ =Vp 0 ¢ e =y t+yy-a
N M N, N N, M
bzw., 2= Pgu_ D (4] und P hogy T hoge (42
W =g, YT xR, N K 5 (42)

erhslt man fiir die Unbekannten N » N? N,, M, die Ausdriicke
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Nt = sﬁa (+ = Zug) (43) N? = 00 §)th (+ = Druck) (44)
Ny, = N“—N? (+ = Druck) (45)
My, = Mo~ N¥a¥— N a® (+ = pos. Mom.) (46)
i i a a?
Darin ist Dv=— (47) und D*=_ (48)

zu setzen. Fiir % und O° gelten die Gl. (21) und (22) mit den Vereinbarungen
der Gl (11) und (12).

2. Zustand nach Beendigung des Kriechens

Fiir die Berechnung der nach abgeschlossenem Kriechen vorhandenen
Léngskriafte N* N? N, und des Biegemomentes M, ist bei der Ermittlung von
D% und (% in gleicher Weise wie im vorausgegangenen Abschnitt wieder der
fiktive Form#nderungsmodul E} nach Gl. (28) und bei der Bestimmung von
D und C° sinngemiB EY nach Gl. (29) einzufiihren. Die jeweiligen Werte von
K, und 8, ergeben sich dann wieder aus den Gl. (30) bis (33).

Die Betonrandspannungen erhilt man aus

N M
op’ b= ——b Wub() (49)
und die Spanngliedbeanspruchungen aus
NY N?
£ (50) und o) = -——2 (51
Iz \ 7

IV. Die Ewmwirkung kurzfristig auftretender Biegemomente NP

Hs gelten grundsétzlich die Beziehungen (43) bis (486).
Bei der Ermittlung von C* (C° D* und D° ist stets mit K, und S, nach
Gl (11) und (12), d. h. mit B, zu rechnen.

V. Der Einfluf des Beton-Schwindens

e

_—_—T_'_— Ns"—b
\ e Ve
3\ 6
57
______ \}\_ N’ —
Fig. 5
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Bezeichnet man mit eg,,, das Endschwindmal} bei unbehindertem Beton-
Schwinden, so erhdlt man die Unbekannten N¥ N? N, M, aus den Gleich-

gewichtsbedingungen
 N:4N—N,=0 (52) Mb+Nga0—Ngau=o (53)
und den Vertriaglichkeitsbedingungen

v w . - N N, M, -
€ = € ~ Vo' 4" = €gcnw. — S~ Vo @ W. gu T s T g @ (54) .
b b
und :
N? N, M,
€& =& Typ0° = €gopun. — € +¥,0°  bzw. Kos = €gchw. — fb +3 a® (55)
8 b b
mit
3 € €
N = 5% (+ =Druck) (56)  N) = (+ =Druck) (57)

N, =N¢+N] (+=Zug) (58) M,= Nya*—Nia® (+ =pos. Mom.) (59)

Die Verformungskennwerte C* und C° erbilt man aus den GI. (21) und (22),
in denen iiber die Gl (30)(31) und (32) (33) der jeweilige ,.fiktive Form-
dnderungsmodul®

kY = _ o (60) und @ E) = —E%“— (61)
144 | 1+ o
einzufiihren ist.
Die fiir den Schwindfall zu bestimmenden Vorzahlen ¢? 4% ergeben sich
aus der allgemeinen Beziehung
i 1

mit den aus den Gl. (35) und (36) errechneten Steifigkeitsverhéltnissen g*, g°.
Die zu den Werten B%-¢ und B°-¢ gehorigen Vorzahlen ¥, ? kionnen aus
Tabelle 2 entnommen werden, die eine Ermittlung nach Gl. (63) iiberfliissig
macht.

Tabelle 2

Be gy Be Py

0,00 0,500 0,40 0,533
0,05 0,504 0,45 0,537
0,10 0,508 0,50 0,541
0,15 0,513 0,60 0,550
0,20 0,517 0,70 0,558
0,25 0,521 0,80 0,566
0,30 0,525 0,90 0,574
0,35 0,529 1,00 0,582
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Die Beton-Randspannungen erhélt man aus:

i N, _ M,
und die zusdtzlichen Spanngliedbeanspruchungen aus
u N% N? '
gy = —F—gs (65) und 0'2 = —F—§ (66)

V. Zahlenbeisprel

Es wird ein freiaufliegender Spannbetontriger von 4,00 m Stiitzweite aus
Beton B 450 und Spannstahl St 165 (Sigma-Stahl) untersucht und bemessen.

1. Querschnittsgrofen

F, = 139,25 cm? J, = 6059 cm?

F* = 0,392 cm? F? = 0,196 cm?

8

=
I

20,0 cm a¥ = 8,3 cm a¥=

W= 600 cm3 W¥= 612 cm?

2. Spannbettkrifte, Kriech- und Schwindmaf, Belastungsmomente

Beton-Elastizititsmodul: E, = 350000 kg/cm?
Spannstahl-Elastizitdtsmodul: E; =2000000 kg/cm?

Spannstahlspannungen im Spannbett
(6¥)p = + 9070 kg/cm? (6%} = + 3000 kg/cm?

Vorspannkrifte im Spannbett
©=(,392-9070 =3550 kg V°=0,196-3000=588 kg
Kriechzahl: ¢=3,00 Schwindmal: eg,, =0,00025

Aus ruhender Last: .. M7 = 0,2565 tm
Aus Nutzlast: maa P = 0,2565 tm

3. Vorspannungszustand unmittelbar nach dem Umsetzen der Spannbett-
krafte V= V0 |

Man bestimmt zunéchst
K;‘ =0,392.2000000 = 0,784- 108 kg Kg =0,196-2-105 =0,392-108 kg
Kb = 139,25-350000 = 48,7 108 kg' Sb = 6059-350000 = 2120-10% kg()]:ll6
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aus den Gl. (9) bis (12), anschlieBend die HilfsgréBen

106-4 = 4;,7 + 2813; = 0,0205 +0,0325 =_0,0530 Elg
108- B = 481’7 4 251;20 = 0,0205+0,0132 = 0,0337 Elg
Tt = 0,7184+ 4;,7 + 281’% =1,3285 k_lg
TO8-Ch = 0,3192 * 481,7 + ;132 = 25848 é
aus den Gl. (19) bis (22) und damit
| ANy = 3550 {;:ggzg = +142 kg (Druck)
AN? = 588 g:ggi; = + 8kg (Druck)

aus Gl (13), (14). AbschlieBend ergeben die Gl. (15) bis (18)

Ng = 3550142 = + 3408 kg (Zug)

N = 588— 8=+ 580kg (Zug)

Ny, = 3408 + 580 = + 3988 kg (Druck)

M, = 3408-8,3—-580-5,3 = +25212 kgem (negat. Mom.)
Beton-Randspannungen:

3988 25212

0 _ _ _ .
%= —i3pz+ oo — ~27+42.0=+133kglem® (Zug)
a?,‘ = —28,7— 22?;2 _ —70,0 kg/cm2 (Druck)

Spanngliedspannungen:

3408 0 o_ , 980 2
0392 ~ + 8693 kg/cm Gy = +O,196 = + 2959 kg/em

U
0-3

4. Vorspannungszustand nach der Auswirkung des Beton-Kriechens
Man bestimmt zunéchst nach Gl. (35), (36)

_0,0530

0,0337
g = 1,3285 -

~ 35,5848

.3=0,1197 und p%¢ .3 = 0,0392

und entnimmt dafiir aus Tabelle 1 die Vorzahlen
%=1,063 und 0~ 1,02
- Damit ermittelt man aus den Gl. (28), (29)
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350000
T 14+1,02-3

350000

u’-—-—_._.._____
By - 1+1,063-3

= 83300 kg/cm? B = 86200 kg/em?

Zur Bestimmung von 4 und C* errechnet man aus den Gl. (30), (31)
K, =139,25-83300 = 11,61-10 kg 8, = 605983300 = 504-10° kgem?

~ und erhilt aus Gl. (19) und (21)

106. 4 = ! + 87 = 0,0862+0,1365 = 0,2227 a
T 11,61 ' 504 R T T kg
106.Cv = 1 + ! + 8.8 _ 1,2755 40,0862 40,1365 = 1,4982 :
= 0784 T1161 T Boa — o0 T DUS0eH 000 = LSS
Fiir die Berechnung von B und C° erhilt man aus Gl. (32), (33):
K, =139,25-86200 = 12,0-10¢ kg S, = 522-10° kgem?
und damit aus den Gl. (20) und (22):
1 5,32 1
6. e gt = .
108. B 12,0 +. 599 0,1371 e
1 1 5,32 1
6.00 — 0 e
10%-C% = 5302 * 120 " 52z ~ 2088y
Aus den Gl. (13) bis (18) erhilt man dann
0,2227 0,1371
U — . 2 —— 3 0 =5 . 2 —]
ANY = 3550 14983 526 kg (Druck) AN, =588 5,688 30,0 kg (Druck)
N* = 3550 — 526 = 3024 kg (Zug) N? = 588 —30 = 558 kg (Zug)

N, = 3024+ 588 = 3582 kg (Druck)
M, = 3024-8,3 —588-5,3 = 22142 kgem (negat. Mom.)

Beton-Randspannungen:

3582 22142
0wy = =
%= Y3925 " eo0 _ T L7 kelom
3582 22142 \
%= "T3905 1z ~ OLO kefom
Spanngliedspannungen:
3024 5568
Y o L = 2 0 —_ e 4 2
% = 5,392 + 7714 kg/em % = 0,196 + 2847 kgfem

5. Auswirkung des Beton-Kriechens unter stéindigen Belastungen

M9 = 25650 kgem

max
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Man erhilt aﬁs den Gl (47) und (48)

8,3 | 5,3
108. v = — — 6. D0 — '
08.D 50d 0,01646 gom und 108.D 95 0,01015 T
und tibernimmt (vgl. 4.)
108.C* = 1,4982~1 108.0° = 2,6881 —1
kg kg
Damit ergibt sich aus den Gl. (43) bis (46):
0,01646 '
Yo —
Ny = foga 250650 = 2815 kg (Zug)
0,01015
0 _ s ) _
N, = 2,658 25650 = 97,4 kg (Druck)

N, =281,5—-97,4 = 184,1 kg (Druck)
M,=25650—-97,4-53—281,5-8,3 = 22797 kgem (pos. Mom.)

Beton-Randspannungen:

184,1 22797
0 - _ i N 2
oy 139.25 600 39,3 kgfem
184,1 22797 '
w o » - 2
% = ~139.95 + 579 + 36,0 kg/cm
Spanngliedspannungen:
281,56 97,4
- g 2 O o o 2™ 2
% = 0392 +719 kgfem? und oy 0,196 49"7 kg/cm

6. Voriitbergehend auftretende Belastungen

man P = 25650 kgem
bzw. _ maeI? = 25650 kgem

vor dem Beginn des Beton-Kriechens. '
Mit den im Abschnitt 3 aus den Gl. (11) und (12) errechneten Werten

K,=48,7-100kg wund §;=2120-10¢kgem?
erhélt man aus den Gl. (47), (48)

8,3 1 5,3 1
6, U =—-—’ = ]_4 6., 0 = = _—
106. D 3190 0,0039 kg 108. D 2190 — 0,00250 Tz

und aus den Gl. (21), (21) die ebenfalls im Abschnitt 3 schon beniitzten Werte

1
1 106.00 = 2 5848 —
kg

108-C% = 1,3285
kg
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Damit ergibt sich aus den Gl. (43) bis (46)

0,003914
% m— . e 5 =
N, 1.3285 25650 = 75,6 kg (Zug)
0,00250
0 e T T =
N, = 5 5348 25650 = 24,8 kg (Druck)
Ny,=175,6—248 = 50,8 kg (Druck)

25

M, = 25650 —175,6.8,3—24,8.5,3 = 24891 kgem (pos. Mom. )

Beton-Randspannungen:

5 50,8 24891

- _ _ - _ 2

% 139,25 600 41,9 kgfom
508 24891

v _ ) — 2

%y 130,95 T 61z~ T 40,2 kg/em

Spanngliedspannungen:

75.6
U . b
% = 0,392

24.8
— 2 0 _ — ?
+192,9 kg/em o, 0,196

= —126,5 kg/cm?>

Fiir das unter stdndiger Belastung auftretende Biegemoment

maz I = 25650 kgem

erhélt man vor der Auswirkung des Beton-Kriechens dieselben Beton-Rand-

spannungen und Spanngliedspannungen.

7. Auswirkung des Beton-Schwindens bei Beriicksichtigung des Kriechein-

flusses
Fiir Btp=0,1197 und B¢ =0,0392
entnimmt man aus Tabelle 2:
¥ =0,510 und ¢ =0,503

Damit erhélt man aus den Gl. (60), (61) jetzt

EY = 138300 kg/cm? E? = 139300 kg/cm?

Fiir die Ermittlung von C* bestimmt man mit Ey

K,=139,25-138300 =19,26- 106 kg S, = 6059138300 =837 - 108 kgem?

und erhilt damit
1 1 8,3 1
6.(Cu — A ——
10%-C% = G733 T 19,26 T 837 ~ Mg

und sinngemiB mit £

8 Abhandlung XIV
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K, =19,40-10¢ kg S, = 843-10% kgem?
sowie aus Gl (22) o
: 1 1 5,32 1
6.0 2 Ll
10%C° = 5302 * 10,4 T 8a3 ~ 6%,
Die Gl. (56) bis (59) liefern dann
0,00025- 108
u __ —
NY = 14097 177,2 kg (Druck)
250
0 _
- N = 2.636 95,0 kg {Druck)
N, =1774+95 = 272 kg (Zug)

M, = 177,2-8,3—-95-5,3 = 967 kgem (pos. Mom.)

Beton-Randspannungen:
272 967

0 _ 2
oy = +13g 35~ 600 = +0,3 kg/em
272 967
3 2
% = 139,95 " g1z ~ T3 keglem
Spanngliedspannungen:
177,2 95
Yo i : 2 0 _. _ e 2
% = ~0.302 453 kg/em oy 0192 495 kg/em

8. Spannungszusamménstellungen

Vor dem Auswirken des Kriechens und Schwindens erhilt man aus Vor-
spannung, stindiger Last und Nutzlast:

= +13,3 —41,9—41,9 = — 70,5 kg/cm?
o = —170,0 +40,2440,2 = + 10,4 kgfom?
ol = +2959—126 —126 = + 2707 kg/cm?
o¥ = +8693-193 +193 = 49079 kg/cm?

Nach Auswirkung des Kriechens und Schwindens unter Vorspannung,
standiger Last und Nutzlast:
op =+11,2 —39,83—-41,94+0,3 = —69,7 kg/em?
0% = —61,9 +36,0-+40,2+3,5 = +17,8 kg/em?
o = + 2847 —497 —126 — 495 = + 1729 kg/om?
0% = +T714+ 719 +193 — 453 = + 8173 kgfem?

WOQ‘

§

Die durch Kriech- und Schwindeinfliisse bedingten Spannungsinderungen
in den Spanngliedern ergeben sich aus:
A% = — (2707 —1729) = — 978 kgjom?
Ao¥ = —(9079—8173) = — 906 kg/cm?
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C. Exakte Berechnungstheorie fiir Spannbetontriiger mit Koppelung

Im folgenden sind die Werte K, und 8, stets nach den Gl. (11) und (12),
d.h. mit E; zu bestimmen.

1. Der Vorspannungszustand im Zetpunkt des Umselzens der Spannbeltkrifte
VO V¥ auf den Betontrdger
Aus den Gleichgewichts- und Vertréiglichkeitsbedingungen erh#lt man:

AC°—BC BC»—AC

. AN = COCv— (2 (67) ANY = OO _ (2 (68)
; 1 qtar |
worin O= K—b—Tb' : (69)
_ 0 __ 10,0
A=VM+V+(VNa,u Va)a“=V”A+V00 (70)
— % 0 (11 0,40
gtV (Mat -V o pugiyop (71)
K, S,

gesetzt wurde, 4 und B nach Gl. (19) und (20) sowie €9, C* nach Gl. (21) und
(22) einzufiihren sind.

Die Hilfswerte K, und 8, erhélt man aus den Gl. (11) und (12).

Fiir N% N? und N, M, gelten die eingangs angeschriebenen Gl. (15) bis (18).

Ist
J
— [ b
C=0 dh o=,

so gehen die Gl. (67) und (68) in die GI. (13) und (14) iiber, d.h. man erhilt
den Sonderfall, bei dem keine Koppelung vorliegt.

I1. Die Einwirkung kurzfristig auftretender Biegemomente IRP und stindig
vorhandener Biegemomente W9 wm Zeitpunkt ty, d. h. vor dem Hinsetzen des
Beton-Kriechens

Die Gleichgewichts- und Vertréiglichkeitsbedingungen ergeben:

. DeCorDoC D+ DO
Ng, = CoCe—(2 M (72) Ny, = v Cu_ (2

worin C* und C° aus den GI. (21), (22) zu bestimmen sind, C sich aus Gl. (69)
ergibt und D%, D° aus den Gl. (47) und (48) ermittelt werden.

K, und 8, erhilt man wieder aus den Gl. (11) und (12).

Fiir N, und M, gelten die Gl. (45) und (46).

M (73)



28 B. Fritz

111, Die Auswirkung des Beton-Kriechens unter den Vorspannkriften

Im Zeitpunkt ¢,, d. h. vor dem Einsetzen des Beton-Kriechens erhilt man
die Betonverkiirzungen ¢} und ¢;, in Hohe der oberen und unteren Spann-
glieder aus:

0 Nbo_MbO g0 — No+NY B (V% o — N2 al)

= 9 74
“T K, S, K, 5, * ()

w Nbo Mbo u:N§n+NTSf)+ (.Ng;au—..N‘goao)

— v ' 75
€, Kb +- Sb a Kb Sb a (75)

Bezeichnet man die durch das Kriechen bis zum Zeitpunkt £ ausgelosten
Abminderungen der Spanngliedkrifte mit X, Y, die Verminderung der auf
den Betonquerschnitt einwirkenden Liangskraft mit X + ¥ und die Anderung
des Biegemomentes mit — Y a*+ X a® so erhilt man fiir diese Gréflen die
zusitzlichen Betondehnungen

o__X+¥ (Yo' -Xa") aﬁ |

= 76
L K, 5, (76)
_ X+Y (Yar—Xa%
0 K, S, |
und damit insgesamt:
1 a” 1 a*a®
0 _ 0,20 0 _x {2 %) y({ - _%%
%= wT = X(Kb-i-sb) Y(Kb S, )
1  a%a® | L
U U U __ U - _ . -
== Hyi = X(Kb Sy ) Y(Kb+13b) :
= —XC-YA (79)
Die Gleichgewichtsbedingungen im Zeitpunkt ¢ ergeben:
Ny =V¥—AN{—-Y =Ny Y (80)
N =V'-AN?-X =N)-X (81)
N, =N:4N! XY =N, —-X-Y (82)
M,= Vig¥~ANYa*— Y a*—Voa®+ A N2a%+ X a®
= Nta*—Nla'+Xa®— Ya* = M, +Xa'— Ya* (83)

Da nun Beton und Spannstahl in Spanngliedhohe dieselben Léngeninde-
rungen erfahren, erhédlt man mit dem fiir einen Zeitpunkt ¢ und fiir ein bis
dahin erreichtes Kriechmafl ¢ geltenden ,,Dischinger-Ansatz*: '
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»ya” -Xa®

1
a
X+.)/ ”ba 'Mbo
Py

Fig. 7

0 &, de _do d& de,
EPE T P P P L)

die im vorliegenden Fall geltenden Gleichungen

0 o do d g dX aY 1 dX
EB— T Bl e
X at at  dt  dt KV dt
do de do dX ayY 1 ay
_¥ - - - _
I TR TRl VAR PRl Tty Ry 7

woraus sich nach weiteren Umformungen die gekoppelten Differentialgleichun-
gen

dX ay

= 0 - ,
= XB+Y O+ o400 (85)
4Y X
Gb =XC+YA+C d_+0d§v (86)

ergeben. Man sieht, dal} fiir C'=0, d. h. fiir den eingangs auf andere Art abge-
leiteten Sonderfall
Jy

ad =

keine Koppelung mehr besteht.
Aus dem Gleichungssystem (85)/(86) erbélt man nun

BC¥—(? cov—AC Crep —Cef

X X T
Tovoi—r T ovoe_ce T T ovon_ o

C"0-BC , AC-C*_  (q-0Cd),

v _ el
Toogu_cr T oogu_ce Co0n O

und mit



30 B. Fritz

BCv—(? CCv—AC C‘uegn——Ce},z
oo (2 =0n (87) 0o v — (2 = o (88) O——O v _ (2 = Oy (89)
c°C-BC ACO-C? Ooe’gi—Oego
oormge = 00 g = 0D g = e 99)
X'=—ayX—a, Y +ay (93)
Y'=—anX -0y ¥ +ay, (94)
1. Schritt: Koordinatentransformation
X,: Yyl = —an TGy Gy
—Qg9y Ty Uy
— Qo0 — B2 %0 (95) Y, = (13 Aop — A1 Gag (96)
(11 Agp — Q12 Qo1 Q11 Qog — Ay 0oy
2. Schritt: Besﬁmmung der charakteristischen Werte
Aus (=@ —A)—ay, | =0
— Qg (a9 —A)
erhilt man:
A2 A (@) + Bop) + (@yy g — By Byp) = O
by by
und
Al,z = % ( ‘”51 + Vblz . 4b2) (97)
3. Schritt: _ ‘
Y = Yo+ A,eM? 4 B, ele? (99)
Die gegenseitige Abhéngigkeit der Konstanten erhélt man aus:
Ay:A; = | —ay (—a—2)|
a1
=4, m_ 1
A, A, ik o (100)
B,: B, = |(a3;+2A;) 03]
a
B, = — 12 101
1 2 (111'1‘/\2 ( )
Die Losung 148t sich nun in der Form:
a -
X =X,+R,ehv—R, At :—2)\2 ~gh? (102)
Y = Yy By — B Moy R, eho (103)
T @ty



Unsymmetrisch vorgespannter Betontriger 31

anschreiben, fiir die man aus den Randbedingungen

=0 _X=O Y=0

. . Y, + 2 x,
Ry = — — “11;”\2 (104) R, = — “22“1 (105)

erhilt, wenn man
19- 0oy

4=1-
| (@11 +Ag) (Aga +4y)

(108)

setzt.

IV. Die Auswirkung des Beton-Kriechens uniter stindig vorhandenen
Biegemomenten M9

Bei der Berechnung von ¢) und € nach den Gl (74) und (75) sind ledig-
lich N¢ und N 20 mit Hilfe der Gl. (72) und (73) zu bestimmen und damit Ny
und M, nach den Gl. (45) und (46) zu ermitteln. Nach der Berechnung von
X und Y erhilt man dann

N)=N2+X (107) N¥=N'-Y (108)
Ny=Ny —X~-Y=N!~N) (109) M,=M—N¥a*—N2a® (110)

V. Der Einfluf des Beton-Schwindens

Es ist anstelle von ¢) und €} lediglich 5% einzufiihren, worin ¢ das
bo bo (P Schae.

E
Endschwindmall und g5 das Endkriechmall bedeuten.
Aus den Gleichgewichtsbedingungen erhdlt man nach Bestimmung von
Xund Y

NY=X (111) NY=Y (112) N,=X+Y (113)
und My=Ya*—Xa® (114)

(vgl. Abb. 5 und die Vorzeichenvereinbarung der Gl. (56) bis (59)).

VI. Zahlenbeisprel

Es wird das unter B. V. behandelte Anwendungsbeispiel fiir den Fall einer
Koppelung untersucht, der dadurch gegeben ist, daf3 anstelle von

Iy Iy

=5,3cm jetzt a®=8,56cm d.h. >

a® =

eingefiihrt wird.
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1. Gegebene Hilfswerte und Konstanten

K,=487-10kg 8, =2120- 108 kgem?
K?=0,392.108 kg K¥%=0,784-10% kg
104 = po oo = 0,0530 1008 = ot S0 = 0,0546
108. 00 0,3192 + 481)7 + 281’22 _ 2,605  105-Cv — 1,328
1080 = 4;7 _ 8’251'2%3 ~ —0,0128 + 0
% = 02’?65{)456:11,)332288: 0(,)(’)0112%322 = %%é = 002091
0, — —0,0128 ;1’&3;%8—0,053) 000742
a = ~—0,0128'(§:f505—0,0546) _ _ Bpd
Bag = 0’053"2’36355; 0.0128% _ ,03987 b, — ay, +ay, — 0.06075

Mps = 1 (—0,06078 + 10,003694 — 0,008157) = } (— 0,06078 + 0,02317)

A\, = —0,018805
X, = —0,041975
Gy —0,00472
A, — 0,020015— 0041975 ~ +0PR4
iy _ 000044 o

Ugat+2;  0,03987—0,01880

0,00472-0,00944 1 0,4455

A =1-—(02106-0,02107 ~ ' * 24331

= 1,1005

2. Auswirkung des Beton-Kriechens unter den Vorspannkriften mit ¢=3,0
Aus den Gl. (67) bis (71) erhilt man
ANY = 136 kg (Druck) " AN? = —445%g (Zug)
~ und damit bei sinngemiiBer Anwendung der GL. (15) bis (18)
| Nt = Ve —AN? = 3550136 = 3414 kg
N2 =V —AN)= 588+44 = 592,4kg
Ny, = NJ +N¥ = 34144592 = 4006 kg
M,,= Nta*—NQa® = 3414-8,3 —592-8,5 = 23301 kgem
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sowie aus Gl. (74) und (75)

| 4006 23301
6.0 _ _ ) _ _
0%, = 487~ 2ig0 P = ~ILI6
4006 23301
6 4 __ . =
100}, = g7 + 315 83 = +173.48
—1,328.11,16+0,0128-173,48 _
2,605-173,48 —0,0128.11,1
g5 = s & _ 130608
X, = +597,05 kg Y, =+3417,3 kg
R, =—12384 R, = —2862,3

X = 597,02—1238,4.¢-005641 | 9862, 3.0 ,224] . —012592
= 597,02—-1170,54 4 565,56 = — 7,96 kg

Y = 3417,3-1238,4-0,4479.¢70.05641 _ 2862 3. ¢—012592 —
= 3417,3 — 524,28 — 2523,69 = 4 369,4 kg

Damit ergeben sich aus den Gl. (80) bis (83):

N = NY—Y = 3414 —369 = 3045 kg (Zug)
N? =N —X =592,4+796=600,3kg (Zug)
Ny, = N, — X —Y = 4006 +7,9~369,4 = 3644,5 kg (Druck)

My= M, +Xa®—Ya*=23301-7,9-8,5—-369,4-8,3 = 22927 kgem
(neg. Moment)

3. Auswirkung des Kriechens unter stdndig vorhandenen Biegemomenten JR¢

6, u:'a_u; 8,3 — ‘ 67, 0o_ 55 _
108.D 5, = 2120 0,003915 106. D0 = 96 0,004009
Aus den GI. (72) und (73) erhilt man:
N = +175,246 kg (Zug) N? = +39,108 kg (Druck)
und aus den Gl. (45) und (46): ~_ ‘
N, = 36,14 kg (Druck) M, = 24693 kgem (pos. Moment)
Damit ergeben sich: |
36,14 24693-8,5 '
6.0 220 25 e
_ 36,14 24693.83 95.933

108 e};’o =

48,7 2120
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Gy = 37,94 gy =— 71,88
X, = +1486,6 kg Y, = —1451,0 kg
R, = —1055,34 R, = +1923,50

X = 1486,6 —1055,34 - 0,9452 — 1923,5 - 0,2241 - 0,8817 = +109,0 kg (Druck)
Y = —~1451,0—1055,4- 0,4479 - 0,9452 +1923,5- 0,8817 = —201,8 kg (Zug)
Die Gl. (107) bis (110) ergeben damit:

N? = 748,1 kg (Druck)  N% = 277,0kg (Zug)
N, = 128,9 kg (Druck) M, = 22092 kgem (pos. Moment)

4. EinfluB des Beton-Schwindens
Mit €gg =0,00025 und ¢=3,0 erhilt man

108¢) = 108y = 108 2?)&
und damit aus den Gl. (89) und (92)
@y = 32,30 @ = 63,06
X, = 20087 kg Yo = 20572 kg
R, = —2244,2 , = —1051,8

X = 2008,7—2244,2.0,9452 +- 1051,8-0,2241-0,8817 = 95,3 kg = N?
Y = 2057,2 —2244,2.0,4479-0,9452 —1051,8-0,8817 = 179,8 kg = N*

und aus den Gl. (113) und (114):

N, = 275,1kg (Zug) M, = 682,83 kgem (pos. Moment)

5. Beton-Randspannungen und Spannstahlbeanspruchungen im Zeitpunkt ¢4

a) Vorspannung

36445 22927

0 _ _ _ .
E 139,25 T 600 26,2+ 38,2 = + 12,0 kg/fom? (+11,2)
612
600,3
0 __ » 9
3045

= + 7765 kgjem? (+7714)

'O_u

$ 0,392
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b) Sténdig vorhandene Momente
o _ 128,56 22092
% = 7 139,25 600

22092

= —0,93—36,83=—37,76 kg/em? (—39,3)

~0,03+ =% = | 135,20 kg/em® ( +36,0)
148,1
ol = ~ 0196 = —~ 755 kglem? (—497)
W 2770
g, = 6',—3_9_2 = +707 kg/cm2 (+719)
¢) Schwinden
275,1 682,3
0 == ? —_ : —e] — s 2
oy 139,95 800 +1,97-1,14 = 4+ 0,83 kg/em? (+0,3)
. 682,3
of = +1,97 +—— Blg = +3,08 kg/em? (+3,5)
- 95,3
0 _ 2
% = 0192 = — 496 kgfem? (—495)
179,8
. _ 2 (o
% = 0303 ~ 458 kglem? (- 453)

Die in Klammern beigefiigten Spannungen sind die Werte, die sich aus
dem ersten Zahlenbeispiel ergeben haben, bei dem der obere Spannstahl im
Abstand J

b

0 ..
a’ =

von der Beton-Schwerachse verlegt und somit keine Koppelung vorhanden

=5,3cm

. war.

D. SchluBlhemerkungen

Wie schon eingangs erwihnt wurde, ist es in der Regel moglich, die Hohen-
lage a® der oberen Hilfs-Spannglieder so zu wihlen, dafl die erwiinschte Ent-
koppelung erreicht wird und somit das unter B beschriebene einfachere
Berechnungsverfahren Verwendung finden kann. Eine weitere Vereinfachung
konnte dadurch noch erreicht werden, dal man anstelle der sich nach den
Gl. (28) und (29) bzw. (60) und (61) nur wenig voneinander unterscheidenden
Werte E} und EY des ,.fiktiven Forménderungsmoduls jeweils mit B ~ E¥
rechnet.

Ist ausnahmsweise konstruktiv nur ein

Iy
Fya*
moglich, so erhilt man — wie ein Vergleich der Ergebnisse aus den beiden
Zahlenbeispielen erkennen liflt — fiir die Beton-Randspannungen und die
Beangpruchungen der unteren Haupt-Spannglieder mit der zusétzlichen Ver-

al %
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einfachung immer noch ausreichend genaue Werte. Grofere Abweichungen
von den exakt ermittelten Werten sind dann lediglich bei der Berechnung der
- Beanspruchungen in den oberen Spanngliedern zu erwarten. Sie sind aber
praktisch bedeutungslos, weil die oberen Hilfs-Spannglieder erfahrungsgemaf3
nie voll ausgeniitzt werden.

Zusammenfassung

Die genauere Berechnung der Kriech- und Schwindeinfliisse bei in zwei
Lagen, beispielsweise oben und unten, unsymmetrisch vorgespannten Spann-
betontriagern fithrt auf ein System von zwei gekoppelten Differentialgleichun-
gen, dessen Ansitze und Losungen fiir im Spannbett hergestellte Fertigteil-
- Triiger gegeben werden.

Um eine einfachere Berechnung zu erméglichen, wird auf einen in der Regel
leicht erreichbaren Sonderfall aufmerksam gemacht, bei dem die Kopplung
der Differentialgleichung entfillt. Es wird ferner gezeigt, daf sich bei Ein-
fiihrung eines fiktiven Forminderungsmoduls zur Beriicksichtigung des Krie-
chens und Schwindens geschlossene Berechnungsformeln aufstellen lassen.

Summary

~ The more accurate calculation of the effects of creep and shrinkage of
unsymmetric doubly prestressed (for example above and below) concrete
girders leads to a system of two coupled differential equations, of which the
setting-up and solution are given for precast girder sections installed in a
stressing frame. '

In order to make possible a simpler calculation, attention is drawn to a
special case that is, as a rule, easily attainable, by which the coupling terms
fall out of the differential equations. It is further shown that definitive cal-
culation formulas can be set up by introducing a fictitious modulus of defor-
mation to take account of creep and shrinkage.

Résumé

Le calcul précis des influences exercées par ’écoulement et le retrait, dans
les poutres en béton précontraint avec dissymétrie, par exemple en-dessus et
en-dessous, conduit & un systéme de deux équations différentielles accouplées,
dont les énoncés et les solutions sont indiqués pour le cas des poutres constitudes
par des éléments préfabriqués. ' '

Pour permettre un calcul plus simple, ’auteur traite d’un cas particulier,
en régle générale aisément réalisable et dans lequel il n’y a plus couplage des
équations différentielles. Il montre en outre que l'introduction d’un module
fictif de déformation pour tenir compte de 1’écoulement et du retrait permet
d’établir des formules de calcul finies.
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