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Poutre sur appui continu elastique

Balken auf kontinuierlicher elastischer Unterlage

Beam on continuous elastic support

L. Hahn, Ingenieur Civil, Paris

La courbe de deformation, appelee aussi ligne elastique, des poutres com-
portant des appuis Continus elastiques, est determinee suivant la methode
classique, en etablissant l'equation differentielle de la courbe et en l'integrant.
Cette methode a un grave inconvenient: il faut etablir autant de relations
donnant cette courbe, qu'il y a des discontinuites de la ligne de charge, de
variations du moment d'inertie de la poutre et des variations des caracteristiques

mecaniques des appuis. On congoit facilement que, des que l'on s'eloigne
un peu du cas simple de la poutre ä caracteristiques continues, les calculs
deviennent inextricables si non impossibles ä mener jusqu'au bout.

L'application des relations de Bresse evite absolument tous ces incon-
venients et, de plus, on est dispense d'employer les fonctions hyperboliques.
En effet, il s'agit d'integrer seulement et l'on sait que l'on peut integrer
facilement des fonctions discontinues.

Emploi des relations de Bresse

Soit un tron9on de ligne elastique, fig. 1, avec une origine y0 et une pente
@0 ä l'origine. Nous pouvons poser:

Xi Xi

avec: rj -~y-, cd 77 dx

0 0

EI '

oü cd est 1'angle de contingence, c'est-ä-dire 1'angle de deux tangentes infini,
ment voisines, I le moment d'inertie, E le module de Young de la poutre-
y l'ordonnee de la courbe, x et £ des abscisses.
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/"
Fig. 1

Pour un point voisin i — 1, on a une relation analogue:

Xi-l

Vi-i Vo + ®o xi-i ~ J V U-i dx>

0

En soustrayant (1) et (2), on obtient:
Xi— l #i—i

^ %-i y< -y<-i &oA xi-i - J *?(£<- £<-i)dx - J i? £i

0 iCr

A Vi-X @0 J ar^ - J ^_! 77 dx - J 77 ^
0 Xi-l

car: ^ ^_x + zl a^ d-± + ^ - ^_x,

on a d'une maniere identique

dx,

;dx

Ayi 0oAxi-Axi \ vdx-\ v^ dx

En soustrayant (3) et (4), on obtient:
Xi— 1

- J vti+idx+ J ^
)dx

0 #«•

rfa;

(2)

(3)

(4)

(5)

Cette relation fondamentale se simplifie singulierement, si les intervalles A xi
sont tous egaux. L'uniformite des longueurs des intervalles vaut la peine d'etre
envisagee, car les calculs sont abreges de beaucoup. On a d'ailleurs toujours
interet ä diminuer le plus possible la longueur des intervalles, car l'exactitude
des resultats s'en ressent. Dans ces conditions, on peut toujours s'arranger
afin que les intervalles A xi soient tous egaux. La relation (5) devient dans ce

CaS rv.. sy.. ~. _

A*yi_1= -e j r}dx+ J t)iidx- J v li+1 dx, (6)

ou: e A xi constant, A2xi 0,
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Nous pouvons effectuer les integrales, en admettant que les ordonnees y varient
lineairement dans un intervalle e. Ce sera la seule approximation admise dans
cette etude. Elle sera d'autant plus valable que e sera plus petit. On voit l'interet
qu'il y a ä diminuer la longueur des intervalles €.

D'autre part, ces intervalles seront choisis tels, que le moment d'inertie et
les caracteristiques mecaniques des appuis ne varient pas le long d'un intervalle

et que la ligne de charge soit continue. On aura donc le Schema de la
figure 2. Nous allons calculer les moments M:

Dans la travee i — 1, i, on a:

M Jf<_1 + Ti-1i8<_1 + Z?-1/'-1 +(Zf- ZU) 4r6e
et pour j8i_1 «:

Mt M,_! + Ti_1c + —(Z'l + 2 ZU)

On peut donc eliminer l'effort tranchant

_Mi-M±=1 (Z*i+2Zj1)e
Ji-i : ä (7)

Remarquons que la charge Z est egale ä la reaction du sol moins la charge
appliquee. Nous avons les integrales suivantes, facile a calculer:

MW M^e* + Ti-l-^+Zii-^7 + (Zgi ~Zti)Y^24 120

et en ehminant Ti_x, a l'aide de la relation (7)

€

(SJ^+^e2 (1ZI + SZU)
(8)

on a dans la meme travee:

J Md^M^e +T^ + Zi^ + W-ZU)^
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et en eliminant Ti_1:

L. Hahn

Mdl (Mt + M^)* (Zf+Zjje3
2 24

(9)

Dans la travee i, i+1, on obtient immediatement une relation analogue ä la
relation (8):

(2Mi + Mi+1)e* (TZ>i+1 + 8Z?)e*

0

(10)
6 360

En remplacant les integrales (8), (9) et (10) dans la relation (6) et en posant:

(12)Ai - T~"ha
(ii) 1 6^I,„

on obtient apres simplification:

A2Vi-i *<{-[31^ + 2(1+\i)Mi + \iMi+1]

+ ^ [7 ZU + 8(Z>+\i Zt) + 7 A, Z'{+1]
(13)

Nous pouvons avoir 3 cas particuliers:

A* l,

^sy<-i «i j- {M^ + iMt + Mi+J + ^VZU + SW + Zfi + lZuy (13a)

Charge appliquee non discontinue au point i,

\ * 1, Z{ V Zu

A^yi_1=ccii[-[Mi_1+2(l+Xi)Mi+XiMi+1]+^[l ^+8(1+^)^+7^?«]} (13b)

Charge appliquee non discontinue au point i, Xt 1, cas frequent.

^2%-i *i (M,_x + 4 Mi + Mi+1) + — (7Zi1+16Zi + 7 Z'i+1) (13c)

Les relations (13), (13a), (13b), (13c) resolvent completement le probleme,
car eile donnent les variations des ordonnees de la ligne elastique, en supposant
connues les valeurs de M et de Z. II y aura la un petit travail de tätonnement,
car le cheminement de Ay conduit ä connaitre, dans ces relations, tous les

M et Z, sauf Mi+X et Zi+1, qui sont determines apres le calcul numerique de
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A2yi_x, comme nous le montrerons ci-apres. Mais un tableau, complete au für
et a mesure de l'avance des calculs, donnera les premieres, les deuxiemes et,
a la rigueur, les troisiemes differences des M et Z (A, A2 et A3), ce qui permettra
d'apprecier rapidement les valeurs de Mi+X et Zi+X. A la rigueur, apres avoir
introduit ces valeurs dans les relations (13), on trouvera de legeres corrections
ä appliquer a Mi+X et Zi+l9 et on recalculera a nouveau A2yi_x. L'experience
montre que la convergeance est extremement rapide.

Calcul des moments de flexion

Les figures 2 et 3 permettent le calcul immediat des moments. Supposons
qu'il y a une charge concentree Pi au point i. Nous avons pour la travee i — l,i:

ou encore

Mi-Tige + ~(Zt1 + 2Z*)-Mi_x 0

AM^X Mi-M^ Tige--(ZU + 2Z'i),

et pour la travee i, i + 1:

(14)

Mt + T{gc-Ptc+ir(2Z* + Z'M)-Mi+1 0

ou encore:

AMt Mi+X-Mt Tige-Pi€+-(2Zt + Z>i+1) (15)

r
A1i

I
Fig. 3

En soustrayant les relations (14) et (15), on obtient:

A^M^ AMt-A Mt_t -P<e + -[ZfLI + 2(ZJ + Zf) + ZffJ (16)

Si la charge Z est continue au droit de l'appui i, (Zf Z& — Zt)

A2Mi_x -Pie+-{ZU + ±Zi + ZUi) (16a)
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Marche des Operations numeriques

Supposons connues les deux premieres ordonnees y0 et yx et le moment
& l'origine M0. On estime la valeur de Z2g. Z0 est donne par la relation connue:

zo + Po hyo> zo -Po + hVo- (17)

Rappeions que kx est la constante mecanique de l'appui continu dans la
travee 0, 1 et que Z0 est la somme algebrique de la reaction su sol s0 et la
charge repartie appliquee p0, supposee descendante, autrement dit (voir fig. 4):

zo=*o-Po> #o zo + Po

"^.J-*.
^.«c

0*

s-kjz=s-p

Fig. 4

Au point 1 on a, sx gardant evidemment la meme valeur ä droite et ä gauche
de ce point:

*l Zlg + Plg Zld + Pld>

sx-vx kx(yx-v2),
sx + vx k2{yx + v2),

oü vx, v2 sont des quantites infiniment petites. En ajoutant ces deux dernieres
relations et en passant ä la limite: vx -> 0, v2 -> 0, on a:

5i
(Icx + fC2)

- yx — icXmyx,

on appellera kXm la constante mecanique moyenne de l'appui au droit du
point 1. Pour un appui quelconque i, on a:

k.Hm

On a donc:

2 Wi + %f-l)' si — kimVi>

Zl g Kim Vi ~~ Pl g >

Zld klmyl~Pld>

(18)

(19)
(20)

En supposant qu'une charge concentree P0 est appliquee au point 0, la relation
(16) nous donne Mx(i 0):

A2M0_x AM0 Mx-M0=-P0e + ^(2Z0 + ZXg)9

donc: M1 M0-Po€ + ~(2Z0 + Zlg), (21)
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on a suppose A M0_x Z0_x Z0g 0, Z0d Z0, on peut d'ailleurs etablir
directemenfc la relation (21) par un calcul immediat. M2 sera calcule par la
relation (16) complete, soit (i l):

AMx M2-Mx=AM0-Pxe + ^[Z0 + 2(Zxe + Zx*) + Z29], (22)

oü, rappelons-le, Z2g seul sera estime a priori, tous les autres termes etant
connus. La relation (13) complete nous donne y2, donc Z2g: (i l)
A2y0 Ayx-Ay0 {y2-y1)-Ay0 ocx[ ], Ay0 yx-y0,

y2 yx + Ay0 + ocxl-[M0 + 2(l+\x)Mx + \xM2\

+ — [7 Z0 + 8 (V + K V) + 7 Xx Z2g]J (23)

Dans cette relation, on connait tous les termes, sauf Z2°, dont la valeur etant
estimee, on peut calculer y2, donc Z2a:

Z2d hmy2~P2g> (24)

on reintroduit cette valeur de Z2° dans (22) et (23) et on corrige M2 et y2.
Comme il a ete dejä dit ci-dessus, la convergeance est tres rapide.

La suite des Operations se continue d'une maniere identique ä l'aide des
relations (13) et (16).

Parametres ä Porigine

Les parametres ä l'origine y0,yx, ne sont pas determines. Mais nous avons
deux conditions aux limites ä satisfaire ä l'autre extremite de la poutre. II faut
que la suite des Operations conduise ä un effort tranchant et ä un moment de
flexion connus d'avance «a cette autre extremite, ce qui determine les valeurs
de y0 et yx. On procedera pratiquement de la maniere suivante. On determine
3 lignes elastiques. La premiere, qu'on appellera I sera etablie avec les charges
reelles et, les conditions aux limites n'etant pas satisfaites, on la corrigera par
deux autres designees par II et III. En amplifiant ces deux dernieres par deux
parametres C2 et C3, on aura les deux relations suivantes:

MIn + C2MIIn + CsMUIn Mn,
*\n +^2-^IIw +^3-^11171 *tn>

(25)

(26)

oü n designe l'extremite de la poutre opposee au point 0, Mln, Mlln, Mllln
les moments correspondant aux trois lignes elastiques au point n, Tln, TIln,
TI1In les efforts tranchants au point n et Mn, Pn le moment et la charge
ponctuelle, efforts connus, appliques egalement au point n.



182 L. Hahn

On peut eviter le calcul des 3 lignes elastiques, en se limitant ä la premiere
seulement, la ligne I. Dans ce cas, les parametres y0 et yx interviendront dans
toutes les Operations et seront determines par les 2 conditions aux limites au
point n.

Applications numeriques

1er exemple

Nous appliquons la methode ä un exemple tres simple, extrait de 1'ouvrage
de resistance des materiaux de Eöppl (1), fig. 5. Une poutre courte en fer, de

80 cm de longueur, chargee en son milieu par une charge ponctuelle de 1000 kg,
ayant une section carree de 6 cm de cöte, est appuyee sur un terrain qui se

comprime de 0,25 mm, sous l'influence d'une pression de 1 kg par cm2. Donc:
k' 40 kg/cm3, k 40 • 6 kg/cm2, 1 6-18 cm4, E 22 • 105 kg/cm2, k etant
uniforme, nous pouvons nous dispenser de calculer la deformation y et nous
determinons directement Z.

X
£« Wem

40cm
9

Fig. 5

Ligne elastique I. Nous admettons Z0 ZX 12 kg/cm, valeurs voisines de
la pression uniforme sur le sol. L'effort tranchant en 0 sera par raison de

symetrie egal ä 500 kg. Nous admettons en 0 un moment M0 egal ä 10 000 kg/cm,
correspondant ä la pression uniforme sur le sol.

Mx sera determine ä l'aide de la relation incomplete (21)

MX M0-P0€ + €K-3Z0= 10000-500-10+ -^-12 5600 kg/cm,

AM0 Mx-M0 5600-10000= -4400 kg/cm; A Z0 0,

On a donc le tableau suivant:

i A2Z AZ Z A2M AM M

0 -0,58 0 12,00 1191 -4400 10000
1 -0,25 -0,58 12,00 1138 -3209 5600
2 -0,04 -0,83 11,42 1058 -2071 2391
3 — -0,87 10,59 — -1013 320
4 — — 9,72 — — -693

i) Ed. Gauthier-Vülars, 1901.
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Nous donnons le detail des Operations du point 2 ä titre d'exemple. La
relation (13c), dans laquelle on multiplie les 2 membres par k, nous donne:

uk
>k 100-40-6 1 e2

_
K)

6\ET^ " 6-22-105-6-18 ~ 59400' 60 ~ T'
A2Zt0 59 400 [ (10000 +4-5600 +2391)+^(7-12+16-12+ 7 11,42)]

A2Z0 AZX-AZ0 -0,58, A Zx JZ0-0,58 =-0,58,
Z2 ZX + AZX 12,00-0,58 11,42 kg/cm

La relation (16a) nous donne:

A2M0 ^(12 + 412 + 11,42) 1191 A Mx-A M0,

AMX 1191-4400 =-3209, M2 Mx + A Mx 5600-3209 2391 kg/cm

Ligne elastique IL Nous admettons Z0 Zx 0. En 0 nous admettons
MQ 693 kgm, a ftn de corriger le residu du tableau precedent. On aura le
tableau suivant:

i J2Z AZ Z A2M AM M

0 -0,07 0 0 - 1 0 693
1 -0,07 -0,07 0 - 8 - 1 693
2 -0,07 -0,14 -0,07 -22 - 9 692
3 —¦ -0,21 -0,21 — -31 683
4 — — -0,42 — — 652

Ligne elastique III. Nous admettons Z0 ZX=1 et MQ 0. On aura le
tableau suivant:

i A*Z AZ z A2M AM M

0 -0,01 0 1,00 100 50 0
1 -0,02 -0,01 1,00 99 150 50
2 -0,05 -0,03 0,99 95 249 200
3 — -0,08 0,96 — 344 449
4 — —- 0,88 — — 793

II faut calculer l'effort tranchant en 4 pour les trois lignes elastiques.

Ligne I T4 10(6 +12 +11,42 +10,59+ 4,86)-500 =-51,3 kg
II T± -10(0,07 + 0,14 + 0,21) -4,9 kg

„ III y4= 10 (0,50+1,00+ 0,99+ 0,96+ 0,44) 38,9 kg.

13 Abhandlung XIU
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Nous pouvons poser les 2 equations (25), (26):

652C2 + 793 C3 693,

-4,9C2 + 38,9C3 51,3.

La resolution de ces 2 equations, qui est immediate, donne:

C2 -0,4692, C3 1,2597,
on a donc:

M0 10000-652-0,4962 9675 kgm,
Z0 12,0+1,26 13,26 kg/cm,

Föppl donne ä l'aide d'un calcul tres long:

M0 9560 kg/cm, Z0 13,8 kg/cm

soit 1% de difference pour M et 5% pour Z.

2&me exemple

Nous examinons un cas analogue au precedent, mais le moment d'inertie
de la poutre et la constante mecanique du sol ne sont pas constants et de plus il
n'y a plus de symetrie. Cet exemple est extrait de l'ouvrage de M. Vekdeyen2),
voir fig. 6. II s'agit d'une poutre en beton.

10*50-500cm
S'JOcm

1 2 3 4 5 6 7 8 9 fp

Kg'
5000t/m2

I9'3$*Wm* UOt Id'l,69*K)~2m*

Kd* 12500t/m*
E=2*10$t/m2

Fig. 6

Ligne elastique I. Nous admettons Z0 Zx Z2 Zs Z4 Z5 0.

M0 Mx M2 Ms M4t M5 0 et T5 -40t.
Nous calculons directement Z, les Operations sont un peu plus compliquees
pour les autres 2 lignes elastiques, mais les resultats sont plus precis. Nous
avons trouve apres un seul essai ZQ 0,31 t/m et pouvons donc calculer M6:

M6 -40-0,5+ 0,31
0,502

6 -19,99 tm.

Le tableau ci-dessous donne tous les resultats, dont le calcul ne presente rien
de particulier.

2) Mecanique du Sol et Fondations, Ed. Eyrolles, Paris.
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i A2Z AZ Z A2M AM M

5 1,85 0,31 0 0,15 - 19,99 0
6 3,68 2,16 0,31 0,77 -19,84 - 19,99
7 5,43 5,84 2,47 2,30 - 19,07 -39,83
8 6,96 11,27 8,31 5,19 -16,77 - 58,90
9 — 18,23 19,58 — -11,58 -75,67

10 — — 37,81 — — -87,25

Txo 0,5 [J £ + 0,5Z10l -40,0 -15,21 t

Ligne elastique IL Nous admettons Z0 0, Z1 6,0t/m, M0 0. Nous
pouvons calculer immediatement Mx:

Mx +6-0,502/6 0,25 tm

Nous donnons ci-dessous le tableau des Z et M et indiquons les Operations
dans certains points particuliers.

i A*Z AZ Z A*M AM M

0 6,00 6,00 0 1,87 0,25 0
1 — — 6,00 5,62 2,12 0,25
2 — — 20,99 10,82 7,74 2,37
3 - 1,20 14,43 44,86 14,74 18,56 10,11
4 - 4,57 13,23 59,29 17,94 33,30 28,67
5 -10,62 8,66 72,52 19,85 51,24 61,97
6 -17,19 - 1,96 81,18 19,09 71,09 113,21
7 -25,49 -19,15 79,22 13,96 90,18 184,30
8 - 35,03 -44,64 60,07 2,40 104,14 274,48
9 — -79,67 15,43 — 106,54 378,62

10 — — - 64,24 — — 485,16

Nous donnons le detail des Operations pour les points 2 et 5, en utilisant
respectivement la relation (13c) et (13b), car la charge Z est continue.

Point 2, i 2

A2yx =Ay2-Ayx (y2-yx) - (yx-yQ) ocx [ ].

Nous multiplions les 2 membres par Kg. Suivant la relation (18), on a:

Z2 K.zVz 87502/2, y2
Z9

8750'
5000 Z0

KgV2 " 8750 Za~ 1,75'
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D'autre part nous avons:

Kgiüi-y*) AZ0, Kgyx Zx,

e2kn 0,25-5000
xiK — 6#L 6.2-106-3,9-10-2 374,4* 60 240'

La relation ci-dessus devient donc:

Z2 1,75^+J Z0 +^ [-(4-0,525 + 2,37)+—(16-6 + 7-20,99)

Z2= 1,75 (6 + 6-^^j=20,99 tlm

Pour les points 1 et 3, oü la Variation de K intervient, le calcul est absolument
analogue.

-p _
1 12500 1 3,9

Point 5, i 5, ot1 kd
374,4 5000 149,76 '

Nous multiplions les 2 membres de la relation (13b) par kd.

149,76J2Z4 -[28,67 + 2(l + ^V61,97+^-113,2ll

As ~ 1,69

240 L'+ ^7-59,29 + 8 (l + -3^\ 1,69/ -72,52 + 7-^-81 .»]

J'Z< TiöWi"700'^^1) 149^6 (-700,4+15,2) -4,57,

T10 0,5 I 2 £ + 0,5 ZXA 0,5 • 407,44 203,72 t.

Ligne elastique III. Nous admettons ZQ ZX 13,0 t/m, ikf0 0. Les calculs
sont tout-ä-fait analogues ä ceux de la ligne elastique II. Nous donnons ci-
dessous le tableau des Z et M.

i A2Z AZ Z A*M AM M

0 0 13,00 3,65 1,62 0
1 — — 13,00 5,66 5,27 1,62
2 — — 22,70 7,58 10,93 6,89
3 - 1,48 - 1,10 32,07 7,68 18,51 17,82
4 - 4,44 - 2,58 30,97 6,91 26,19 36,33
5 - 8,88 - 7,02 28,39 4,97 33,10 62,52
6 -12,37 - 15,90 21,37 0,85 38,07 95,62
7 -15,91 -28,27 5,47 - 6,36 38,92 133,69
8 - 18,84 -44,18 - 22,80 -17,53 32,56 172,61
9 — - 63,02 - 66,98 — 15,03 205,17

10 —¦ — -130,00 — — 220,20

Txo 0,5 |0,5Z0+2^ + 0,5Z10j 0,5-5,69 2,85t
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Les deux equations (25), (26) deviennent:

485,16 C2 + 220,2 C3 87,25,
203,72 C2 + 2,85C3 15,21,
C2 0,071315, C3 0,2391,

on a donc:

M5 61,97-0,071315+ 62,52-0,2391 4,42 + 14,95 19,37 t/m
Z5= 72,520,071315 + 28,390,2391 =5,17+ 6,79 11,96 t/m

Nous avons recommence tous les calculs de la ligne elastique vraie en partant
de Z0 3,ll, Zx 3,54 et M0 0, et avons trouve peu de difference avec les
trois etats I, C2II, C3III cumules, par exemple Zb 11,95 au lieu de 11,96 t/m,
pour M5 on retrouve exactement la meme valeur. Ceci constitue une excellente
verification. La fig. 7 donne tous les Z et M vrais.

31
CS

0t_j
"V 1

¦ ff18-1
Ns

(10.9

/l0.7 / W -c>

</m 12.0

x#£ \ 11.2

vi

|
*''V- \9.4

^ »Y \zt
Ott J W, <o

vi ^5

FiS. 7

Monsieur Verdeyen trouve a l'aide d'un calcul graphique:

M5 24,2 t/m, difference 25%.

y5 0,98 mm, Z5
0,98
1000

12500 12,3 t/m, difference 3%.

gdme exemple

Nous etudions un cas plus complique, traite par la methode de relaxation,
due ä Southwell, par M. Wright3). Nous maintenons les mesures anglaises,
afin de rendre la comparaison des resultats plus facile (fig. 8). k etant constant,
on peut calculer directement Z. Suivant les notations de M. Wright:

kv
kh*
Eh

k

EI,'
The Structural Engineer, Aoüt 1952.
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Fig. 8

car A l' dans cette etude. Suivant notre relation (12), on a:

k'e2 kv€2k
k0Ci~ 6EI, 6

Suivant la fig. 8, on a:

^" 0,03, ^1=3^, V 0,04, ß2

24

1

6ÖÖ'

ßi>

V 0,06, j88
400'

Ligne elastique I. Nous admettons Z0 ZX 0, Jf0 0. Afin de ne pas com-
pliquer les notations nous appelons Z uniquement la reaction du sol, c'est-ä-
dire s. Par consequent Z ne comprend pas la pression appliquee p. Nous

pouvons calculer immediatement Mx:
2060,8Mx=-- 8

•257,6 lbs-ft.

En multipliant les deux membres de la relation (13 a) par k, en supposant Z2
et M2 connus et en se rappelant que dans cette relation Z represente s — p et
non Z on obtient: „ ^ ^ __ __ ^i l, Z2 2,25, M2 - 1030,3,

A2Z0 ßx |(4- 257,6 + 1030,3) +~ [-7- 2060,8-16- 2060,8+7 (-2060,8+2,25)]!

A2Z{o ßi 2060,7
61808>-\ =ßx (2060,7 -257,5) ^ß- 2,25,

240 / rLX '' —"'"/ 800

Nous avons donc:

A Z0 0, A2Z0 J ^-zl ^0 ^2-^ ^2 2,25 lbs/ft,

valeur qui coincide avec la valeur admise, evidemment determinee apres un
essai.

La relation (16), oü Z represente en realite Z — s et non Z donne, i l:

A2M0 ^-[-2060,8-4.2060,8 + (-2060,8 + 2,25)] -515,1

Donc:

A2M0 AMX-AM0 (M2-MX)-(MX-M0) M2 + 251,G + 251,$ -515,1
M2 - 1030,3 lbs/ft,

qui coincide avec la valeur admise.
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Au point 2 les calculs sont tout-ä-fait analogues. Du point 3 la discontinuite
de la charge merite qu'on s'y arrete, i 3.

800 A2 Z2 1030,3 + 4- 2317,3 + 3858,0 +-^- [7 (2,25 - 2060,8)
•Z4U

+ 8 (12,55 -2060,8) +8-12,55 + 7- 40,39]

Pour les valeurs de Z et M introduites dans cette relation, voir tableau ci-
dessous. On trouve, tous calculs faits:

A2Z2 17,54,

2±A2M2 [(2,25 - 2060,8) + 2 (12,55 - 2060,8) + 2 -12,55 + 40,39] - 6089,3

A2M2 -253,7.

Le tableau ci-dessous donne les Z et les M.

i A2Z AZ Z A2M AM M

0 2,25 0 0 -515,1 - 257,6 0
1 8,05 2,25 0 -514,3 - 772,7 - 257,6
2 17,54 10,30 2,25 -253,7 - 1287,0 - 1030,3
3 28,93 27,84 12,55 11,3 - 1540,7 - 2317,3
4 40,39 56,77 40,39 26,0 - 1529,4 - 3858,0
5 51,65 97,16 97,16 50,7 - 1503,4 - 5387,4
6 73,53 148,81 194,32 88,8 - 1452,7 - 6890,8
7 101,28 222,34 343,13 - 2452,8 - 1363,9 - 8343,5
8 171,91 323,62 565,47 229,4 -3816,7 - 9707,4
9 256,23 495,53 889,09 356,8 -3587,3 -13524,1

10 304,45 751,76 1384,62 546,8 -3230,5 -17111,4
11 — 1056,21 2136,38 — -2683,7 -20341,9
12 — — 3192,59 — — -23025,6

yi2 \^Z + 0,5ZX2Yo,5-20m,%-l,5-blOO,S -4657,1 lbs.

Ligne elastique II. On suppose ZQ ZX 100, Jf0=100. Nous donnons le
detail des calculs du point 7, oü le moment d'inertie de la poutre change.

En multipliant les 2 membres de la relation (13b) par k, et compte tenu de:

ii _ß*\ — xl — ^2
L2

800
7 I9 ßx 600 3'

on a pour i 7:

800J2Z6 - I 539,8 + 2 |l+||-690,8+ |-858|

+ ^[7-78,73 + 8^1+^.65,73 + 7.1-46,61]
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Les equations (25), (26) donnent:

1551,1 C2 + 1585,5 C3 23025,6
277 C2+ 370,5 C3 4657,1

La resolution de ces 2 equations donne:

C2 8,46605, C3 6,24013

Le moment positif maximum a lieu au droit du point 8.

Ms= - 9707,4 + 8,46605 - 858 + 6,24013 • 782,4
-9707,4 + 7263,9 + 4882,3 +2438,8 lbs/ft.

La reaction du sol la plus forte a lieu au droit du point 0.

Z0 (8,46605 + 6,24013)-100 1470,6 lbs/ft.

Nous avons repris le calcul complet de la ligne elastique vraie, en partant de

Z0 Zx= 1470,6 et M0 846,6 et nous avons trouve peu de difference avec les
trois etats I, C2II, C3III cumules, par exemple MQ 2438,5 au lieu de 2438,8
lbs/ft. La figure 9 donne tous les Z et M vrais. Nous avons trouve des
differences sensibles avec les resultats trouves par M. Wright.

0 1 2 3 ti 5 6 7 9 10 11 12

20608 lbs/ft
01=01=0

<\^ * m/n\
H=r

MJbs*Ft

Fig. 9

4&me exemple

II s'agit d'une poutre en beton arme de 19 m de longueur, de moment
d'inertie variable, supportant quatre charges concentrees. La caracteristique
mecanique du sol est constante, mais la largeur de la semelle qui s'appuie sur
le sol etant variable, notre coefficient k sera egalement variable. La figure 10

indique 1'emplacement des charges. Les moments d'inertie sont

I1 6,53-10"2m4, I2 6,99-10-2m4, I3 6,12-10~2 m4,

^ 2,l-106t/m2.



192 L. Hahn
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Fig. 10

(bt.If.k,)

La constante mecanique du sol etant de 5 kg/cm3 et les largeurs de la semeile

d'appui sur le sol etant:

61=130cm, b2 150 cm, 63=110cm,

notre coefficient k sera:

kx 6500 t/m2, k2 7500 t/m2, &3 5500 t/m2

Afin d'obtenir des intervalles egaux, nous avons adopte e 0,50 m. Nous

avons donc:
10-40,502

_
6-2,1-106-6,53-10-2

~~
329 '

10-4
~352'

-410
~3Ö8~'

Nous ne donnons pas le detail de tous les calculs. Pour la ligne elastique I,
comportant les charges appliquees, nous avons admis ZX — ZX=ZX =Z2 0,

Mx Mx Mx =M2 0. Nous avons trouve :

MIU +1184,2 t/m, TI14t - 1894,4 t.

Pour la ligne elastique II, nous avons admis Zx 0, Zx =1,1 et Mx 0. Nous

avons trouve:
MIIU -4225,6 t/m, TII14e -90,9 t.

Pour la ligne elastique III, nous avons admis ZX ZX =3,3 et Mx 0. Nous

avons trouve:
Jfefniu +378,1 t/m, TIII14 + 1558,7 t.

Les equations (25), (26) deviennent:

D'oü

- 4225,6 C2+ 378,1 C3+1184,2 0

- 90,9 C2 + 1558,7 C3 - 1894,4 0

C2 0,3910, C3 1,2382

Le plus grand moment de flexion et la plus forte reaction du sol ont lieu au
droit du point 9 oü est appliquee la charge de 93,8 t
M9 325,7 + 89,5 • (0,3910) - 247,7 - (1,2382) 325,7 + 35,0 - 306,7 + 54,0 t/m
Z9= 132,2-109,3-(0,3910)- 59,5- (1,2382) 132,2 -42,7- 73,7 +15,8 t/m

La figure 11 donne les Z et les M. Nous avons effectue egalement les
calculs suivant la methode classique, mais nous avons ete obliges d'envisager des

approximations, car ni le moment d'inertie, ni la caracteristique mecanique
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17.1T

SO 100 150 ISO
93.8 U3.7

150 150 ISO 150 150 150 fSOfU
-rfZeTJ
2 *1 £

zt/rrr'

n *«V vi.

-^M
tm-

Fig. 11

du sol, compte tenu des largeurs de la semelle d'appui, ne sont constants.
Nous avons enleve la difficulte de la poutre courte ä l'aide de Tartifice de
calculs imagine par M. Bleich. Rappeions qu'il faut ajouter aux forces reelles
appliquees, quatre forces fictives, qui agissent par groupe de deux sur chaque
prolongement fictif de la poutre. Les conditions aux limites donnent 4 equations.

Mais comme la poutre est tres longue, l'influence des forces fictives
agissant ä l'extremite opposee, est negligeable. On n'aurait donc que 2 incon-
nues dans chaque equation, mais les points d'application des forces fictives
sont choisis tels, qu'une seule inconnue figure dans chaque equation. On
trouve, tous calculs faits (voir fig. 12):

Tx 54,0 t, T2 0, T3 22,0 t, T± - 29,0 t.

i5 fi \WrLi. i rn \
93,8' ji.ü
Fig. 12

Pour le calcul des moments et des reactions du sol, on sait que la caracteristique

elastique s:

intervient. Nous avons admis pour les nceuds 5, 9 oü s change, des valeurs
moyennes, c'est-a-dire:

2 <s5 s2 + s3, 2 sg sx + s2.

La figure 13 donne les Z et les M. En la comparant avec la figure 11, on
constate les differences suivantes:
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</3.7r17.1T WT
1 150 ¦ - 200 200 300

93.8

300 150 m300

zt/irr

TT*
Fig. 13

M2 M5 M7 M9 M1X Mlz z, z» Z-lz

Formules
classiques

+ 5,0 + 22,0 -16,0 + 56,0 -19,1 + 12,5 9,4 16,8 11,2

Methode
utilisee + 5,1 + 15,9 -24,0 + 54,0 -17,8 + 13,3 10,1 15,8 11,2

Difference % 2 28 50 4 7 6 8 6 —

Les differences sont donc bien plus importantes pour les moments de

flexion. Pour les reactions du sol, elles sont plus faibles.

Resume

Le calcul des poutres sur appuis elastiques est bien connu et il est devenu
classique. Mais il comporte certaines restrictions qui le rende inutilisable dans
des cas tres frequents. Par exemple, si le moment d'inertie de la poutre n'est
pas constant, ou si les charges appliquees ne sont pas ponctuelles, le calcul
classique n'est absolument d'aucun secours. On a imagine, dans ces cas, des

calculs graphiques, ou des calculs par approximations successives. Dans ces
deux methodes, on part de l'equation differentielle bien connue du quatrieme
degre. L'auteur estime que le calcul graphique est loin d'etre precis et que la
methode des approximations successives est tres longue et souvent peu con-
vergente.

II propose une methode qui evite completement l'equation differentielle en
utilisant les relations de Bresse. II arrive a une relation de recurrence donnant
les valeurs des ordonnees de la ligne elastique en fonction des deux valeurs
voisines des reactions du sol et des moments de flexion. Dans cette relation, il
n'y a que deux inconnues, ä savoir: la reaction du sol Z et le moment de flexion
M au point considere. En etablissant une suite des valeurs des differences
finies des Z et M, on arrive presque toujours, apres 2 essais, ä obtenir les

valeurs de Z et de M.
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II y a lieu de mentionner que le point de depart de la ligne elastique com-
porte deux parametres non connus, a savoir: l'ordonnee et la pente a l'origine.
On est donc oblige d'etablir 3 lignes elastiques et de determiner a l'aide de
2 equations lineaires, deux coefficients qui satisfont aux conditions aux limites.
Ces conditions consistent, dans la plupart des cas, ä annuler l'effort tranchant
et le moment de flexion aux deux extremites de la poutre. D'ailleurs, on
retrouve les memes Operations dans le calcul classique pour la poutre appelee
courte, car la resolution de l'equation differentielle du quatrieme degre n'est
pratiquement utilisable que pour les poutres infiniment longues.

De nombreuses applications numeriques effectuees par l'auteur, montrent
que la methode proposee ne comporte aucun tatonnement et la precision des
resultats est uniquement fonction des intervalles choisis entre les points de la
ligne elastique. II faut noter que la methode est applicable meme pour un
appui non homogene.

Zusammenfassung

Die Berechnungsmethode des Balkens auf elastischer Unterlage ist wohl
bekannt und ist klassisch geworden. Da sie aber gewisse Schranken enthält,
wird sie unbrauchbar in häufig vorkommenden Fällen. Zum Beispiel, wenn
das Trägheitsmoment des Balkens nicht konstant ist, oder wenn die
aufgebrachten Lasten nicht punktförmig angreifen, ist die klassische Methode wertlos.

Man hat für diese Fälle graphische Methoden oder die Berechnung mit
sukzessiver Approximation vorgeschlagen. In diesen beiden Methoden geht
man von der Differentialgleichung 4. Ordnung aus. Der Verfasser ist der
Ansicht, daß die graphische Methode sehr ungenau und die Methode der
sukzessiven Approximation sehr lang ist und oft schlecht konvergiert.

Er schlägt eine Methode vor, die die Differentialgleichung völlig vermeidet,
indem er die Gleichung von Bresse benützt. Er gelangt zu einer Rekursionsformel,

die die Ordinaten der Biegelinie gibt als Funktion der beiden Nachbarwerte

der Bodenreaktion und der Biegemomente. In dieser Beziehung hat es

nur zwei Unbekannte, nämlich die Reaktion Z des Bodens und das Moment M
im betrachteten Punkt. Indem man eine Folge der endlichen Differenzwerte
der Z und M aufstellt, gelingt es fast immer, schon nach 2 Versuchen die
richtigen Werte von Z und M zu erhalten.

Man muß noch erwähnen, daß der Anfangspunkt der Biegelinie zwei
unbekannte Parameter enthält: nämlich die Ordinate sowie den Neigungswinkel
am Ursprung. Man muß daher 3 Biegelinien aufstellen und mit Hilfe von
2 linearen Gleichungen zwei Koeffizienten bestimmen, die die Randbedingungen

erfüllen. Diese Bedingungen bestehen meistens darin, die Querkraft und
das Biegungsmoment an beiden Enden des Balkens zum Verschwinden zu
bringen. Übrigens findet man dieselben Operationen in der klassischen Berech-
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nung für den sogenannten kurzen Balken, denn das Auflösen der Differentialgleichung

4. Grades ist praktisch nur verwendbar für den unendlich langen
Balken.

Zahlreiche, vom Verfasser ausgeführte numerische Anwendungen zeigen,
daß die vorgeschlagene Methode keine Unsicherheiten aufweist und daß die
Genauigkeit der Ergebnisse allein von der Wahl der Intervallgröße zwischen
den Punkten der Biegelinie abhängt. Es ist noch zu bemerken, daß die Methode

sogar für eine inhomogene Unterlage angewendet werden kann.

Summary

The calculation of beams on elastic supports is well-known and has become
classical. But it embodies certain restrictions which make it inapplicable in
some cases which arise very frequently. For example, if the moment of inertia
of the beam is not constant, or if the applied loads are not point loads, the
classical method of calculation is of no use at all. For such cases graphical or
iterative methods have been proposed. In these two methods one starts from
the well-known fourth order differential equation. The author opines that the
graphical method is far from precise and that the method of successive approximations

is very long and often barely convergent.
He proposes a method which completely avoids the differential equation,

by using the relations of Bresse. He deduces a recurrence relation giving
values of the ordinates of the elastic line as a function of two consecutive
values of the ground reaction and of the bending moments. In this relation
there are only two unknowns, namely the reaction of the ground Z and the
bending moment M at the point considered. On establishing a sequence of
values of the finite differences of Z and M the values of Z and M are almost
always obtained after two trials.

It should be mentioned that the point of departure of the elastic line
involves two unknown parameters, namely the ordinate and the slope at the
origin. 3 elastic lines must therefore be established and, with the aid of 2 linear
equations, two coefficients which satisfy the boundary conditions are deter-
mined. These conditions comprise in the majority of cases the neutralisation
of the shearing force and bending moment at the two ends of the beam. Moreover,

the same Operations are found in the classical analysis for the so-called
short beam, for the Solution of the differential equation of the fourth order is
in practice only applicable to infinitely long beams.

Numerous computational applications carried out by the author show that
the proposed method does not involve any guess-work and the precision of the
results is uniquely a function of the intervals chosen between points on the
elastic line. It may be noted that the method is also applicable to a support
which is not homogeneous.
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