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Uber den EinfluB der Reibungskriifte und Leibungsdriicke bei der
Yorspannung im Stahlbetonbau

I nﬂuence des efforts de frottement et pressions d’intrados dans les ouvrages
en béton armé précontraint

Regarding the influence of frictional forces and bearing pressures in connection
with prestressing in steel-concrete structures

Dr.-Ing. habil. W. Swipa, Privatdozent an der Technischen Hochschule Karlsruhe

1. Einleitung

Auf die Bedeutung der Vorspannungsverluste infolge der Reibung in ge-
kriimmten Spanngliedern wurde &fters in der Fachliteratur hingewiesen!). Bei
groffen Umlenkungswinkeln der Spannstihle (z. B. an den Stiitzen der Durch-
lauftriager) konnen die Vorspannungsverluste durch Reibung die Groenord-
nung der Verluste infolge des Kriechens und Schwindens erreichen.

Im folgenden wird der Einflull der Reibungskrifte auf die Beanspruchung
der Spannglieder und die Verteilung der Leibungsdriicke bei der Vorspannung
ohne Verbund oder mit nachtriglichem Verbund untersucht.

Ci

2. Reibungskrifte
(Eine Verallgemeinerung der Euler-Eytelwein-Grashofschen-Gleichung)

Wir bezeichnen mit S die Beanspruchung in einem beliebigen Querschnitt
des Spanngliedes, der durch den Winkel & (Fig. 1) bestimmt wird, und mit ;u
dJe Reibungsziffer.

1) DiscHINGER, Weitgespannte Stahlbetonbalkenbriicken mit Vorspannung durch
Seile und nachtréiglichem Verbund, Beton- und Stahlbetonbau 45 (1950), Heft 5, S. 97. —
RUscH, Erlduterungen zu den Richtlinien fiir die Bemessung vorgespannter Stahlbeton-
bauteile, Ziff. 5.33, Beton- und Stahlbetonbau 45 (1950), Heft 5, S. 110. — LEONHARDT
und BAUR, Briicken aus Spannbeton, wirtschaftlich und einfach, Beton- und Stahlbeton-
bau, 45 (1950), Heft 8, S. 186, Abschnitt 4. '
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Die Reibungskraft fiir das Element ds=r-d ¢ wird
dT =p-dN,

wobei d N der elementare Leibungsdruck ist.
Die Gleichgewichtsbedingung des Elementes ds (Fig. 2) gegen Verschieben
in Richtung von dN lautet: :

S-sin?-l—(8+d8)sind?f}——dN=O. (1)

Ersetzt man sin d—; durch (—lg und vernachldssigt d S gl_; als unendlich
kleine Grofle zweiter Ordnung, so erhilt man:

AN = 8-d9. | (2)

‘Also ist dT =uS-dd (3)

Die zweite Gleichgewichtsgleichung fiir das Element ds lautet:

(S+d8)—8—pS-dd =0,

oder - ds
dS=pSdd= S/u— (4)

Bekanntlich ist fiir beliebige Kurve

ds = ]/1+(dx) dzx,

d?y
1 d a2
. r Nz A\ (5)
[ *(dx)]
Dann wird d?y Y da
ds d 22

dz‘}=——=—
r dy
e ()



Reibungskrifte und Leibungsdriicke bei der Vorspannung im Stahlbetonbau 271

Fiir den Sonderfall einer quadratischen Parabel (Fig. 1)

4 fa?
A ®)
% dx
ist dd = 6afa
1+ T
und die Differentialgleichung (4) nimmt folgende Form an:
dS 8Su-f dx
S B 64f2a?
1+ D
Daraus folgt:
_ 8uf dx _ 8fx
InS = P 64 fia? —,u,-arctg—lz—--{—an
+ A
8fx
-arctg —5—
oder S = C-e“ & (7)

wobei e=2,718 die Grundzahl der natiirlichen Logarithmen ist.
Man sieht aus Gl. (6), daB3

dy _ _ 8 fx

iz =80 ="p
ist. Dann wird '

¥ = arc tgs—lfzﬁ

und die Gleichung (7) 148t sich einfacher darstellen:
S = Cenr?

Bei §=3, ist S=V, wober V die Vorspannkraft im Endquerschnitt 1 —1 des
Vorspanngliedes ist. Hieraus folgt:

V = Cerdo
und die willkiirliche Konstante ergibt sich zu
C=Vewrd
Man erhélt endgiiltig:
S = V.er@-do (8)

Es ist in einigen Fillen giinstiger, an Stelle des Winkels & den Winkel

¢ = -7
einzufithren (Fig. 1).
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Man erhilt dann fiir die Beanspruchung in einem beliebigen Querschnitt
des Spannstabes folgende einfache Formel:

S=Veenr— V| (9)

er?

Die oben angegebene Ableitung zeigt, daBl die Formel (9) — schon friiher
von EULER (1736), EYTELWEIN (1814) und GRASHOF (1867) unter der An-
nahme einer konstanten Krimmung zur Ermittlung der Reibungsverluste in
Maschinenelementen entwickelt — bei beliebiger Form des Spanngliedes
verwendet werden kann.

Bei gleichzeitiger Vorspannung der beiden Enden des Spanngliedes hat
der in der Symmetrieebene liegende Querschnitt 2—2 die kleinste Bean-
spruchung. Sie ergibt sich aus (8) mit $=0 (oder aus (9) mit ¢ =3;) zu

V

Smin = e b (10)
Der Vorspannkraftverlust in einem beliebigen Querschnitt infolge der Reibung
wird v

AV =V-8 = V_e;w: V-

er?—1
el?

(11)

Die Gleichungen (8), (9) und (11) zeigen, dal der Vorspannungsabfall
infolge der Reibung von der Form der Achse des Spanngliedes unabhéngig ist.
Er wird nur durch die Grofle des Umlenkungswinkels ¢ bzw. ¢ und die Rei-
bungszahl p bestimmt. Bei den in Fig. 3 dargestellten Spanngliedern ergeben
sich also die gleichen Spannungsverluste.

7

7
li
o
S (//7\‘7'/“’
/
\ﬁ/s/’/ d7

~= .
S+rdS Fig. 4

Fig. 3

Man kann die Formel (9) direkt aus der Gleichgewichtsbedingung des
Elementes ds (Fig. 4) des Spannstabes ableiten, die lautet:
dS+p8S-de =0
Daraus folgt: dsS
5 = —wmde,
InS = —p,tp—i—lnC,
S — Oe'—l“q)

Fir ¢ =01ist S=V. Es ist also OV
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Tabelle I. Die Werte der Reibungsfunktion R = er?

7
¢
0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
5° (0,0873) 1,005 1,009 1,013 1,018 1,022 1,026 1,031 1,036
10° (0,1745) 1,009 1,018 1,027 1,036 | 1,045 1,054 1,063 1,072
15° (0,2618) 1,014 | 1,027 1,040 1,054 | 1,068 1,082 1,096 1,110
20° (0,3491) 1,018 1,036 1,054 1,072 | 1,091 1,110 1,130 1,150
25° (0,4363) 1,022 1,045 1,068 1,091 1,115 1,140 1,165 1,191
30° (0,5236) 1,027 1,054 | 1,082 1,110 | 1,140 1,170 1,201 1,233
35° (0,6109) 1,031 1,063 1,096 1,130 | 1,165 1,201 1,239 1,277
40° (0,6981) 1,036 1,072 1,110 1,150 | 1,191 1,233 1,277 1,322
45° (0,7854) 1,040 1,082 1,125 1,170 | 1,217 1,266 1,317 1,369
50° (0,8727) 1,045 1,091 1,140 1,191 1,244 1,299 1,357 1,418
60° (1,0472) 1,054 1,110 | 1,170 1,233 | 1,299 1,369 1,443 1,520
70° (1,2217) 1,063 1,130 1,201 1,277 1,357 1,443 1,533 1,630
80° (1,3963) 1,072 1,150 1,233 1,322 | 1,418 1,520 1,630 1,748
90° (1,5708) 1,082 1,170 | 1,266 1,369 | 1,481 1,602 1,733 1,874
V
und S = Ve —h? = e?p. i (9)
Verlauf der Reibungsfunktion R =e*¥ e
fir verschiedene u-und y - Werfe. o
185
180
17
! ’QF 2 170
Y 165
%) 160
g 155
Ay 150
4 & AW 2
: s
p,o-"" o 40
gt & 135
0
Prid E P*O’I‘xl’ 130
£ S 125
S B
120
15 g 2 p:jﬁf’f S s
170 = : H Sgusis 7 4/1}50'05 SESEafssas 12
105 FE pLas Sasmnss i e esasemasass 105
100 EEEE diss i 100
] Tafel I
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Die Funktion R =ere
kann als Reibungsfunktion bezeichnet werden.

Fiir grofle Schitzungen kann p zu 0,10 bis 0,25 gewihlt werden. Die vom
Verfasser errechneten Werte von e#? sind in der Tabelle I angegeben. Der
Verlauf der Reibungsfunktion R=e#r? fiir verschiedene u- und ¢-Werte ist
auf der Tafel I dargestellt.

3. Leibungsdriicke (Pressungen zwischen Spannglied und Unterlage)

Ist die Beanspruchung des Spannstabes in einem beliebigen Querschnitt
bekannt, so 148t sich der entsprechende Leibungsdruck zwischen dem Spann-
stab und den Blechrohren sehr einfach bestimmen.

Wir betrachten eine Léngeneinheit (Fig. 5) des Spanngliedes und bezeich-

nen den zugehoérigen Leibungsdruck mit N (Ei—n) . Es wird angenommen, daf3

der Zentriwinkel 1/r oder geniigend klein ist. Dann lautet die Gleich-

r+4dr
gewichtsbedingung gegen Verschieben in Richtung von N :
S, S+4s _
_ 2r  2(r+dr)
Man erhélt unter Vernachlédssigung von 4 S und 4r

NS _V uov0_ YV

r r r-ebl?®

N
Fig. 6 Fig. 6 Fig. 7
Die Reibungskraft je Langeneinheit des Spannstabes wird
— w8 _ eV sy 2V /
T=upN = = et W oV (12%)

Nun ermitteln wir die vertikale Belastung des vorgespannten Trigers durch
die lotrechten Komponenten von N und 7'. Aus Fig. 6 kann man ersehen, daf
diese Belastung fiir eine Léngeneinheit des Spannstabes betrigt

q=Ncos?+Tsind = g(cosﬁ+,usinz9) =

= ge}’-(‘?"}f’)- (cos &+ psind). , (13)
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Man erhilt also fiir eine Léngeneinheit der waagerechten Projektion des
Spanngliedes einen vertikalen Druck von

_ 9 _ _s _
q, = COSﬁ—N+Ttgz‘} = (1+ptgd) =

— .TKe#(ﬁ'—ﬂ'o).(l +’Ltg&). (].4:)

Unter Vernachldssigung der Reibung (u=0) ist

V

Bei beliebiger Form des Spanngliedes muf3 die Summe der vertikalen Kom-
ponenten der Leibungsdriicke und Reibungskrifte gleich der Summe der ver-
tikalen Komponenten der Vorspannkréfte sein.

So erhilt man z. B. fiir die in Fig. 7 dargestellte Hélfte eines vorgespannten
Tréigers folgenden Ausdruck fiir die Summe der vertikalen Komponenten der
Leibungsdriicke und Reibungskréifte:

)

P DS o '
J‘qu = f%(cosf}—}—psinﬁ)r«dﬁ = f Ver®@=90. (cosd +psind)d & =
0 0 0

0

D4 o
. (fe”""-cosﬁ-dﬁ-{—pfe“’(}-sinﬁ‘-dz?) =

e bdo
0
— (—1-}-—,—;% [(McQsﬁ+sinz9) er? 1y (usin & — cos ) e/xﬁ]oo _
V 9,

A . - .

= (L) erdo [(1 + u2) etV sin 0]0 = Vsind,.
Vsind, ist aber die lotrechte Komponente der Vorspannkraft im Endquer-
schnitt.

4. Ein Sonderfall

Wir ermitteln die Verteilung der Pressungen und die Spannungsverluste
infolge Reibung bei beiderseitiger Vorspannung eines Trigers mit paraboli-
schem Spannglied, dessen Achse durch die Gleichung:

4fa?
angegeben ist. Die Kriimmung an einer beliebigen Stelle wird auf Grund von (5)
8
1 12

ro 64 f222\h
(1+=55)
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Die Vorspannkraft wird zu 2
y=9"
8f
gewahlt, wobei g die gleichmafig verteilte Belastung ist (Fig. 8).
Der vertikale Leibungsdruck je Langeneinheit des Tridgers ergibt sich |
nach. (15) ohne Beriicksichtigung der Reibung zu

8/V
g, = V 12 _ g
v 64f222\3 / 64 f227\3
VO] y ()
In der Trigermitte (bei x=0) wird
8fV
q, = lfz =g
Fiir f=0,11 wird an der Stiitze
6,4fV
9, = 2f =0,8¢.

Nun ermitteln wir den vertikalen Druck ¢, je Lingeneinheit des Trigers mit
Riicksicht auf die Reibung.

Aus der Gleichung:

d 8fx
| . dx 12
| l f folgt:
Fig. 8
& 3 8fx af
6 s =arctg?—, ﬁozarctg—l—.
S
\ .
3 N E % N §§ % % % § s Man erhilt auf Grund von (14)
SIS S Y ISR SRR
) < S < IS < S < S S
8fV 8fxpu
Flg 9 & q17= ) 64: ](2 xz 3/, * 1 + l2 67], (16)
’ x| d Pl14+—5;
N W =S RIS B IR (S
o > % Iy S 1S & S .
slsls BISIS ISR wobei
8fx 4f
Hurve a-Verfeilung der vertikslen Leibungs- =M (a.rc tg N arc tg T
dricke unfer Berucksichtigung der
Reibung. . . . . . .
Hurve b- Verteitung der vertikeler Leibungs- ist. Die Ermittlung von g, ist fiir / =20m,
;r[/;/re ofine Bericksichligung der f= 2,0m und n=0,3 in Tabelle IT angege-
erourig. . .
Hurve c - A;,d‘,,j,y g Porsoarirhral® ben. Die Vorspannkraftverluste infolge

Hurve d- Verspannungsverfuste in %. Reibung, die sich nach der Formel
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AV =V -8 =V[1—er@90] =V (1—en)

errechnen lassen, sind in der letzten Spalte der Tabelle IT angefiihrt. Die Ver-
teilung der Pressungen und der Vorspannkraftverluste ist in Fig. 9 dargestellt.

Tabelle 11
x | 8fz | 8fx|64fa ]/( 64f2x2)3 8 f AV
s 5 — n
m)| & | P Iz 1+ =5 arctg—p— 7 ¢ o (%)
0 | 0,00 | 0,000 | 0,0000 1,000 0,000 | ~0,1143 | 0,891 | 0,0356 ¥ |10,9
2 | 0,08 | 0,024 | 0,0064 1,010 0,080 | —0,0903 | 0,914 | 0,0371 V| 8,6
4| 0,16 | 0,048 | 0,0256 1,040 0,158 | —0,0667 | 0,935 | 0,0375 V| 6,5
6 | 0,24 | 0,072 | 0,0576 1,088 0,236 | —0,0435 | 0,956 | 0,0377 V| 4,4
8 | 0,32 | 0,006 | 0,1024 1,157 0,311 | -0,0210 | 0,978 | 0,0370 V' | 2,2
10 | 0,40 | 0,120 | 0,1600 1,250 0,381 | 0,000 |1,000 0,0358 V| 0,0

5. Beanspruchung des Trigers durch die Wirkung des Spgnnglieﬂes

Nun ermitteln wir das Biegemoment, das im Querschnitt des vorgespannten
Trigers durch die Wirkung des Spanngliedes hervorgerufen wird.

Fig. 10

Unter Vernachldssigung der Reibung ergibt sich fiir einen Spannstab mit
kreisformiger Achse (Fig. 10) eine konstante Normalpressung von

r r
' . V V.
Thre Komponenten sind: - cos ¢ und - sin .

In dem durch den Winkel & bestimmten Querschnitt wirkt das Biege-
moment
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Do :
M = —Vsind,(rsind,—rsind) + fgcoslﬁ(rsintlj—

D)

o

—rsind)r-dy— | 1—/sin¢(rcos¢——rcosﬁo)r~(lgb=
)
: D) ‘
= —V.r(sind,—sind)sind,— Vrsind [ cosy-dy+
)

Do
+Vr-costy | singdyg = Vr(sin29+cosdjcosd—1) =
&
= —Vecosd(rcos—rcosdy) = —V-y-cosd = —8-y-cosd. (17)

Dabei ist S-cos?d die waagrechte Komponente der Vorspannkraft und y
der vertikale Abstand des Spanngliedes von dem Schwerpunkt des Quer-
schnittes.

Der in der Praxis hdufig verwendete Ausdruck fiir das Biegemoment

M = —Sycosd,

kann also leicht aus der Betrachtung der Wirkung der Leibungsdriicke erhalten
werden. Durch die Wirkung der Horizontalkraft S-cosd wird der Tréager
zusédtzlich auf Druck beansprucht.

6. Beispiele

a) Erstes Beispiel. Fur das Zugglied 4 BC (Fig. 11) ist der Vorspannungs-
verlust infolge Reibung zu ermitteln. Der Spannstab wird gleichzeitig von den
beiden Endenl vorgespannt.

Die Reibungszahl u betrigt 0,18 und der Umlenkungswinkel &, fiir die
Halfte des Stabes ist 24°.
Mit &, =¢=24° und p=0,18 erhilt man aus Tafel I:

R =er? =1,08

Die Beanspruchung des Spanngliedes an der Stelle B ergibt sich auf Grund
von (10) zu v
Smin: T

R

Der Spannkraftverlust betragt 7,5%,.

— 0,925 V.
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Wird die Spannpresse nur an einem Stabende eingesetzt (z.B. an der

Stelle A4), so wird p=48°,
R =er? =117
14
Sin = 7= 0,855V

Der Vorspannungsverlust betrigt diesmal 14,59,. Dabei ist V die Vorspann-
kraft im Querschnitt A. Bei p=0,1 betrigt der Vorspannungsverlust 49,
bzw. 89%,.

s 4
|
1 _____—_-,M

p—_ > _
X \\W —IE__ F

%20 !

b2z i

%4 V

Fig. 12

b) Zweites Beispiel. Fir einen Durchlauftriger, von dem in Fig. 12 nur
die Hilfte dargestellt ist, ist die Verminderung der Vorspannkraft durch die
Reibung fiir die Querschnitte 2, 3 und 4 zu ermitteln. Das Zugglied wird
gleichzeitig von den beiden Enden vorgespannt.

Die Reibungsziffer u betrigt 0,2; diec Umlenkungswinkel sind: ¢, = 20°,
@y = 23° und @, = 8°. Die Schnitte 2 und 3 entsprechen den Wendepunkten
der Stabachse.

Die Spannkraft im Schnitt 2 ergibt sich auf Grund von (9) und der Tafel I
(oder Tabelle I) zu S % Vv ‘

1 _

2= gue = grm — 1072~ BV
Man erhilt in dhnlicher Weise:
S, V vV
8y = ehor  gnlpiten 1,162 0,86V,
S, |4 |4
47 gnws  gmleiteates | 1,195 0,84V

Der Vorspannkraftverlust betriagt also fiir die Trigermitte 169%,.
Hat das Zugglied mehrere Wendepunkte, so ist

V
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Zusammenfassung

Die Bedeutung der Vorspannungsverluste infolge der Reibung wird sehr
oft beim Entwerfen der vorgespannten Konstruktionen unterschitzt.

Im Aufsatz wird zunichst eine Verallgemeinerung der Euler-Eytelwein-
Grashofschen-Gleichung angegeben, die zeigt, dafl diese bei beliebiger Form
des Spanngliedes giiltig ist. Die beigegebene Tafel erleichtert eine schnelle
Ermittlung der Reibungsverluste bei verschiedenen Umlenkungswinkeln und
Reibungsziffern. Die Zahlenbeispiele zeigen, daBl der Vorspannungsverlust
infolge der Reibung bei grofen Umlenkungswinkeln von wesentlicher Bedeu-
tung ist.

Ferner wird die durch die Reibungskrifte verursachte Anderung in der
Verteilung der Leibungsdriicke untersucht.

Résumé

Dans I'étude des ouvrages en béton armé précontraint, 'importance des
pertes de précontrainte sous l’effet du frottement est fréquemment sous-
estimée.

L’auteur indique tout d’abord une généralisation de la relation d’Euler-
Eytelwein-Grashof qui montre que cette relation est valable quelle que soit la
forme de I’élément considéré. Un tableau permet une détermination plus
rapide des pertes par frottement, pour différents angles de déviation et coeffi-
cients de frottement. Des exemples numériques montrent que pour les valeurs
élevées des angles de déviation, les pertes de précontrainte par frottement
présentent une notable importance.

Enfin, I'auteur étudie les modifications apportées a la répartition des
pressions d’intrados par les efforts de frottement.

Summary

The importance of the prestressing losses in consequence of friction is
often underestimated when designing prestressed constructions.

In the paper, a generalisation of the Euler-Eytelwein-Grashof equation is
first given, which shows that it holds good for any desired shape of tensioning
member. The given table facilitates quick determination of the frictional
losses for various angles of deflection and coefficients of friction. The numerical
examples show that the prestressing loss in consequence of friction is of con-
siderable importance when the angles of deflection are large.

Further, an investigation is made as to the alteration in distribution of the
bearing pressures that is caused by the frictional forces.
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