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Spannungen in Decken mit Strahlungsheizung
Les contraintes dans les planchers avec chauffage par rayonnement

Stresses in cetlings with panel heating

Professor Dr. Ing. ErRNsST MELAN, Techn. Hochschule, Wien

I

Bei Decken mit Strahlungsheizung sind in der Decke nahe der Unterseite
Schlangenrohre angeordnet, durch welche Wasser mit einer Temperatur von
50—60° zur Heizung des unter der Decke liegenden Raumes geleitet wird. Zur
besseren Wirmeverteilung pflegt man zumeist noch senkrecht zu den Rohren
liegende Stahlstibe anzuordnen. Bei Betondecken kann man unter Umsténden
diese Rohre und Stidbe auch als Bewehrung des Beton verwenden. Rohre und
Verteilungseisen sind dann vollstindig von Beton umhiillt.

In einer solchen Decke treten infolge der Erwirmung Wéirmespannungen
auf, deren Ermittlung der Gegenstand der vorliegenden Untersuchung ist.

Man kann die gestellte Aufgabe in der Weise idealisieren, dafl man eine
Platte von der Dicke H betrachtet, in der im Abstande %, von der unteren und
hy von der oberen Begrenzungsebene der Platte eine sehr diinne, wirmespen-
dende Schicht liegt. Wir beziehen uns auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system; sein Ursprung liegt in der wirmespendenden Schichte, in welche die
X- und Y-Achse fallen. Die Z-Achse liegt senkrecht hiezu mit der positiven
Richtung nach unten. Die Platte sei durch x= +a und y= 4 b begrenzt. Wir
nehmen an, dafl ein stationirer Temperaturzustand vorliegt, der also von der
Zeit unabhéngig ist. Die Temperaturen 7', an der Unterfliche der Platte, 7',
an deren Oberfliche und 7', der wirmenden Schichte seien gegeben. Wir
setzen ferner voraus, daf3 diese Temperaturen von den Koordinaten z und y
unabhingig sind. Dann werden alle Punkte, die in einer Ebene parallel zu den
Oberflichen der Platte liegen, die gleiche Temperatur 7' (z) besitzen, die also
lediglich. von dem Abstande z von der wérmespendenden Schichte abhingt.

Nach der Theorie der Wirme mul} die Temperatur bei einem stationiren
Zustand der partiellen Differentialgleichung



338 Ernst Melan

32T 2T 2T
AT = oa? 3y+8z2—0

geniigen, die sich in unserem Falle zu der gewdhnlichen Differentialgleichung

azT

; dz?

vereinfacht. Fiir das Gebiet z > 0 gelten die Randbedingungen 7'= T, fiir z=0,
T=1T, fir z2=h,, fir z<0, T=T, fir 2=0 und T'=T, fir 2=h,.

Bezeichnet 3 T =Ty—T,und 8T, =T,— T2, so lautet die Losung fiir 2> 0
T=T,-6T und fir 2 =07 =Ty+6T

=0

lhl 2h2

Fiihrt man das thermische Verschiebungspotential @ ein, welches durch
die partielle Differentialgleichung

40 =a"t 1y
gegeben ist und fiir welches sich in unserem Falle
. m+1 22 22
fiir z2>0 @—oc (TOQ 8Tlgh—1)
. m+1 22 23
fiir 2<0 @—am_l(T0—2~ +8T267z—2)

ergibt, so erhilt man die Spannungen aus den Gleichungen

>*P m+ 1 P
Gm-——-2G-(ax2 ——ocm_lT), o, _2G83
und dhnlichen Ausdriicken fiir die iibrigen Spannungen, also hier
.. m+1
fiir 220 %x=%y=“2G“m_1[T STh]
fir 220 o0, =0, =—2(¥oc71&j_%|j A h] (1

Alle iibrigen Spannungen verschwinden.

Spannungs- und Temperaturverteilung iiber die Dicke der Platte sind also
dhnlich und linear. Die Plattenrinder sind aber nicht spannungsfrei. Da die
Verschiebungen « in der X-Richtung durch

L
T ox

und zwei weitere dhnliche Gleichungen fiir die Verschiebungen » und w gegeben
sind, ergibt sich in unserem Falle v =v=0,d.h. die Ridnder x= +a und y= +b

haben sich wie alle iibrigen Punkte nicht verschoben. Fiir w:%;—l)erhalt man
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o m+1 22
fiir 220 w=o (Tz 8T12h)
- m -+ 22
fiir z<0 w=o (T +8T22k1)

also w=0 fiir z=0, demnach bleibt die Platte eben und hat keine Krimmung

erfahren.
S,

h2

|

Fig. 1

Die Spannungsverteilung nach Gl. (1) lings der Z-Richtung ist in Fig. 1
dargestellt und an jeder Stelle der Platte dieselbe. Auch lings der Rinder
= +a und y= +b herrscht gleiche Spannungsverteilung. Die Spannungen
besitzen sowohl eine Resultierende N, als auch ein Moment M. Fiir erstere
ergibt sich

N=+H(ao—%—aal_%2saz) (2)
fiir letzteres
H

Hiebei wurde zur Abkiirzung &, =0,—0; und 6 oy =0,— 0, ferner h;=c, H
und hy=c, H gesetzt. ’

Ist die Platte an den Réndern geklemmt, also verschieblich in der Richtung
der Plattenebene, aber nicht verdrehbar gelagert, dann kénnen wir N durch
Uberlagerung einer Zugkraft gleicher Gré8e zum Verschwinden bringen. Unter
der Annahme, daB sich diese Zugkraft gleichmiBig iiber die ganze Platten-
dicke verteilt, ergibt sich eine zusdtzliche Zugspannung

N
gyt = — g= " (00—— %301— %%802)
oder wenn man hierin die bereits gefundenen Werte fiir die Spannungen
o9, 01 und oy, gemiB Gl (1) mit 2=0, bzw. 2=h;=c¢; H und 2= —hy= —c, H
einsetzt '

" 1
= +20am+
m—1

[TO— 28T, ~ %23 Tz]



340 Ernst Melan

Damit erhilt man die Spannungen an der Unterseite der Platte (z=h,)

- m+1jifc c

01=01+00*§—20am__1[(—2—1—— )8T1+ —;81"2] (4a)
in der wirmespendenden Schichte (z = 0)

_ m+1]c ¢

UO=00+0'0*=—2Gocm_l -—218T1+ —2—28T2] (4b)
und an der Oberseite (z = —h,)

_ m+1Jc c

0'2=02+00*=—-2Gocm_1 _—Q—ISTI—F(;— )STZ] (4c)

M stellt das Einspannmoment an den Plattenrindern vor; mit Einfiihrung

der Werte fiir die Spannungen ergibt sich fiir M und mit 2 G = nfj“:_nl—
m  H?
M=Em_loc—IE[61(01-1-302)3T1—C2(02+3c1)8T2] - ()

Die Fig. 2 zeigt die Spannungsverteilung langs der Dicke der Platte; sie ist in
allen Punkten der Platte dieselbe.

N L

G, Ae

Fig. 2 Fig. 3

Diese Losung stellt allerdings nur eine Néaherung vor, da sich nach der
Theorie der Platten ein an den Réndern angreifendes Moment linear iiber die
ganze Plattendicke H und nicht so, wie in Fig. 2 dargestellt, verteilt. Aber die
Spannungsdifferenzen zwischen diesen beiden Spannungsverteilungen, die in
Fig. 3 dargestellt sind, haben weder ein Moment noch eine Resultierende, und
es kann daher nach dem Prinzip von St. Venant ihr Einflul bereits in einiger
Entfernung vom Rande vernachlissigt werden.

IL

Liegt eine Platte mit gelenkiger Lagerung vor, deren Rénder seitlich, aber
nicht senkrecht zur Plattenebene verschieblich sind, so mufl ein Einspann-
moment M’'= — M hinzugefiigt werden, wodurch der Rand momentenfrei
gemacht wird. Vollkommen spannungsfrei werden die Rénder allerdings nicht
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sein, aber der iibrigbleibende Spannungszustand, den Fig. 3 zeigt, hat, wie
schon oben bemerkt, weder eine Resultierende noch ein Moment, und sein
Einflufl verschwindet sonach in einiger Entfernung vom Rand. Die Aufgabe,
die Spannungen in einer Platte zu bestimmen, an deren Réndern Momente
von gegebener GriéBe angreifen, ist unschwer zu l6sen. Bezeichnet w die Ver-
schiebungen der Platte in senkrechter Richtung, so handelt es sich darum,
eine Losung der Differentialgleichung

44w =0
mit den Randbedingungen
2
w=0 uwd KZ%—_M =M fir e = +a
ox

02w , y
und w=0 und K—W:—M =M fir y= +b

zu finden.
Hierin bedeutet K eine Konstante, welche aus der Plattentheorie mit

E H®m?
K = m fOlgt.

Wir losen diese Aufgabe in zwei Schritten. Zunichst suchen wir eine
Losung, welche die Randbedingungen

. 2
w=0 und KM=Ofﬁrx=ia
0 x?
2
und w=0 und K%::Mﬁiryzib (6)

erfiillt und dann eine Losung mit den Randbedingungen

2
w=0 und Ka—zf=Mf1‘ir zT=+a
ox2

2
und w=0 und K%:Ofﬁry=ib (7)

Diese zweite Losung erhilt man iibrigens sofort aus der ersten durch Ver-
tauschung von x mit y und von a mit b. Die Summe dieser beiden Losungen
besitzt dann die vorgeschriebenen Randwerte.

Um zu einer Losung zu gelangen, welche die Randwerte gemiafl Gl. (6)

2 2
w =0, K?—zq:O fir x =+a und w = 0, K?iqzﬂl
0x? o y?
fir y = +b besitzt, verwenden wir den Ansatz
K-w= ZO(wy@inwy@lﬁwb-@ﬁfmywb@inwb)coswx (8)

Wie man sich durch Einsetzen leicht iiberzeugen kann, erfiillt dieser Ausdruck
die partielle Differentialgleichung fiir w. Auch der Randbedingung w=0 fiir
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y = + b ist bereits Geniige geleistet, wihrend die Randbedingungen w =0 und
KT _ 0 fir « = +a dann erfiillt sind, wenn wir w="1" setzen, Worin n

ox? 2a
eine beliebige ungerade Zahl bedeutet. Wir erhalten namlich fur K us
Gl. (8)

2 4

Zx -2 0,0, [w,yCinw,yCofw, b —Cojw,yw, b Sinw, b]cosw,z  (9)
Fir K 552— ergibt sich

% w .
K = =500 =,y @inw, y 60fw,b—Cof w,y (2Cofw, b (10)

—w,bGinw,b)cosw, x
und dies gibt speziell fir y= +b
2
Kg—y— =+>0,w,%26012w,b-cosw, x=M
Nun kann eine im Intervall —a <z <a eine konstante GroBe M durch die
Fourier’sche Reihe

nm

4 M nw
M———Z—Sln—z—cosw x (wn=—2—a

ks

mit n = 1,3,5...)

dargestellt werden. Die Koeffizientenvergleichung der beiden Reihen ergibt
also

% n
4M L 1 Msm~2—. 1
a0y 2C0f2w, b nr Goj2w,b
2

Cn Wy

Wir wollen nunmehr die auftretenden Momente M," und M,’ berechnen,
fiir welche sich nach der Plattentheorie die Werte

, 2w 1 Pw ;_ 2w 1 2w
M= K(w ma*yz‘) My K(ay W%ﬁ)

ergeben. Fiir die Plattenmitte, d.h. fiir =0 und y =0 erhalten wir zunichst
durch Einsetzen des Wertes fiir C, w,2? aus der Gl. (9) und (10)

. Nnm
0% w SIN 5" w,bGinw,b
K"a—y;g=1”2 T . Cortw.t
2
22 w I b Ginw, bt 2Gojw, b
K——=MY @, bCmw,b+ 260jw,
0y? ‘ Tn Cof2w, b
und daraus mit n—;‘zqon, w, = g% und 2 = 8, a,lso w b_qonﬁ (
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sin @, 1 1 2

B L L R

RO R R v Rt L o) B I

M, =-MY

Die Losung, fiir die das Moment lings der Rénder x= +a den Wert M
annimmt, wiahrend w lings der Réander verschwindet, wird durch Vertauschung
von & mit ¥ und von a mit b erhalten. So findet man

sing,, 1

2= -y g pTa (1- ) +2]

My =T g B (1= )+ ]

Die endgiiltigen Momente in der Mitte der Platte betragen also bei gelenki-
ger freier Auflagerung an den Réndern

(12)

M, =M, +M,” und M, =M, +M,

und die aus denselben sich ergebenden Spannungen sind den Spannungen
nach Gl. (4a—c)

5 =—-E- 4 (%— )8T1+92%8T2]

]
o ﬁaT %23:/*]

62=—EHW§1OC 018T1+ (32— ) ]

die im ersten Abschnitt ermittelt wurden, zu iiberlagern.

Die Werte von ¢, = — % und ¢, = — JTWWE sind fiir verschiedene Werte von

B = %in der folgenden Tabelle zusammengestellt, so dafl fiir eine am Rande
gelenkig gelagerte Platte sofort die Momente in der Plattenmitte angegeben
werden konnen. Dabei liegt die Richtung der X-Achse stets parallel zur
kiirzeren Plattenseite. Fir M ist nach Gl. (5)

H2
M = Eﬁj % Ty [e1(c1+3¢3)8 T, —cy(ca+3¢y)8T,] zu setzen.
B= % 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
Cy 0,651 0,834 0,914 0,963 0,990
¢ 0,651 0,465 0,405 0,342 0,330

23 Abhandlungen XI
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Ein Beispiel. Eine Platte mit dem Seitenverhiltnis. f=2,0 habe eine
Dicke von 12 cm; die wiarmespendende Schichte liege in einer Entfernung von
2 ¢cm von der Unterseite und 10 cm von der Oberseite der Platte. Es ist sonach
¢, =2/1=0,1667 und c,=19/,,=0,8333. Die Temperatur 7'y in der wirmespen-
denden Schichte betrage 50°, an der Unterseite sei 7'; =35°, an der Oberseite
T,=20°. Es ist also 8 7', =15° und 8 7', = 30°. Der Elastizitdtsmodul des Beton
betrigt 2,1-10% kg/em?, der Warmeausdehnungskoeffizient o =1,25-10-5 je 1°
und der Koeffizient fiir die Querzusammenziehung m =3.

Damit ergibt sich zunichst

m

K %= 2,1.10% 1,25 10-3. 3 = 3,9375

2

- -

Ist die Platte an den Réndern eingespannt, so ergeben sich nach den Glei-
chungen (4a—c) die Spannungen an der Unterseite

_ m C C
0, = —Em_la [(—2—1— )8T1+ 5,28712]

= —3,9375[(0,0833 —1)- 15+ 0,4167 - 30] = + 4,9 kg/cm?
in der Warme spendenden Schichte

m

c C
= —3,9725(0,0833- 15+ 0,4167-30) = — 54 kg/cm?

Go=—F

an der Oberseite

m—1 2
= —3,9375[0,08333-15+ (0,4167 —1)-30] = + 64 kg/cm?

Go=—E-" & [%8T1+(~63—1)8T2]

Das Einspannmoment an den Plattenrindern betragt

m H?
.M = Ema—IE[01(61+362)3T1—62(62+301)8 T2]
= 3,9375-12-[0,1667 (0,1667 + 3-0,8333) 15— 10,8333 (0,8333 +3:0,1667) 30]
= —1260 kgem

Entsprechend den fiir =2 zu entnehmenden Werten von c¢,=0,914 und
¢, =0,405 treten bei freiaufliegenden Plattenrindern in Plattenmitte die
Momente

M,=0,914-1260= + 1152 kgem und M ,=0,405-1260= 4510 kgem

auf. M, M, und M, beziehen sich auf einen Plattenstreifen von 1 cm Breite.
Die durch M, und M, hervorgerufenen Spannungen kommen zu jenen fiir die
eingespannte Platte, nimlich + 64 kg/em? an der Oberseite und + 4,9 kg/cm?
an der Unterseite noch hinzu.
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Zusammenfassung

Die in einer Betondecke mit Strahlungsheizung auftretenden Spannungen
werden auf Grund der Theorie der Warmespannungen in elastischen Kérpern
untersucht. Bei geklemmten Réndern ergeben sich verhéltnismaBig einfache
Ausdriicke, fiir freie Rinder kénnen die auftretenden gréBten Momente fiir
verschiedene Verhiltnisse der Seitenlingen der Platte einer Tabelle sofort
entnommen werden.

Résumé

L’auteur étudie les contraintes qui se manifestent dans un plancher en
béton avec chauffage par rayonnement, sur la base de la théorie relative aux
contraintes thermiques dans les corps élastiques. Lorsque les bords sont
encastrés, les expressions obtenues sont relativement simples; dans le cas des
bords portant librement, un tableau donne immédiatement les moments les
plus élevés qui se manifestent pour différentes conditions concernant les
longueurs des cotés.

Summary

The stresses occurring in a concrete ceiling with panel heating are examined
in accordance with the theory of heat stresses in elastic bodies. In the case
of clamped edges, comparatively simple expressions are obtained; for free
edges, the maximum moments occurring for different ratios of the side lengths
of the slabs can be obtained at once from a table.
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