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Moyen nouveau pour augmenter la capacite portante d'une barre
chargee en bout

Eine neue Möglichkeit der Vergrößerung der Knicklast eines zentrisch
belasteten Stabes

New method of increasing the carrying capacity of a strut axially loaded

at the ends

Jean Karpinski, Ingenieur civil A.I.G., ä lTnstitut du Genie Civil, Beigrade

I. Considerations sur le flambage des barres chargees en bout et precomprimees
par des fils soumis ä une pretraction dans le plan de rigidite minimum, pour

permettre de realiser des supports lateraux

Cette etude a pour but de montrer qu'il est possible d'augmenter la charge
de flambage d'une poutre comprimee axialement en la transformant en une
poutre armee dans le plan de rigidite minimum.

Quand on veut augmenter la capacite portante d'une barre comprimee
axialement, il est tout naturel de chercher ä lui procurer un appui lateral
intermediaire dans le plan de flambage, c'est-ä-dire dans le plan de sa moindre
rigidite.

L'experience montre1) que meme un faible support lateral augmente la
charge de flambage d'une barre elancee, dans une proportion appreciable.
Ainsi par exemple, on a battu jusqu'a la röche, rencontree ä 11 metres de

profondeur, deux pieux ä travers un terrain argileux contenant 45% d'eau,
dont la resistance au cisaillement etait de 1'ordre de 0,15 kg/cm2. L'un de
deux pieux etait en bois de 5x5 cm de section, tandis que l'autre etait en
acier de 19 mm de diametre. Le pieu en bois a supporte la charge de 1500 kg
et le pieu en acier la charge de 3000 kg.

Comme.les tetes des pieux etaient solidement fixees aux caisses remplies
de sable, il etait justifie de traiter les pieux comme des barres encastrees en
tete et articuiees ä la base. Dans ce cas, en faisant abstraction de l'existence
du terrain, la charge de flambage est:

Pe 2tt2EI/L2 2.9,87-2,1.1060,64/10002 26,5 kg

1) Loos: Praktische Anwendungen der Baugrunduntersuchungen, 1935.
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Cet exemple montre que meme une argile molle pouvait procurer au pieu
un support süffisant pour faire grandir 113 fois sa charge de flambage.

D'autre part, l'exemple d'un pont sur la Tara au Montenegro a attire
l'attention, du point de vue de la rigidite, sur l'effet qu'on peut atteindre par
la transformation d'une poutre en poutre armee. II s'agissait d'un pont de
3 m de largeur franchissant d'un trait la distance de 42 m entre les deux
culees, au moyen de 9 longerons en bois de 25 x 34 cm de section seulement.
Ces longerons, dont la continuite etait assuree par des joints semblables ä

ceux qu'on pratique dans les poutres Howe, etant associes ä 6 cables de 28mm
de diametre, formaient une poutre armee ä 14 panneaux capable de supporter
le trafic de lourds camions. Cela a suggere l'idee de proceder d'une maniere
analogue pour faire augmenter la rigidite et par consequent la capacite
portante, des barres soumises ä la compression axiale.

Les essais effectues sur des modeles en bois, ainsi que sur des eprouvettes
en acier, ont confirme les previsions, mais, avant de presenter les resultats de

ces essais, nous donnerons une Solution simplifiee du probleme.

A. Rappel des notions theoriques. Etude de flambage par la
theorie de l'energie

1. Considerons d'abord le cas d'une barre droite de section constante,
supposee en materiau parfaitement elastique et infiniment resistant. Cette
barre de longueur L articulee aux extremites, est supposee soumise ä une
compression axiale P et soutenue dans le plan d'inertie minimum par deux tra-
verses de longueur / placees en son milieu de deux cötes et s'appuyant sur des
fils tendus de deux cötes de la barre et fixes ä ses extremites. On admettra
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que la charge P croit progressivement. II arrive un moment oü la forme
rectiligne d'equilibre est instable. La valeur limite de P pour laquelle la forme
d 'equilibre rectiligne est stable est la charge critique.

Tant que la barre reste rectiligne, les efforts Q developpes dans les tra-
verses par la precontrainte F, dont la projection sur l'axe de la barre est H,
s'equilibrent. Du triangle des forces Q, H et F on deduit: Q/2=Htga mais

tgoc 2fjL, d'oü: Q 4/H/L. Ainsi Q est connu quand H est donne.
Soit ,,ail la fleche que prendrait la barre sollicitee par la force transversale

Q seule. L'expression connue donne:

a ISEI (1)

oü / est le moment d'inertie minimum de la barre et E est le module d'elasticite

du materiau. En remplacant Q par sa valeur en fonction de H, on trouve:

a fHL2l\2EI (la)

Le travail qu'il faudrait depenser pour realiser cette deformation est
donne par l'expression: Tq Qa.

C'est l'energie emmagasinee dans la barre par la precontrainte, car le
renforcement effectue symetriquement de deux cötes de la barre empeche la
deformation de se manifester.

Considerons la barre au moment oü la force P, qui croit progressivement,
a depasse la valeur PE qui est la charge d'Euler ou la charge critique de la
barre depourvue de support au milieu. Supposons la barre deviee de ,,aiC de

sa position rectiligne d'equilibre par une force accidentelle quelconque. A
mesure que la deviation augmente de 0 ä ,,a", 1'effort dans la traverse
augmente de Q ä 2 Q du cöte convexe et diminue de Q ä 0 du cöte concave.

Quand la fleche croit de 0 ä ,,ail, le travail des forces resistant ä la
deformation de la barre est:

Tr (Q + 0)>lra-(Q + 2Q)-ira -Qa.
A ce moment, l'appui au milieu de la barre cesse d'exister, parce que

l'energie fournie par la precontrainte, Tq Qa, est epuisee.
Quand la deviation ,,a^ est plus grande que la deviation critique ,,aCi

donnee par (1) ou (la), l'equilibre est instable, car, apres la disparition de la
force perturbatrice, il se produit une perte absolue d'energie. La barre se

comporte alors comme une barre sans appuis intermediaires et, comme teile,
se trouve sollicitee ä la compression par une force P plus grande que PE qui
est maintenant sa charge critique, d'oü il resulte son affaissement.

En appliquant la theorie de l'energie de Timoshenko, on peut ecrire qu'au
moment du flambage, on a:

Tp + Tr=V (2)
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oü Tp est le travail de la charge P du ä l'abaissement A L du point d'application

de la charge pendant la deformation, Tr le travail des forces resistant
ä la deformation et V l'energie de deformation, en negligeant les deformations
dues ä l'effort tranchant et ä la compression.

Nous prendrons pour l'equation de la deformee une sinusoi'de:

o,. TT X
y a bm -=-

Cette equation satisfait aux conditions imposees aux extremites et son
allure generale repond aux previsions.

L 'abaissement A L du point d 'application de la charge est:

L L L

AL= f (ds-dx) f [dx il + (dy/dxf-dx] \ f (dyldxfdx °^-
*0 0 0

d'oü: T= PAL P°^f (3)p 4i_

Le travail des forces resistant ä la deformation pendant que la fleche croit de
0 ä ,,ac' est:

Tr -Qa (4)

comme il a ete indique plus haut.
L'energie de deformation de flexion V est donnee par l'expression connue:

0 0

En effectuant les calculs, on trouve:

V ^^ (5)

En remplacant dans l'equation (2) T Tr et V par leurs valeurs tirees de

(3), (4) et (5), on a:
Tr2a*P - TT4«2 HI

En remplacant dans cette equation ,,ail par sa valeur tiree de (1), on trouve:

tt2 EI 192EI
Per. L2 + ^Jß W

d'oü: Pcr 2,97 tt2 E IjL2 2,97 PE (6a)

oü PE 7T2E I\L2 est la charge d'EuLER.
L'equation (6) montre que les valeurs de / ou de H n'ont pas d'influence

sur la valeur de la charge critique. Cette conclusion a ete confirmee
experimentalement, comme on le verra dans la seconde partie de cette etude.
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D'autre part, l'expression (la) montre que la deviation critique ,,a" croit
avec / et H, de sorte qu'on augmente la marge de securite par rapport ä une
deviation accidentelle, en augmentant / ou H.

Tant que la deviation accidentelle est plus petite que „a" donnee par (1)
ou (la), la stabilite de la barre doit etre regardee comme assuree, comme on
l'a montre plus haut.

2. Cas d'une barre articulee ä ses extremites, qui est comprimee axialement et

soutenue lateralement en plusieurs points au moyen des traverses prenant appui
sur des fils soumis ä la pretraction

Considerons la meme barre que precedemment, avec cette seule difference
qu'elle est soutenue lateralement par un grand nombre de traverses plaeees
entre la barre et les fils tendus de deux cötes de la barre et fixes a ses extremites.

Par hypothese, les longueurs des traverses sont choisies de maniere a
4 f2donner au fil la forme d'une parabole: y -~x(L — x). Prenons un nceud m.

Les conditions d'equilibre permettent d'ecrire (fig. 2b):

Fig

' j
m+1

Zm+1

Fig. 2 b

Zm Cos ccm - Zm+1 Cos ocm+1 - Z1 Cos ocx H
Z)n Sin ocn7 ~ ZWI, i Sin a^ -, d'oü:

Vm H(tgatm-tgoi,m+1/ H dy
dx

(dJL\ 1

\dx) m+\

En posant xm m Ljn et xmAX (m+1) LIn et en effectuant les calculs, on a
Q i TI TT O 1 TT

Vm —y- d'oü q ~jl- ~y^' C'es^ la pression produite par les traverses

20 Abhandlungen XI
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sur la barre, q, qui determine dans ce cas la deviation critique. Sa valeur est
donnee par l'expression connue:

5gL4
a 3807

Le travail des forces q, qui resistent ä la deformation pendant que la
fleche croit de 0 a „a", est:

0 0

En effet, l'intensite des forces laterales, negatives du cöte convexe, croit de q
a 2g, ä mesure que la deviation croit de 0 ä „a", tandis que l'intensite des
forces laterales positives du cöte concave diminue de q a 0.

En effectuant les calculs, on a:

Tr 2qLafTT (8)

En definitive, tout se passe comme si les forces resistant ä la deformation
etaient d'intensite constante q.

De l'equation fondamentale (2), en eombhiaison avec (3), (5) et (8), on
tire la valeur de la charge critique pour ce cas:

• En y remplacant „a" par sa valeur critique (7), on a:

7T2E I
Pcr=3^j^=3PE (9a)

7T2EI
oü PK designe la charge d'Euler -yv~-__/"

3. Cas d'une barre encastree ä un bout et libre ä Vautre, qui est comprimee axialement

et soutenue lateralement en plusieurs points au moyen des traverses prenant
appui sur des fils soumis ä la pretraction

En raisonnant comme dans le cas preeedent, on trouve dans ce cas:

P_.!^ + __^__ „0)4__/- 7T6a

Dans ce cas, on a pris pour l'equation de la deformee l'expression:

y all —Cos^yl qui satisfait aux conditions aux extremites.

La fleche ,,a" due aux forces laterales conötantes q sollicitant la barre de

longueur L, encastree ä un bout et libre ä l'autre, est donnee par l'expression
connue:
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C'est la deviation critique dans le cas considere. En remplacant cette valeur
de ,,a:i dans l'equation (10), on a:

Prc>, 2,91 4|r 2'91 P« (10a)

ou Pe ~^jj
c'est-ä-dire la charge d'Euler pour ce cas.

De la comparaison des formules (6a), (9a) et (10a), il resulte que la charge
de flambage augmente d'environ 3 fois apres le renforcement preconise dans
les trois cas consideres. Ce fait a ete verifie experimentalement, comme on le
verra dans la suite.

B. Compte-rendu d'essais

1. Les premiers essais etaient effectues sur un modele en bois de hetre de
50 mm de largeur, de 2,5 mm d'epaisseur et de 590 mm de longueur libre. Un
bout de cette latte, placee verticalement, etait fixe dans un etau, realisant
une barre encastree ä un bout et libre ä l'autre. Dans le plan de rigidite
minimum, des deux cötes de la barre, deux cordes etaient attachees au bout
libre et tendues au moyen d'une cheville menagee au droit de l'encastrement.
Chaque corde s'appuyait sur huit traverses en bois fixees ä la barre ä des

distances egales. Les longueurs des traverses etaient choisies de sorte que leurs
extremites qui s'appuyaient sur la corde se trouvent sur une parabole, dont
la fleche se trouvait ä l'encastrement. Cette fleche mesurait 16 mm (Fig. 3).

La charge etait appliquee progressivement ä l'extremite libre de la barre

par l'intermediaire d'un cadre en bois qui y etait suspendu. On versait de la
grenaille dans un recipient en carton attache ä la traverse inferieure du cadre,
au-dessous de l'etau.

Les resultats des essais de compression axiale sont donnes dans le tableau I.
Le coefficient d'elasticite E du bois a ete determine en mesurant la deformation
en flexion de la barre non renforcee. Elle a accuse une fleche de 7,24 mm sous
la charge de 300 g placee au milieu de la portee de 50 cm. Le moment d'inertie
de la barre est:

/ 5-0,253/12 0,0065 cm4 et E °,3n°^|^^ 166000 kg/cm2' 48-0,0065-7,24 ö/ '

d'oü on trouve que la charge d'Euler pour cette barre est:

tt2 EI 9,87-166000-0,0065
P» -Uß= 4^ °'76°k^

l'elancement Lfi 59/0,0075 785.
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La charge critique pour la barre renforcee, d'apres (10a), est: Pcl. =2,91
PE 2,91-0,765 2,230 kg. Cette valeur theorique de la charge critique ne

differe pas beaueoup de celle qu'on a trouvee experimentalement, ä savoir

2278 g. L'elancement de la barre etant tres grand, cela a contribue ä accentuer

la concordance entre les resultats des essais et ceux du calcul.

,.-

Tableau I. Resultats des essais

Eprouvette en bois, renforcee

Charge en g Fleche en mm

503 0

678 0

878 0

1078 1

1278 1,5

1478 2

1678 2,5
1878 3

2078 4

2278 7

2636 Rupture de l'equilibre
deversement du cadre

Fig. 3. Un nouveau moyen d'augmenter la charge

portante d'une barre chargee de bout

2. Essais sur des eprouvettes en acier

Une seconde serie d'essais a ete executee sur des eprouvettes en acier doux
de" 30 x 4 mm de section et de 300 mm de longueur. Le renforcement etait
realise par de fils d'acier doux de -1 mm de diametre, dont les extremites

etaient soudees ä la barre. A nü-hauteur on a place, entre la barre et le fil,

un coin en acier. Cela a ete fait des deux cötes de la barre. En forcant les

coins, on a realise la precontrainte necessaire, tout en ayant soin d'observer

que la barre reste rectiligne. L'une des extremites de l'eprouvette a ete posee

directement sur le plateau de la presse, tandis qu'ä l'autre extremite, on a

menage une articulation. On a ensuite repete les essais, mais cette fois sur des

eprouvettes munies d'articulations aux deux extremites. Les resultats sont

donnes dans les tableaux II et III.
Dans le premier cas, oü une extremite seulement de la barre etait munie

d'une articulation, tandis qu'ä l'autre extremite, l'influence du frottement



Moyen nouveau pour augmenter la capacite portante d'une barre 299

Tableau II. Resultats des essais;
eprouvettes en acier, 30 X 4—300;

une articulation

Tableau III. Resultats des essais;
eprouvettes en acier, 30 X 4—300;

deux articulations

Non renforcee Renforcee Non renforcee Renforcee

charge
kg

fleche
mm

charge
kg

fleche
mm

charge
kg

fleche
mm

charge
kg

fleche
mm

110
200
300
500

0,23
0,47
0,68
1,12

50
180
230
300
600
990

1100
1300

0,10
0,21
0,23
0,27
0,52
0,90
1,14
1,66

100
200
250
300

0,18
1,04
1,19
1,96

—

0,25
0,51
1,30

pcr.-* renfor. 1300-2,6
500 '

per.renfor. 900 _

700
800
900per.

non renf pcr.
non renf.

300

n'etait pas eliminee, le rapport entre les charges critiques des barres, renforcee
et non renforcee, etait 1300/500 2,6.

Dans le second cas, quand les articulations etaient realisees aux deux
bouts, ce rapport etait: 900/300 3, en parfait aecord avec la formule (9a).
L'epaisseur de 4 mm n'etait pas strictement realisee apres un usinage imparfait.

On a essaye aussi des eprouvettes renforcees, non pas par un fil de chaque
cöte de la barre, mais par deux fils. On n'a pas constate a cette occasion de
variations notables dans la valeur de la charge critique observee.

3. Essais sur des poutrelles au chantier

On a execute aussi des essais de compression axiale sur une poutrelle
I NP 28 de 4,10 m de longueur libre, encastree ä un bout, articulee, avec un
certain degre de liberte a l'autre extremite. Les essais ont ete faits sur un
chantier oü l'on a pu realiser une installation de fortune. Elle etait constituee

par un cadre pose horizontalement, qui etait forme de deux longerons (poutres
ä large ailes) reunis par des traverses en forme de I. La poutrelle d'essai etait
placee au milieu du cadre, parallelement aux longerons, entre les traverses
renforeees par des contre-fiches en bois. Un bout de la poutrelle prenait appui
sur l'une des traverses, tandis que deux verins ä vis etaient places pres de cet
appui, normalement a l'axe de la poutrelle, des deux cötes. Quand les verins,
qui s'appuyaient sur les longerons, etaient serres contre la poutrelle, ils
empechaient toute rotation et realisaient l'encastrement de cette extremite de
la poutrelle. A l'autre bout de la poutrelle, on a place entre la traverse et la
poutrelle un verin hydraulique qui assurait la compression axiale. Entre l'äme
de la poutrelle et le plateau du verin, on a interpose une rondelle d'acier qui
etait censee realiser l'articulation.
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On a d'abord procede aux essais sur une poutrelle renforcee par un fil de
8 mm de diametre en acier doux place des deux cötes'de l'äme et s'appuyant
sur huit traverses formees de fers plats de 6 mm d'epaisseur, soudes ä l'äme.
Un bout du fil etait fixe par soudure ä l'äme de la poutrelle, pres de
l'articulation et l'autre bout, place ä l'encastrement, etait muni d'un ecrou qui
permettait d'appliquer la precontrainte.

Les conditions aux extremites n'etant pas realisees en toute rigueur, on ne

pouvait pas proceder ä la comparaison des resultats des essais avec ceux du
calcul. On pouvait cependant comparer le comportement de la poutrelle avec
et sans renforcement. Les resultats des essais sont donnes dans les tableaux
IV et V.

Tableau IV. Resultats des essais de compression axiale d'une poutrelle I NP 28, encastree

ä une extremite et pourvue d'une certaine liberte de rotation ä Vautre extremite

Poutrelle non renforcee

charge en t

19

fleche en mm

31

0,40
1,00
2,60

Poutrelle renforcee

charge en t fleche en mm

19

25
31

37

44
50

0,30
0,80
1,15
1,40
2,00
2,20

Tableau V. Contraintes des fibres extremes en kg/cm2

Charge axiale en t 12,5 19 25 31 37 44 50

1. Poutrelle non renforcee

Compression du cöte

concave -500 -800

Traction du cöte
convexe 200

1

|

2. Poutrelle renforcee

Compression du cöte
concave -200 -400 -550 -800 -1100 -1300 -2000

Traction du cöte |

convexe 100 200 350 800

La fleche a ete mesuree ä une distance de 1,50 m de l'extremite chargee
de la poutrelle. On y a fixe deux tensometres Huggenberger. A mesure que la
surcharge augmentait, on relevait les valeurs des tensions des fibres extremes
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des cötes concave et convexe de la poutrelle et on les a inscrits dans le tableau V.
Quand la charge a atteint la valeur de 50 t, l'extremite ,,articulee" de la

poutrelle s'est deplacee lateralement de 0,4 mm. Pour la poutrelle sans ren-
forcement, le deplacement lateral de La tete s'est produit pour la charge de

311 et n'a atteint que 0,2 mm.
On a fait aussi des essais sur une poutrelle renforcee avec 3 fils de chaque

cöte, tendus par des ecrous jusqu'a refus, comme dans le cas d'un fil. On n'a
pas constate de variations appreciables dans la valeur de la charge critique.

L'examen du tableau IV montre que la poutrelle sans
renforcement a subi une augmentation brusque de fleche
des que la charge a depasse 25 tonnes, tandis que la
poutrelle renforcee a supporte la charge de 50 t avec seulement

un faible accroissement de la fleche. Cela montre que meme
dans des conditions de chantier, le renforcement propose
donne des resultats interessants. II est evident que dans
le cas des barres „courtes", c'est-ä-dire ayant un petit
elancement, le Systeme de renforcement propose ne
pourrait etre utilise qu'apres une etude experimentale
prealable de grande envergure. Tout porte ä croire que
c'est par cette voie, plutöt qu'en cherchant une Solution
mathematique rigoureuse du probleme, qu'on arriverait ä

fixer les conditions d'emploi du Systeme de renforcement

propose, dans le cas des pieces „courtes".
La valeur de H est determinee par la condition que le

Systeme de renforcement doit encore fonctionner quand la
barre comprimee a subi le raccourcissement correspondant
ä sa charge critique, qui est environ 3 fois plus grande que la charge d'Ehler.
D'oü la necessite d'employer des fils ä haute limite elastique, comme c'est
le cas pour le beton precontraint.

Fig. 4

L'application du Systeme propose de renforcement des elements constructifs
soumis ä la compression axiale doit donner une economie appreciable d'acier
et permettre alleger les constructions. On peut s'en rendre compte sur un
exemple.

Considerons une poutrelle I NP 28 de 4,10 m de longueur, articulee ä ses

extremites et soumise ä une compression axiale. Sa charge critique est donnee

par la formule d'EuLER, puisque la barre a un elancement A Lji 4,10/2,45
163 qui est superieur ä 100. On a donc: P^ 9,87 • 2 100 000-364/4,102 45 000

kg 45 t. Le poids de la poutrelle =48-4,10 197 kg. Le renforcement de la
poutrelle augmentera son poids de 20 kg au maximum, le portant ainsi ä
197 + 20 217 kg. Sa charge critique, donnee par (9a), sera: Pcr =3-45= 1351.

Si l'on considere maintenant une poutrelle I NP 38 de 4,10 m de longueur,
non renforcee, sa charge critique, c'est-ä-dire sa charge d'Euler sera:
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P^_=9,87.2100000-975/4102= 120000 kg= 120 t et son poids =84-4,10
344 kg. On voit que la poutrelle I NP 28 renforcee peut, du point de vue
statique, remplacer avantageusement (135 > 120) la poutrelle I NP 38 non
renforcee, tout en realisant une economie de metal de:

^»»•.«.-.7%.

Resume

L'etude du flambage par la theorie de l'energie de Timoshenko permet de
constater qu'on peut augmenter d'environ 3 fois la charge critique d'une
barre chargee en bout, en lui procurant, en son milieu, un support lateral au

moyen des traverses introduites entre la barre et le fil place de deux cötes de
celle-ci et soumis ä la pretraction.

Les resultats des essais sur modeles en bois et sur eprouvettes en acier,
ainsi que sur une poutrelle, sont donnes. Ils montrent que les resultats obtenus
experimentalement s'accordent bien avec des previsions theoriques.

Zusammenfassung

An Hand einer Knick-Untersuchung nach der Energiemethode von
Timoshenko kann festgestellt werden, daß die kritische Last eines zentrisch belasteten

Stabes ungefähr dreimal vergrößert wird, wenn man ihn in seiner Mitte
mit einer seitlichen Festhaltung versieht. Diese seitliche Lagerung geschieht
mit Hilfe von Querschotten, die zwischen dem Stab und an seinen beiden
Seiten befestigten, vorgespannten Drähten angebracht werden.

Die Resultate von Versuchen, die an Modellen aus Holz, an Probestäben
aus Stahl und auch an einem Walzträger durchgeführt wurden, werden
angegeben. Sie zeigen, daß die experimentell ermittelten Resultate gut mit den
theoretischen Voraussagen übereinstimmen.

Summary

A study of lateral buckling made by Timoshenko's energy method shows
that it is possible to increase the critical load of a compressed strut about
3 times by furnishing it, in the middle, with a lateral support by means of
cross-bars introduced between the strut and the prestressed wires fixed to
both sides of it.

The results of tests made on wooden modeis, on steel specimens and on
rolled beams, are given. They show that the experimental results are in good
accordance with theoretical forecasts.
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