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Berechnung von Rahmensystemen mit Beriicksichtigung der
Sédulenausbhiegungen

Calculation of frame systems taking into account the bending of the columns

Calcul des cadres, compte tenu de la flexion des poteaux

Prof. Dr. techn. B. J. RamBgLr, Kopenhagen

Abschnitt 1

In den meisten Berechnungen nach der Elastizititstheorie, von reinen Siu-
lenberechnungen abgesehen, wird vorausgesetzt, dal die Deformationen unend-
lich klein bleiben. Diese Voraussetzung, die vielleicht friither als verniinftig
betrachtet werden konnte, befriedigt fiir die schlanken Konstruktionen unserer

Zeit nicht mehr immer.
Wenn wir die Deformationen in Betracht ziehen, ist bekanntlich die Pro-

portionalitdt zwischen der Belastung und den Momenten nicht mehr gewéhrt.
Wenn es sich darum handelt, die Bruchsicherheit zu finden, mul man den

Sicherheitsgrad » in die Belastung einfiihren.
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Fig. 1

In einem unbeweglichen Rahmen (Fig. 1a) und noch mehr in einem be-
weglichen (Fig. 1b) kann die Wirkung der Sdulendeformationen sehr betricht-
lich sein. Diese Verhiltnisse werden in der vorliegenden Arbeit behan-
delt!). Grundlage der Berechnung bildet die Methode, wie sie Efsen?2) und

) B. J. Rambell: Stabilitets- og Spaendingsberegning af Rammesystemer. Jul. Gjel-
lerups Forlag. Kopenhagen 1944 (Dissertation). Die vorliegende Arbeit stiitzt sich auf

diese Abhandlung.
%) Axel Efsen: Die Methode der primdren Momente. Kopenhagen 1931 (Dissertation).
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spater Ngkkentved)3 entwickelt
haben.

Die Methode ist sukzessiv, da
jeweilen nur ein Stab ab (Fig. 2)
belastet wird und zuerst die von

Fig. 2 dieser Belastung herrithrenden
Momente bestimmt werden.

I, und E, bezeichnen das Trigheitsmoment bzw. den Elastizitdtsmodul
fir den Stab ab. Lingsdeformationen in den Stében, herrithrend von den
Normalspannungen, werden vernachlissigt.

Die Richtung der Winkeldrehungen und Momente ist positiv im Uhrzeiger-
sinn. Nennt man die Konstruktion links von @ den Knoten, wird ,, als die
Winkeldrehung in a definiert, wenn der Knoten von dem Moment 1 belastet
ist. Wenn der Knoten unverdrehbar ist, ist a b vollstindig in a eingespannt,
d.h. 7,, = 0. Ein Gelenk in a ergibt r,, = 0.

Wir nehmen an, dal durch die Belastung, falls der Stab ab beidseitig
gelenkig gelagert ist, die Winkeldrehungen o, und a,, in @ bzw. b verursacht
werden. Die Momente M ,, und M, werden durch die Einspannungen in ¢ und
b verursacht, d.h. der Stab kann als gelenkig gelagert werden, wenn er auller
seiner Belastung noch durch die Momente M, und M,, angegriffen wird.

Die Winkeldrehungen in @ und b, die leicht als Reaktionen der Momenten-
fliche-Belastung gefunden werden, ergeben sich zu:

lab M ab M ba ]
+ E ab 1 ab ( 3 B 6 ) e
lab M ba M ab s
und 0pg + 7, I, ( 3 g ) in b.

Wenn der Stab ab von dem Knoten in ¢ mit dem Moment M, belastet
wird, so wird der Knoten vom Stab mit dem Moment — M ,, belastet. Da die
Winkeldrehung des Knotens durch das Moment =1 als 7, definiert ist, wird
die ganze Winkeldrehung

-M ab Tab > (l)

“und da der Knoten und der Stab sich um denselben Winkel drehen miissen,

folgt daraus:

la
2 M, — M) =—M,zy 7
6Eab Iab( b ) b b

L
aba 6 Eab Iab( Mba Mab) *Mba Tha -

3) Chr. Nokkentved: Bygningsstatiske NIeddelelser Kopenhagen 1932. 8. 21—24 und
. 85—104.
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Da E I in der Regel eine unbequem groe Zahl ist, wird rechnungsméifig
eingefiihrt:

E, 1, E, I,

Tap = Tap ——2 und ag = agy, 1 (2)
c (4
worin E,, I, und [/, konstante Gréflen sind.

: lc E ab I ab <
Wird Par =7 "F T, (3)
nebst (2) in die vorstehenden zwei Gleichungen eingesetzt, ergibt sich

, 1 ,
Qgp + 6'—— (2 Mab_Mba,) = - Mab Tab ]
Hab ( 4)

, 1 '
aba+€;;(2Mba_Mab)=—Mba Tha - J
a

Sind nun die Steifigkeiten 7, und 7, der Knoten bekannt, konnen die
Einspannungsmomente — die primidren Momente — in den Endpunkten des
belasteten Stabs aus (4) gefunden werden.

Wenn der Knotenpunkt a im Gleichgewicht ist, mul M, Reaktionsmo -
mente in den rechten Endpunkten der Stidbe ap verursachen, deren Summe
notwendigerweise gleich M ,, , aber entgegengesetzt sein muBl. Die verursachten
Momente, z.B. M, , werden den Stab ap, deformieren, wodurch ein Moment
M, ,im anderen Endpunkt des Stabes, der hier von einem Knoten festgehalten
ist, entstehen wird. )

Dieses Moment wird wieder Reaktionsmomente in den iibrigen von p; aus-
gehenden Stdben verursachen u.s.w. Die primdren Momente werden sich auf
diese Weise in dem System fortpflanzen.

Zuerst werden wir das Moment M, , finden. Gemall Ausdruck (4) ergibt

sich fiir den Stab ap,, der nicht direkt belastet ist:

1 ,
" | )
@;p (2 Mpla—Mapl) = - Mpla Tp,a - l )

1
Wenn }llapl = 1, sonennen wir das Moment M pa = Mp a> und es ergibt
sich aus der letzten Gleichung (4):
1

m, =55 i ‘ . (8)

p,a 2

(I+3 Map, 71’710)
Das Moment M, wird also

M = m k74 (6)

7! N
», n ap,
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verursachen, welches das gesuchte Moment ist.

Danach werden wir M, finden. Es ist notwendig, die Drehung des Knoten-
punktes a zu beobachten, wenn wir die Momente finden wollen, welche durch
das Moment M ,, in den Staben ap, verursacht werden. In die erste Gleichung
(4) wird (6) eingesetzt. Wenn mit c'a,,1 das Moment M ap, bezeichnet wird,

welches durch die Winkeldrehung 1 entsteht (oder vielmehr, da der Faktor

le eingefiithrt ist, durch die Winkeldrehung le ) ergibt sich
E ¢ 1 c . Ec 1 c )
1 5 L2 ‘
6 Hap (2 capl —mpla Cap1) =1
1
6 Kap
woraus Cop, = 5—— (7)
W 2—my ,

Der Summe X ¢, der Momente in den Stidben ap entspricht also die Win-

ap’

keldrehun 2 in a. Dem Moment gci entspricht daher die Winkeldrehun
g VWi i P g
cTcC c
1 l, E, I, 1
Xy, EBJI, 1, — Xcl,

Definitionsgemaf ist diese Winkeldrehung mit 7, identisch, also:

, 1
Tar = For (8)
Cup, 15t die GroBe des Moments M, ,
[

wenn die Winkeldrehung in a gleich

ist. Da die Drehung gemil3 (1) — M, 7, ist, ergibt sich

E,I,
Mg, = Cop, (~Mp aa) 25 = = i, Moy 7
woraus infolge (8)
Moy, = = Mgt (9)
1 Com

welches das gesuchte Moment ist.

Danach ist es mdoglich, alle Momente von einer Belastung auf dem Stab ab
zu finden. Das Vefahren ist folgendes:

1. p wird fiir alle Stdabe ausgerechnet. Da die Lagerung als bekannt voraus-
gesetzt sein muf}, ist auch r irgendwo bekannt (in der Regel Einspannung:
7= 0 oder gelenkige Lagerung: 7= 00). An dieser Stelle ist m aus (5) und danach
im Nachbarknotenpunkt ¢ aus (7) und 7 aus (8) zu finden. Von dem neuen
Knotenpunkt aus, wo = nun bekannt ist, wird auf dieselbe Weise weiter
gefahren. Wenn alle Rahmenzahlen gefunden sind, wird mit der Moment -
berechnung begonnen. '
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2. Aus (4) ergeben sich die primdren Momente:

, 1 ,
Aap b + Qg
Jl/lab =—06 Wab ﬁ‘gl.,g _ _
L ——
Map Mpq (10)
a;m -+ ac’gb
Map
My, =~ 6p —
e
mab My,

Es werden hier die der Gleichung (5) entsprechenden Ausdriicke eingesetzt.
3. Danach wird M, aus (9) berechnet, worauf

4. M . aus (6) gefunden wird.

pia
5. Dieses Moment wird darnach auf die von p, ausgehenden Stibe verteilt
auf dieselbe Weise, wie M ,, auf die Stibe ap verteilt wurde. So verfihrt man
weiter, bis alle Momente gefunden sind, oder bis die Momente bedeutungslos
klein werden.
Ein Beispiel wird das Verfahren verstindlich machen.

Zuerst wird (10) fiir einige gewohnliche Fille entwickelt.

a) Gleichférmige Belastung p.

Mit der Momentenparabel als Belastung ergeben sieh die Winkeldrehungen aus den
Reaktionen durch K I, dividiert:

_ vl
Gap = — %0 = o 4
24 Eab Iab
Infolge (2) und (3) ergibt sich
_ Pla
) 24 Pas )

,
Qgp = — Oy

(10) ergibt sich zu: ’ .

(10

— -1
mab mba

le
OB,
fir die Winkeldrehungen der Stabenden bekommt. Wegen (2) ist dann o'y =a'y, =¥,
wobei (10) ergibt:

Wir geben einem Stab eine s-formige Deformation, so da man dieselbe GroBe ¥,
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(1011)

My, = = 611, Wy ——

mab 7nba

Selbst wenn die Spannung iiber der Proportionalitiatsgrenze ist, wird die
vorstehende Formel benutzt werden koénnen, wenn man nur den der Bruch-
spannung entsprechenden Wert von # in p einsetzt. Da man jedoch eben die
Bruchspannung sucht, mufl man zuerst einen Wert von E annehmen und
danach umrechnen, wenn ¥ nicht der gefundenen Bruchspannung entspricht.
Die Konvergenz ist so gut, dall meistens kaum mehr als eine Umrechnung
notwendig ist.

Fur Stahl kann man in vielen Fallen
(o F )

2
Op

40
E=E,— setzen,
worin K der Modul im elastischen Bereich ist und 7 die FlieBspannung, die oft als die
Hilfte der Proportionalitétsspannung eingesetzt wird. Fiir Stahl 37 mit £, = 2,1 - 105kg/cm?
und oz=0,8.3700 kg/em? ergibt sich: K = 0,96 ¢ (2960 —o0).

Beispiel: Der Rahmen in Fig. 5, dessen Stdbe alle gleich sind, wird anstatt der
angegebenen Belastung von 15 t/m auf dem Balken belastet. Die Sidulen sind unten ein-
gespannt, und nicht wie in der Figur gelenkig. Die Rahmenzahlen werden aus-
gerechnet: wird E,- I, =K, -1, gesetzt, wird p=1 fiir alle Stibe (die Sdulenspannung
befindet sich in dem elastischen Bereich)

1

3,5

= My,

a

_ — 1 _ —1 _
T = 0, My = 55 Cpu =4, T4 = 55 My, =

L 3,5—1
= — 33,0 mt.
3,5°~1

19): M, = —(-33,0)-1 = 33,0 mt.
(6): M, = 1.33,0=16,5mt

a

(10): M, =—115.6

Abschnitt II. Rahmensiiulen mit Querbelastung
a) E und I nicht konstant

Fig. 3 zeigt eine Saule, welche nebst der Druckkraft P und den Einspan-
nungsmomenten M , und M,, noch von einer Belastung mit der Kraftrichtung
| zur Sdule angegriffen wird. Die Winkeldrehung «, am Stabende a wird
gefunden als Reaktion zur Momentenflichen-Belastung, dividiert durch £, T
Gemil Fig. 3 ergibt sich

al*”
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dx (11)

Qap =

1 “ M

JE— - ———

lab 40 Eab Iab
Das Moment setzt sich zusammen aus den Einspannungsmomenten, den

der Querbelastung entsprechenden Momenten und den von der Ausbiegung

verursachten Momenten P-y. Aus (11)

erhilt man

1 “lab 1
aab———m‘o E‘m (Mq+P?/)$dx

worin M, die Momentenflichenordinate
von den Einspannungsmomenten und
von der Querbelastung ist.

Bezeichnend fiir das Gleichgewicht in der Sédule ist folgendes: Die Momente
M, + Py entsprechen der Ausbiegung y (a). Wenn die Sdule weiter von dem
Moment M, belastet wird, wird die Ausbiegung y + 3, d.h., die Momente
Mg+ M'q + P(y + ¥y) entsprechen der Ausbiegung y + 3 (b). Die Uberein -
stimmung zwischen (a) und (b) erfordert, dal M'q + Py der Ausbiegung y
entsprechen, d.h.:

Die totale Ausbiegung, verursacht von verschiedenen Momenten, ergibt sich als
die Summe der einzelnen Momente zusammen mit der Lingsbelastung.

Streng genommen gilt obenstehendes nur im elastischen Bereich. Wenn wir
aber mit einem variablen E rechnen, wird dieselbe Entwicklung auch im un-
elastischen Bereich gelten.

Die Winkeldrehung in a betriagt

agy = M iy, + My, + Mooy, (e)

ab

worin (Fig. 4) «f, die Winkeldrehung

. .. Mas™ !

in a aus dem Kinspannungsmoment P P
M., =1 (auBer P) ist, o, die Winkel- & ] )
drehung in a durch Einspannungsmo- L 7 wha
ment M,, =1 (auller P) und «?, die My + 7
Winkeldrehung in a durch eine Quer- B aeeemmmTTTITRS T
belastung (auBer P) darstellt, dessen z @, PRy
Moment in einem festgesetzten Punkt

0 gleich 1 gewahlt ist. M, und M,,

sind die wirklichen Einspannungsmo- P T2
mente in ¢ und b, und M, ist das @ C;/‘é-b--. _____________ . -f,;gd}’

wirkliche Moment in 0.
Die Winkeldrehung in & ergibt
sich zu

— « 7 b 3 0
Cpy == *‘”ub Wy q + J[ba Wi -+ ‘WO Wyq . (f)
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worin die GroBle w die Winkeldrehungenin b von M, = 1, M,, = 1und M, =1
(auller P) ist.
Wenn die Spannungen gro3er als die Proportionalitdtsspannung sind, sollen
die Winkeldrehungen « aus den Spannungen entsprechend £ bestimmt werden.
Es wird sich spiter ergeben, dafl wir durch bestimmte GroBen f die Momen-
tenberechnungen auf eine bequeme Form bringen kénnen. Wir setzen:

a __ 7f1,a7b7 lab a __ 1 lab
G Sfaw BT TT6f,, B
1 ] f l
b __ - ab b _  /Lba ‘ab 2
0 =6 [y B RGN YA 7/ 42
o _ faa lw o _ faba
YO 6o B T 6 o BI
Die 6 GroBen f sind dabei definiert. £ und I sind gewéhlte Konstanten.
Wird (12) in (e) und (f) eingesetzt nebst a,, = a4, ggl" und a,, = g, E%I” ,
ergibt sich ’ ‘
, 1
Aab = g F (2 Map froap — Mpq + Mo f5,0)
Hab f 2,ab ‘
. (13)
0y =a—-5—2Mpsfra — My + M a) s
%% = 6 s o0 (2 My, f1, b 0 f3,ba)
oo =, 1,1,

b) K und I konstant

Fir konstante £ und I ist die Winkeldrehung in @ aus M,, = 1 gleich der
Winkeldrehung in b aus M, = 1, d.h. 0}, = of,. Aus (12) ergibt sich dann
f2,ab = f2,pa- Diese Grofle nennen wir f,, und entsprechend f, ., = f; 4, = f1-

Wenn die Querbelastung dabei symmetrisch ist, so ist f3 o, = —f550 = /5,
und aus (13) ergibt sich:

, 1
Gy = g (2 Mgy fr = My + My f3)
Pap fo (13")
, 1
W=y Mo fr = Moy = Mo fo).

Wenn hier £ und I gleich ¥, und I, gewidhlt werden, wird die in (13")
eingeschlossene Grofle u,, mit u,, aus (3) identisch. Die primidren Momente
M, und M,, in einer querbelasteten Séule, welcher wir die Winkeldrehungen

e
Yo g1,
den (vgl. (4)):

in @ und b gegeben haben, werden aus folgenden Gleichungen gefun-
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» 1
—TabMab_’SUab: (2Mabfl_Mba+M0f3) ]
6”abf2 (4&)
, 1
_TbaMba_“Wab:gm(ZMbafl_Mab—MOB) [

Eine Berechnung analog derjenigen, welche die Formeln (5) und (7) lieferte,
gibt
1

My = S — 5a)
ab 2(f1+3”ab Tabfz) (
’ _ 6 Map .f2

Cba, - 2 .fl — My (73’)

Bei Auflésung von (4a) ergibt sich

1 1

——+1 =~
Mab - "‘6f”ab]{,ab'7’1ba T fz 0‘_1_bAa *_" f3
- ~1 _ ~1
Mgy Mipg My Mpq
(10a)
] 1
— 41 =1
Myo = — 6 pioy Wy 32— fo + My—30—— g
-1 -1
Mgy Mg Map Mpg

worin (5a) eingesetzt wurde.

Die Momente werden somit als die Summe der Momente der Winkel -
drehungen und der Querbelastung gefunden. Die zwei Beitrige, welche die
Summe geben, werden unabhéngig von einander sein.

Wie ersichtlich ist, entsprechen die mit @ bezeichneten Ausdriicke den mit
gleichen Zahlen bezeichneten. Nur die Wirkung aus den Sdulendriicken und
der Querbelastung gibt einen Unterschied. Wird die Querbelastung gleich 0
und f; = f, = 1, sind die Ausdriicke identisch. Wir werden f, und f, finden.
fs ist von der Querbelastung abhingig. f; wird hier aus einer gleichférmigen
Belastung entsprechend hergeleitet.

Wird eine gelenkig gelagerte Siule a —b durch eine Langskraft P, Einspan-
nungsmomente M, und M,, und eine Querbelastung p pro Lingeneinheit,
angegriffen, wird sich die Ausbiegung ergeben aus

d?y M
W = —m OdeI'
d?y l—x x 1
EJ qat = —Py—-M, *7 + My, 7 —gpx(l—x)

worin z von dem Auflager @ gemessen ist.
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Mit o = V E{)I (14)
P _ . Myl—x)y M,,x px(l—x) p
wird y =, cosax + Oy sinazx — — STt Py T ap T gt
dy . : : . Mab Mba pl pr
woraus - = — aC; sin ax + aC, cos ax + P T Pl —5pT B

Wenn der Stab beidseitig gelenkig gelagert ist, ergibt sich:
firx =0:y =0
by x=1:y=0
Wenn man die erste Bedingung in den obigen Ausdruck fiir y einfiihrt, folgt

My, P

Die andere Bedingung ergibt

p p
M, cosal + M,, + ﬁcosal—dfz

Cp=m Psinal

worin das obenstehende (', eingéfﬁhrt ist.

Werden C; und C; nebst P = o® EI und p,, = 7+%-° in den Ausdruck fiir
die Winkeldrehungen eingesetzt, ergibt sich

dy B, I, 1 [Mab(__si_rlax cosaaccosal+ 1 )+Mba( cos ax ,L)

dr 1, al  alsinal 7 (al)? Talsinal " (al)?
_ gingy L _COBGEOCOSGL D cOBam P B . D
PILAT o1 sinal a®l  sinal a3l 2a? azl] '

Fiir x = 0 erhilt man

’

1 1 cos al 1 1
T [M“b ((al)2 ~alsin al) ~ Mya (ZI,Z sinal (al)z)

ol 1 —cosal - 1
P (al®sinal 2 (al)?

und fur xz = {:

, 1 1 cos al | 1 1
o=, [Iwb“ ((al)2 ~al sin al) = Mo (al sinal (a.l)z)

o 1 —cosal 1
PE\ (@l sinal ~ 2(al?) |-
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Wird man in diese Ausdriicke

f = sinal — al cos al
1 2(al —sinal) ]

_ (al)®sinal J
fo = 6 (al — sinal)”’
2 —2cosal —alsinal
=% - dsind (16)
nebst § pl? = M, einsetzen, werden die Ausdriicke mit (13') identisch.

f; und f, aus (15) sind also die GroBen, welche in den frither angefithrten
Ausdriicken eingeschlossen sind, und aus (16) ergibt sich, daB f, einer gleich-
formigen Querbelastung entspricht.

Kurven fiir f, und f, als Funktionen von al sind aufgezeichnet (Tafel 1).
Wenn der Sdulendruck 0 wird, wird f, = f, = 1, und wenn die Querbelastung
auch 0 wird, werden die verschiedenen Ausdriicke den friiherenAusdriicken
entsprechen, welche ohne Beriicksichtigung des Sdulendrucks gefunden werden.

Wie vorher miissen wir selbstver-

standlich den E-Wert (welcher sowohl & ém .
in p als in f enthalten ist) der Bruch- 100 00 ¢
spannung entsprechend einsetzen. L -
Wenn der Nenner in den Momenten-
formeln o 1 gleich 0 wird, sind Alle Stabe :
Map My, Dip 24 (58 37), F1113cm?
die primidren Momente unendlich grof3, T= 11686 cmfu -1, 3
vorausgesetzt, dafl der Zihler nicht 0
wird, d.h. die Momente wiirden schon
fiir eine kleinere Belastung, als dem Nen-
ner gleich 0 entspricht, zu grofl werden. a® Ad
Wenn es sich um einen Rahmen han- Fig. 5

délt, fiir welchen die priméiren Momente
0 sind (die Belastung auf Fig. 5 zeigt keine Momente), kbnnen wir die Belastung
erhohen, bis der Nenner 0 wird. Wenn der Rahmen nicht zusammenbrechen

— — 1 > 0 sein, d.h.

soll, muf
Mpe My

My, My, < 1, (17)

was das Stabilititskriterium gubt.

Beispiel. Es wird untersucht, ob der Rahmen in Fig. 5, dessen Stibe alle
gleich sind, mit einem Sicherheitsgrad von wenigstens 3,05 stabil ist.

T3 = 2740 kg/em? > Proportionalitatsgrenze.

Abhandiungen 1X 29
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Wird der obenstehende Ausdruck fiir St. 37 benutzt, ergibt sich
E = 0,96 - 2740 - (2960 — 2740) = 0,58 - 108 kg/cm?

305000
(14): al = 600 ]/0’58 o iTesg = 49

Aus Tafel 1: f; = 0,18 f, = — 0,42. Die Rahmenzahlen werden berechnet zu:

tpe = 1 (wir setzen K I, =K, I,)
058108

Mo =5 1108 = 078
) 6-0,28 - 0,42 , 1 _
mab=O Cpg = — 0.36 = — 1,96 7bc=_"1 962“—'0’01
1
My = 5 — 0,94

2(1—-3-1-0,51)

Aus (17) ergibt sich 0,94 . 0,94 = 0,88 < 1. Der Rahmen ist also gerade noch
stabil.

Abschnitt III. Bewegliche Rahmensysteme

Sind nicht alle Knotenpunkte festgehalten, éndert sich das Berechnungs-
verfahren wie folgt.

Die zum Festmachen der Knotenpunkte notwendigen Stabe — Z-Stibe —
werden hinzugefiigt (vgl. Fig. 1). Die Kréfte in diesen Stiben werden aus dem
unbeweglichen Rahmensystem gefunden. Sind die Z-Stabkrifte in Wirklich-
keit gleich 0, so wird man die Gleichgewichtsform des urspriinglichen beweg-
lichen Rahmensystems finden, wenn man den Knotenpunkten 1, 2....g¢
solche Verschiebungen gibt, dafl die Z-Stabkréfte gleich 0 werden.

Diese Verschiebungen miissen Winkeldrehungen ¥,, ¥, .... ¥, der Stibe
hervorrufen.

Die Momente, welche wegen der Deformationen der Stibe durch eine Ver-
schiebung entstehen (vgl. Fig. 6d), werden aus dem unbeweglichen System
gefunden, indem man den Stédben dieselben Winkeldrehungen aufzwingt, wel-
che in dem bewegten System entstehen wiirden (der Winkel ¥,, Fig. 6d, in
dem mit diinnen Strichen gezeichneten, bewegten System ist dem Winkel ¥,
in dem punktierten, festgehaltenen System gleich). Die Momente, welche durch
Verschiebungen entstehen, kénnen deshalb in einem festgehaltenen System
aus (10”) oder (10a) gefunden werden, wenn man darin die den Verschiebungen
entsprechenden Winkeldrehungen ¥ einsetzt.

Eine beliebige Z-Stabkraft Z, ist durch folgende Elastizitdtsgleichung
bestimmt:

Ty ="limo— 2lim1 W1 —ZpoWy....— Z

m

b4

m,n +* n>
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worin ¥ die unbekannten Winkeldrehungen sind. Es wird ohne weiteres ver-
stdndlich sein, daB Z,, , die Stabkraft in dem Z,-Stab ist, hervorgerufen durch
die gegebene Belastung im festgehaltenen System (alle ¥ = 0), wihrend Z,, ,,
die Stabkraft in demselben Stab ist, allein von der Winkeldrehung ¥, = — 1
vom Stab Nummer n in dem gegebenen System erzeugt. Fiir jeden hinzuge-
fiigten Z-Stab liegt eine Gleichung vor, und da alle Z-Stabkrafte wie beschrie- -
ben in der Gleichgewichtstellung 0 sein miissen, ergibt sich

Zi Vit Zy oW oo + 21, ¥, = Zy
Zo W1+ Zy o ¥y ... + 2y, ¥, = Zy,

..................................

Zg1 Y1+ Zyo¥s... +2,, ¥, =2,,

(18)

Die unbekannten Winkeldrehungen, wovon einige moglicherweise vonein-
ander abhéngig sind, werden damit gefunden. Das endgiiltige Moment in dem
Endpunkt a des Stabes ab wird aus folgendem Ausdruck berechnet:

*Mab = Mab,O - Mab,l 1_.[]1 - Mab 2 Y12 e Mab,n Wn> (19)

worin, wie ohne weiteres verstindlich ist, M, , das Moment aus der gegebe-
nen Belastung in dem festgehaltenen System ist (alle ‘I’ = 0),und M von
der Winkeldrehung ¥, = — 1 allein herriihrt.

Die Richtungen der Winkeldrehungen ¥ und der Momente sind wie gewdhn-
lich im Uhrzeigersinn positiv gewéhlt.

Die Richtungen der waagrechten Kriifte werden nach rechts wirkend als
positiv angenommen. In Z,, , ist die Wirkung der Belastung eingeschlossen.
Wenn wir annehmen, daB die Stibe gelenkig gelagert sind, ergibt sich eine
Kraft Z,, ,, in der Richtung des Z-Stabes. Dazu kommen die Reaktionen Z,, ,,,
welche aus den Momenten des in Wirklichkeit nicht gelenkigen Systems
entstehen.

Bis jetzt wurde vorausgesetzt, wie iiblich, daf} die Deformationen unendlich
klein blieben. In einem beweglichen System hat die Verschiebung der Belastung
oft eine grofle Wirkung. Wird dieser Umstand in Betracht gezogen, wird Z,, ,,
wie spéter gezeigt wird, weiter einen Beitrag Z,, , in sich schliefen.

Mit Z,, o0 = Zypr + Zim.p + Zmy ergibt (18) sich zu

ab,n

s Wi+ Zy o Vs oo A 2y = sy A Ty, + Dy ‘
Z2,1 '1”1 —+ Zz,z sz cee Zz,n an . Z2,M + Zz,p + Z2,¢

(20)
Zn,lqll + Zn,2W2 et Zn,'n’:Pn = Zn.M + Zn,p + Z?’Ll/l .

Um einen Uberblick zu gewinnen, werden wir an einem einfachen Beispiel

die Bedeutung der verschiedenen Groflen in (20) zeigen. Der in Fig. 6a gezeigte

gelenkig gelagerte Rahmen ist mit einer waagrechten Belastung p pro Langen-
einheit und mit P und P" belastet.
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Fig. 6

Der Z-Stab wird als waagrechter Stab in b hinzugefiigt. Es ist ohne weiteres
verstiindlich, da Z, , = } pl (Fig. 6b). Wenn die Belastung p in der Siule das

Moment M, in b verursacht, wird die Momentenreaktion gleich%l—p . Aus dem

Moment M, in ¢ ergibt sich ein dhnlicher Beitrag,d.h. Z,,;, = Zl[ﬁ’—:;i”ﬁ.

Nach einer Verschiebung, die der Winkeldrehung ¥, der Sdulen entspricht,
kann die Sdule nur der Komponente der Kraft P in der Sdulenrichtung wider-
stehen (Abb. 6¢). Die andere Komponente wird die Richtung des Z-Stabs haben.
Diese Kraft entspricht dem obengenannten Beitrag der Verschiebung. Aus P~
ergibt sich auch ein Beitrag, d. h.

Zyy=(P + P)tg¥W,~(P + P)¥,.

Eine Verschiebung, der Winkeldrehung —1 der Sdulen entsprechend, wird
Momente verursachen, welche, wie frither beschrieben wurde, in dem festge-
haltenen System gefunden werden, wenn man nur den Siulen die Winkel-
drehung entsprechend der Verschiebung gibt (vgl. punktierte Ausbiegung in
Fig. 6d). Eine Winkeldrehung —1 der Séule ab wird das positive Moment M’
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in b verursachen, welches die Reaktion J—‘%i gibt. Dieselbe Winkeldrehung wird
M, + M,y

das Moment M"; in ¢ verursachen, d.h. die ganze Reaktion ist A

Die Winkeldrehung — 1 der anderen Saule gibt denselben Betrag, d.h. die linke
Seite der ersten Gleichung (20) ergibt sich zu

M{+M

Das Gleichgewichtssystem (20) kann zu einer Gleichung vereinfacht werden:

M+ M} M+ M
2 A‘_;hqu _1pl+ _ler P4 (P+P)Y,,
woraus
Z
gll v up ’
2_1”1 -;__Ml_(Pz_l_Pn)

worin Z, die Z-Stabreaktion der Belastung p im festgehaltenen System ist.
- Nach dieser Orientierung werden wir die Formel fiir einige allgemeine Fille
ableiten.

Fig. 7

In Fig. 7 ist mit voll ausgezogenen Linien ein Knotenpunkt dargestellt, wie
er in den meisten Rahmenkonstruktionen vorhanden ist. Die Sdulen ab und ac
liegen auf derselben Geraden, und der Z-Stab ist in Verlingerung des Balkens
ad hinzugefiigt. Mit punktierten Linien sind die Stdbe nach der Verschiebung
dargestellt. Wenn keine &ullere Kraft den Knotenpunkt belastet, sind die
beiden Saulendriicke P gleich, bis auf eine unendlich kleine GroBe, wie es sich
aus dem Kriftepolygon in Fig. 7 ergibt, worin op ~oq, weil ¥, — ¥, unendlich
klein ist. Aus dem Kréftepolygon ergibt sich:

Zyy=qp=— P(¥, - ¥ sec(a+¥,)~P¥ seca — P¥,seca



444 B.J. Rambgll

worin Druckkrifte als positiv angenommen werden. Die Kriifte P sind Siéulen-
krifte in den ¥, und ¥, entsprechenden Siulen. Da der Knotenpunkt von
auBeren Kriften angegriffen werden kann, welche in den Richtungen der Saulen
Komponenten verursachen, so sind die vorstehenden zwei Werte von P nicht
notwendigerweise dieselben.

Die Komponente in Richtung des Z-Stabs, welche durch die V erschlebung
entsteht, ergibt sich dadurch zu

Zm,zﬁ =P g,m sec a — Pm+1 l}j +1 S€C a, (a)

worin P, und P, , die resultierenden Saulenkrafte sind.

a) Sdulenjoch

Das ,,Joch‘‘ Fig. 8 trigt eine
Last, welche die Knotenpunkt-
driicke V ergibt.

Auflerdem = wird der obere
waagrechte Balken senkrecht be-
lastet, wodurch zwei gleiche Kno-
tenpunktdriicke P entstehen.

Die Z-Stéabe werden gewdihlt,
wie Fig. 8 zeigt. Die Z-Richtung
wird waagrecht gewéhlt, und die
Z-Krifte werden wie die waag-
rechten Komponenten aus den
Z-Stabkraften gewahlt.

Die Krifte P werden in die
zwei Stabrichtungen der Knoten-
punkte aufgeteilt: Sdulendriicke
P - sec a, waagrechte Komponen-
ten P .tga. Die Siulendriicke
P sec a werden durch Verschiebung einer Komponente der Z-Stabrichtung
(waagrecht) verursacht, und es ergibt sich somit aus (a):

Fig. 8

Z,y = 2PV, sec?a

Zpyay=2P¥, ;secta—2P¥, secta+ Z,, = 2PV,  sec’a

........................................................

Ziy = 2PW¥ sec’a

Die waagrechten Komponenten P tga sind in Fig. 9a nach den neuen
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Stabrichtungen zerlegt. Der Zuwachs in Z-Stabrichtung durch die Verschie-
bung ist 4a + 4b, worin |da|~ P tg a¥, tg a~|4b|, d.h.

Zn,lﬁ = Zn—l,lﬁ . = Zl,',[/ = — 2Pg’n: tgz a
¥ ist positiv im Uhrzeigersinn, die Z-Kraft wird positiv nach rechts gewahlt.
Daraus resultiert das Minuszeichen. Die Winkel ¥,., ¥, ... .. ¥, sind von
Y, %..... ¥, abhéingig. Aus Fig. 9b ergibt sich:
W, — _ a4 _ lyseca¥sina _ 2tga£'l’1
Iy I Ly
2 2
__Gte  h¥htgatb¥itge . L LY
A " Iy TTEETL L e
2 2
PREEPTIL RN SUEIN 4
Wennl, =10, =..... [ ergibt sich:
She Pig o ,VZ"WV“?

> —= - .
A e
Vea~a Kraftpolygoren fur - a0

Anoterpunkte a und b, A 4
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I,
l

Y, =—-2tga — (¥, + ¥

2 galz,( 1+ ) (21a)
l

‘:Pn =—2 t'ga' Z_ (lP1+W2 +¥In)

Die Winkeldrehungen beider Siaulen in demselben ,,Stockwerk‘‘ sind gleich.
Gleichung m in (20) ergibt sich zu:

Zm,lwl ‘o Zm,ngln + Zm,l’ ,lul’ I Zm,n"{,n' =
Z

m

u+ 2V, +2PV¥, secta - 2PV, tg?a,

oder

Y/ ST/ /R LTRSS (22)

m,1

— 2PV, sec?a+ 2PW, tg2a="Z, y+ ZV,.

Alle Koeffizienten die ¥ entsprechen werden in dem mit Z-Stiben fest-
gehaltenen System berechnet.

Z,, . ist gleich der Z, -Stabkraft, welche von Winkeldrehungen ¥, = — 1 der

beiden Sidulen im ,,Stockwerk‘‘ n verursacht wird.

Z . ist gleich der Z, -Stabkraft, welche von Winkeldrehungen ¥,, = — 1 des
Balkens im Stockwerk n verursacht wird.

Z 18t gleich der Z,,-Stabkraft, welche von der duBeren Belastung hervor-
gerufen wird.

m,n

2V, ist die Summe von allen duleren waagrechten Knotenpunktdriicken
iiber einem waagrechten Schnitt durch den Z,-Stab. Die Ausdriicke (21) fiir
die Winkel #,,, ¥, . ... ¥, werden in (22) eingesetzt, wobei nur ¥,, ¥,.... ¥,
in (22) unbekannt bleiben. Da dieses Gleichungssystem aus n Gleichungen
besteht, konnen alle Winkeldrehungen gefunden werden.

Die resultierenden Momente ergeben sich aus:

Mab = Mab,o - Mab,lqjl - Mab,Z‘IIZ e M(c.b,ngjp, (19)
- Mab,l’,{ll’ - Mab.2’l‘p2’ - . e T Mab,n’ Wn"

Hierin ist M, , gleich dem Moment im Stab ab in a, verursacht von der
auBeren Belastung. M, , ist das Moment an derselben Stelle, welches aus den
Winkeldrehungen ¥, = — 1 der beiden Sdulen im Stockwerk » resultiert, und
M, o das Moment, welches von Winkeldrehungen ¥, = — 1 des Balkens im
n’ten Stockwerk verursacht wird. Alle Momente werden im festgehaltenen
System gefunden. Wenn die GroBe Z,, , aus (107) oder (10a) (worin die Quer-
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belastung gleich 0 gewahlt ist) gefunden wird, und ihr die Winkeldrehung

l . . .. . .
¢~ entspricht, mufl man sie, bevor man sie in (22) einsetzt, mit

= —1 ¢
WL B,
ch multiplizieren.

[

b) Rahmensystem aus senkrechten und waagrechten Stiben zusammengesetzt

Durch eine Verschiebung wer- P,
den alle Winkeldrehungen ¥,
Yo' ... Y. der waagrechten Bal- r‘
ken gleich 0. &
Nennen wir die Summe aller U, 4'_.

r—]

senkrechten Krifte, welche den
obersten Balken belasten X P,
(Fig. 10), ergibt sich aus (a) Z, 4 Uy
=¥,2P,, worin ¥, die Winkel- )
drehungen der Sidulen im n’ten %7 2
Stockwerk bezeichnen. /B "y v C C
Sind die Sdulen im Stockwerk - x -7
n—1 von 2P,_; (auller denen
von X P, sowie den senkrechten
Kraften, welche direkt den Balken
n — 1 angreifen) belastet, ergibt
sich aus (a)

Fig. 10

Zn——l,(/; = 11Un—1 ZPn—l - an ZPn + Zn,zﬁ = Tn——l Z’V'Pn~1 .

Fir Stockwerk n — 2: Zy oy =V, 2 2P, 5.

...........................................

Fiir Stockwerk 1: Zyy=YVY12P,.
Die m’te Gleichung aus .(20) ergibt sich zu:

Zpy Vs + 2y o ¥y... +2,,¥Y, =2y + 2V, +¥,2P,,
und das ganze Gleichungssystem zu:

Vi (Zyy— ZP)+ ¥ Zyo o A+ VY 12+, 20 = Zy5 + 2V,
V. Z,, +v'1U2(Z2,2 — 2Py W1 Zy o+ W D= Ty + 2V, (23)

lIjl Z11,1+ W? Zu,2' S ~‘:F/zfl Zu,,nfl+ g,n,(Zu,n” ZP/z) = Z,',Jl + EVH'
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2P, und XV, sind die Summen von senkrechten bzw. waagrechten
Knotenpunktkriften, welche iiber einem waagrechten Schnitt im Z,-Stab
wirken. i

Z . 15t als die Kraft in dem Z,,-Stab fiir alle Winkeldrehungen ¥, = —
von allen Sdulen im Stockwerk n definiert.

Um die Z-Stabkrifte aus (23) zu finden, miissen erst die Momente gefunden
werden. Diese werden am besten direkt in (23) eingefithrt. Wir nennen die
Summe aller Momente in den Sdulen im Stockwerk m, die durch eine Winkel-
drehung ¥, = — 1 aller Sdulen in Stockwerk n erzeugt werden, 2X'M,, , (fir
das 1. Stockwerk sind diese Momente in Fig. 10 gezeichnet). Durch einen waag-
rechten Schnitt im Z ,-Stab und aus der Projektion aller Kréafte iiber dem
Schnitt auf eine waagrechte Ebene ergibt sich:

M ‘ M

— m,n m, 0
Z —_ - und Z”L ]‘I -

m, n 7 = )
0=, =7

worin X M, o die Summe von allen Momenten der suBeren Belastung im Stock-
werk m ist. Werden diese und die analogen Ausdriicke in (23) eingesetzt.
ergibt sich:

Y (EMy, —LEZP)+ ¥, XMy, .+ ¥, 2M,,  +¥, ZM,, =
M+, 2V,
YV EMy + o (Z My, — 1, 2P,). . .+ ¥, 2 My, + ¥, 2 My, =
IMy o+ 1,27, (23a)
| o ZM,, A EM, .+ Y, M, +Y, M, , -1, ZP,) =
M, +1,2V,

Die Bedeutung von X P,, und 2V, ist dieselbe wie bei (23).

Wird fiir die Gleichungen (22), (23) oder (23a) die Determinante des homo-
genen Gleichungssystems mit D (rechte Seite = 0) bezeichnet, und weiter auch
mit Dy, D, .. ... D, , wenn die Koeffizienten der Gréen ¥,, ¥, ....¥, nach

n
und nach durch die Gr6Ben auf der rechten Seite ersetzt werden, erg1bt sich:

D, D, D,
Y, = D,’ = ==
Wenn D, = 0 ist, und mindestens eine von den GréBen Dy, D, ..... D,
von 0 verschieden ist, wird eine Winkeldrehung unendlich gro3, d.h. der Rah-
men mull zusammenbrechen, auch wenn eine kleinere Belastung vorhanden ist
als die, welche Dy = 0 entspricht.
Wenn das Rahmensystem nicht von Kréften, welche Verschiebungen her-

vorrufen kénnen, angegriffen wird, wird D; = D, ... .. D, = 0. Die Belastung
kann dann vergrofert werden bis Dy = 0; dieser Fall gibt ¥, =¥,... =¥, = % ,

was das Stabilititskriterium gibt.
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Beispiel:*Es wird fur die in Fig. 11 om -
gezeigte Konstruktion eine Sicherheit p-7e |40t r4 5,1
2,5 verlangt. Ist diese Sicherheit vor- 6 v |C
handen ? Alle Sicbe

o A% Dipl4 (S137)
Aus (23) ergibt sich ¥ = —— ——. F=117cm N
ZM].,I - 2 Z_P ’ )
T=71000cm =7

Wird mit demselben Sidulendruck: 57+ 2210010544 001
40 t in beiden Saulen gerechnet, ergibt e
sich (die Spannung befindet sich im ak Ad
elastischen Bereich) Fig. 11

1/ 2,5-40000
= r/ ? — — 2* — ¢
al 600‘, 51 10°. 11686 1,21, f,=0,92, f,=0,83
Rahmenzahlen
-6 0,83
My, = 0 Coa = 5 0’92 =271  my, = 71——3¥ = 0,24
20, 2(1+
2,71
Cop = Cr 1 3,40 m ! 0,30
b= Che = 9 o4 ba = =Y, .
‘ 2-0,24 2(0,92 + %0,83)

My, 1 ist die GroBe des Moments M, , entsprechend den Winkeldrehungen —1
beider Saulen.
Das primire Moment, von ¥, = —1 hervorgerufen, ergibt sich aus der
zweiten Formel (10a), wenn darin die Querbelastung gleich 0 gesetzt wird. Wir
EC IC
5, L
drehung ¥, %--entspricht:
E cte )
Ys,=—1 gibt 6-0,30-0,83.409 = 610 mt.
Y, =—1 gibt 610 . 0,24 = 146 mt.

miissen mit = — 409 mt. multiplizieren, weil (10a) einer Winkel-

My, = 756mt.
IM,, =2.756~1510 mt.

Wenn 2IP =2.6.(2,5.40) = 1200 mt., ergibt die Auflésung der Determi-
nante D, = 1510 — 1200. ' ‘

Da der Wert der Determinante fiir abnehmende Werte von P nicht 0 wird,
wiirde die Sicherheit grofler als 2,5 sein, wenn das System nicht von einer waag-
rechten Kraft angegriffen wiirde. Das Moment muf3 aber untersucht werden,
weil es natiirlich zu gro8 wird, bevor die Stabilitdtsgrenze, welche nur fiir ein
zentral belastetes Rahmensystem bestimmt wurde, erreicht wird.

Die Momente in der Ecke des Rahmens ergeben sich aus (19) zu
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v
Moo= =M1 ppy, —21p
worin alle Groflen oben gefunden sind:

6-25-1 11300
1510 — 1200~ 1510 — 1200

| My, = 756 — 36,5 tm.

Wird der Saulendruck vernachlissigt, ergibt sich:

11300
,Mba‘ == ‘Igi*o‘— - 7,5 mt.

Der Unterschied ist also auflerordentlich gro8.

Zusammenfassung

Wenn ein Balken mit einer Last senkrecht zu seiner Langsrichtung belastet
ist, und wir denselben mit einer zunehmenden Kraft in der Lingsrichtung
belasten, verhilt er sich wie ein Balken mit abnehmendem Trigheitsmoment.
Dieser Umstand, welcher bei Sdulen sehr bekannt ist, wird in zusammenge -
setzten Konstruktionen selten in Betracht gezogen:

Es wird hier gezeigt, wie eine genaue Berechnung fiir ein willkiirliches
Rahmensystem durchgefithrt wird.

Abschnitt I behandelt Rahmensysteme, bei denen alle Knotenpunkte fest-
gehalten sind, und die auf den Balken belastet werden. Abschnitt I1 behandelt
ein festgehaltenes System mit zusitzlicher Querbelastung auf den Sédulen, und
Abschnitt ITT bezieht sich auf bewegliche Systeme mit willkiirlicher Belastung.
Die Methoden sind durch einfache Beispiele veranschaulicht.

Résumé

Lorsqu’une poutre est soumise a4 une charge s’exer¢cant normalement a sa
direction longitudinale et qu’on lui applique une charge croissante orientée
suivant la direction longitudinale, elle se comporte comme une poutre accusant
un moment d’inertie décroissant. Ce fait, bien connu dans le cas des colonnes
en général, n’est que rarement pris en considération dans les ouvrages composés.

L’auteur montre comment on peut effectuer un calcul précis pour un
systéme en cadre de disposition arbitraire. Dans la premiére partie, il traite
des systémes en cadre dans lesquels tous les noeuds sont fixés d’une maniére
rigide et qui sont chargés sur les poutres. Dans la deuxiéme partie, il étudie
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un systéme maintenu d’une maniere rigide, avec charge transversale addition-
nelle sur les colonnes. La troisiéme partie se rapporte aux systémes non fixes,
avec charge arbitraires.

Les méthodes exposées sont illustrées par des exemples simples.

Summary

When a load is applied to a beam at right angles to its direction of length,
and an increasing force is also applied in the direction of length, the beam
behaves as a beam with diminishing moment of inertia. This circumstance,
which is very well known in general columns, is seldom taken into account in
combined structures.

It is here shown how an accurate calculation is made for an arbitrary
frame system.

Section I deals with frame systems in which all assemblage points are held
firmly and which are loaded on the beam. Section II deals with a fixed system
with additional transverse loading on the columns, and section III refers to a
non-braced system with arbitrary loading. The methods are illustrated by
simple examples.
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