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Un appareil nouveau pour determiner les efforts dans les pieces
elastiques planes

Ein neuer Apparat zur Bestimmung der Kräfte in ebenen, elastischen Elementen

A new apparatus for determining the forces in plane, elastic elements

Ch. Massonnet, Charge de Cours ä FUniversite de Liege

1. Principe de la methode

J'ai cherche ä developper une methode theorique permettant d'obtenir
aussi rapidement que possible Petat de tension dans une piece plane de forme
quelconque sollicitee sur ses bords par des forces distribuees de facon
quelconque. En d'autres termes, de resoudre theoriquement les problemes qui ne
peuvent, a Pheure actuelle, etre abordes que par la photoelasticite.

J'ai pense qu'un procede analytique ne pourrait convenir dans ce but, parce
qu'il conduirait necessairement ä des developpements d'algebre inextricables
si la piece est de forme compliquee. Je me suis donc adresse ä une methode
graphique ou, pour mieux dire, mecanique.

Le principe de la nouvelle methode est de construire un etat de tension
quelconque dans une piece plane en superposant un nombre süffisant d'etats
elastiques particuliers connus d'avance. Ces etats particuliers doivent evidem-
ment etre aussi simples que possible, tout en possedant cependant une gene-
ralite süffisante pour pouvoir reproduire par superposition un etat de tension
quelconque. Et surtout, ils doivent etre tels qu'on puisse determiner aisement
l'intensite de tous les etats composants.

Reprenant une idee qui avait ete emise par Monsieur Miche au Congres de

Mecanique Appliquee de Zürich de 1926, j'ai adopte comme etat de tension
fondamental la distribution radiale simple de tensions.

Rappeions brievement en quoi cela consiste. Considerons une force P
agissant sur la face recbiligne AB d'un disque demi-plan indefini. Cette force
est uniformement repartie sur l'epaisseur du disque, que nous supposons uni-
taire. On demontre que la distribution des tensions dans le disque est la
suivante: au point C de coordonnees r, 99, les tensions principales sont radiale et
circonferentielle. On a de plus

2P coscp
o-, - — —- et % 0,
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Fig. 1

c'est-ä-dire qu'aux environs du point C regne un etat de traction simple.
D'apres le cercle de Mohr, sur une facette dont la normale fait avec le rayon r
Pangle a, le vecteur-tension est radial et vaut

7j* 2P cos cp cos a -*H= — l_

en designant par lr le vecteur-unitaire allonge sur le rayon r. Considerons
maintenant un disque plan de contour quelconque C. Tracons la tangente au
point Q du contour (fig. 2) et considerons le disque demi-plan indefini qui

dsPW
PfO)

(c)

Fig. 2

s'etend sous cette tangente et que j'indique par des hachures. Si j'appliqueau
point Q, sur Pelement dsQ du contour de ce disque, une charge fictive elemen-
taire ~p(Q)dsQ, il va naitre dans tout ce demi-plan une distribution radiale
simple de tensions infiniment petites. En particulier, en tout point M interieur
du disque, il naitra, sur une facette de normale n, un vecteur-tension infiniment

petit

d6n(P) P(Q)
cos cp cos a

L. dsf

et la somme des tensions principales en ce point vaudra

2P
d S cos cp dsQ
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Au point Q oü la charge est appliquee, nous aurons la tension ^ (Q)d'inten-
site finie.

Nous pouvons ä present prendre un autre point Q1 du contour du disque,
tracer la tangente au contour en ce point et considerer le disque demi-plan
indefini situe du meme cote de cette tangente que le disque. Nous appliquerons
en Qx la charge fictive elementaire ^p(Q±) dsQl qui produira au point M le
vecteur-tension elementaire

si~ü < \
2 ir\ \ cos<Pi COS 04 -*

d6n(p) ~-p(Q1) ^ ^ • lrdsQi

Si nous Operons de meme en tous les points du contour, nous realiserons,
par superposition, un etat de tension tel que le vecteur-tension au point M
vaudra

0n(P) —4>P(#) \ lrdsQ

et la somme des tensions principales au meme point sera

Slp) -±jp(Q)^da. (2)

En particulier, si le point interieur M vient en Q sur le contour, Pexpression
(1) subit une discontinuite egale ä p (Q), parce qu'il faut y ajouter Peffet direct
du vecteur ^p(Q) applique en ce point. Le vecteur-tension sur la facette ds

vaut par consequant

tt / v -*/^v 2 f ._. cosa? cosa -*
en(p) p(Q)--<pp(Q) ^ KdsQ. (3)

II importe de remarquer, pour eviter toute confusion, que les charges ^p ds

que nous venons de distribuer sur tout le contour du disque sont appliquees
chacune ä un demi-plan indefini different, limite par la tangente au point
correspondant du contour C. Ces charges ^p ds n'ont donc absolument rien de

commun avec les forces reelles 7ds appliquees ä ce contour. C'est pour sou-
ligner ce fait que je les ai appelees des charges fictives.

Supposons maintenant qu'on desire rechercher Petat de tension ä Pinterieur
d'un disque soumis sur son contour ä des forces superficielles 7 donnees. II
suffira de choisir la distribution des charges fictives ^ de maniere que, en tous
les points du contour, le vecteur-tension interieur 6n equilibre exactement la
force superfizielle exterieure donnee T9 c'est-ä-dire qu'on ait

HQ)=X(Q),
ou explicitement

HQ) P(Q)-Hp(Q)c°^°^irdsQ. (4)
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Cette egalite est une equation integrale vectorielle lineaire. Pour simplifier
sa resolution, on introduit la notation

d/ \ 2X ^ cos99 cosa rB(p) =- — *p(ö) il lrcfaQ, (5)

qui permet d'ecrire l'equation (4) sous la forme plus simple

7= p + £(p) (6)

2. Resolution de l'equation integrale (6)

II semble ä premiere vue qu'on puisse resoudre aisement Pequation (6) par
approximations successives de la facon suivante:

On part d'une distribution quelconque de vecteurs sur le contour du disque,

par exemple les forces donnees T9 et on considere ces vecteurs comme une
premiere approximation p(0) des charges fictives cherchees 2?. Pour obtenir une
approximation meilleure ~p{1), il suffit de tirer la valeur de ~p de l'equation (6),
puis de calculer une valeur approchee de Pintegrale en y remplacant les p
inconnus par leur approximation ~p{0\ On obtient ainsi

p(» T-B(pW). (7)

Pour ameliorer cette nouvelle distribution ~pa\ il suffit de repeter le raison -

nement precedent et d'ecrire

pV) f_ B(pV>), (8)
et ainsi de suite.

Apres un certain nombre d'approximations, on peut s'attendre ä obtenir
une distribution de vecteurs ~p(n) qui ne se modifie pratiquement plus d'une
approximation ä la suivante. On peut alors admettre qu'on est arrive ä la
distribution des charges fictives cherchees p.

Un procede d'approximations equivalent ä celui que je viens de decrire a
ete propose par M. Miche. Malheureusement, il peut se faire que les distri-
butions de charges fictives #Srn;, au lieu de tendre vers une distribution-limite
determinee, oscillent au contraire indefiniment de part et d'autre d'une
distribution moyenne.

II est facile de s'en rendre compte sur un exemple particulier. Supposons
qu'on ait ä rechercher la distribution des p pour un disque ä contour
quelconque soumis ä des tractions hydrostatiques d'intensite uniforme 7= t • ln
(fig. 3). II est facile de verifier directement que la distribution correspondante
des ~p est egalement «hydrostatique constante», c'est-ä-dire composee de
vecteurs ~p p ln normaux au contour et tous egaux ä t/2. En effet, la figure 3

montre que
cos 99 7'- ds — da
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Fig. 3

de sorte que Pexpression (5) de B(p) se reduit ici ä

2pB(p) cosa lr da p*ln (9)

Si l'on recherche les p en appliquant le procede d'approximations successives

decrit ci-dessus, on obtient, par les formules (7), (8) et analogues,

Pm t-Tn; ^) M;-M>0; if* tSn; ~}*> t.fn-t.rn 0: ..etc..
ce qui montre bien que les approximations successives oscillent indefiniment
autour de la Solution exacte £) tj2.

On peut, heureusement, pallier cette difficulte en modifiant le procede
d'approximations. II suffit en effet de ne corriger ä chaque etape que de la
moitie de Pintegrale B(p), selon le Schema:

p) L; fa) t p(v
2 2

±3(jF>); ^) A + ^-i^(jP)); ..etc.. (10)

J'ai pu demontrer que ce procede modifie est toujours convergent, quelles
que soient la forme du disque et sa sollicitation.

3. Proprietes des charges fictives

On peut etablir que la distribution de charges fictives p resolvant le
probleme est unique, si l'on impose aux vecteurs ^p de former un Systeme en equilibre.

Par contre, si l'on abandonne cette condition, le probleme admet une triple
infinite de Solutions, c'est-ä-dire qu'il existe une triple infinite de distributions
differentes de charges fictives qui creent dans le disque le meme etat de tension.
Ces distributions sont toutes «hors d'equilibre», sauf la seule et unique equi-
libree, qu'on peut obtenir par le procede d'approximations (10).

On saisira mieux ce resultat paradoxal sur un exemple determine:
Envisageons un disque circulaire charge sur son contour de forces arbitraires;
c'est, ä ma connaissance, le seul disque de dimensions finies pour lequel l'equation

integrale (5) peut se resoudre explicitement. Par des calculs assez longs,
mais sans difficultes, on montre que sa Solution generale est (fig. 4)



326 Ch. Massonnet

— — r r si? 2W -*
P(Q) nQ)-^f-dj>tnds + ^d + -f2is (ii)

Dans cette formule, 9t represente la resultante des charges fictives et äft leur
moment resultant par rapport au centre 0 du disque.

m

Fig. 4

Ces quantites peuvent etre choisies arbitrairement d'une triple infinite de

facons differentes, ce qui correspond bien ä l'affirmation enoncee plus haut.
Si l'on s'impose la condition que les charges fictives soient en equilibre,

gt gji 0 et la formule (11) se reduit ä la Solution bien connue en elasticite
planex) _+

P(Q) t(Q)~^jtnds.
C'est 1'unique Solution formee de vecteurs en equilibre.

Reprenons maintenant un disque de forme quelconque sollicite par des

forces quelconques et envisageons deux distributions particulieres, prises parmi
la triple infinite des distributions «hors d'equilibre» de charges fictives. Par
hypothese, ces deux distributions produisent le meme etat de tension dans le

disque. Leur difference est donc une distribution de charges ^ hors d'equilibre
qui donne un etat de tension nulle dans tout l'interieur de ce disque. II y a

une triple infinite de telles distributions «nulles». On peut aisement montrer
que ces distributions se reproduisent sans modifications ä chaque etape du
procede d'approximations successives. Elles n'empechent donc pas ce procede de

converger, de sorte qu'on peut encore l'appliquer en partant d'une distribution
p(0) de vecteurs non en equilibre.

Pour illustrer ces resultats generaux, considerons encore le disque circulaire.

Si l'on annule toutes les forces superficielles T, la formule (11) se reduit ä

-rm »* 2^r^e) -^ + ^pis.
C'est Pexpression generale des distributions nulles dont il vient d'etre question.
On a represente ä la figure 5 Celles de ces distributions qui correspondent aux
cas particuliers 9Ä 0, 2 Wjdid =1 dt 0.

x) Voir par exemple ä ce sujet, S. Timoshenko, Theorie de l'elasticite, pp. 110 a 115
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\v
b)

Fig.

W>

Des qu'on a determine par les approximations successives (10) la
distribution des charges fictives J>, il est tres facile de rechercher le vecteur-tension
6n sur n'importe quelle facette interieure du disque, en effectuant Pintegrale (1).
Si l'on peut calculer en meme temps la somme S des tensions principales en
ce point, donnee par Pintegrale (2), on a ä sa disposition tout ce qu'il faut
pour determiner completement, d'un seul coup, l'etat de tension en tout point
interieur du disque.

Nous constatons ainsi qu'il suffit, pour resoudre le probleme general de
Pelasticite plane, de savoir calculer commodement les deux integrales (1) et (2)
rencontrees ci-dessus.

4. Principe de Vappareil sommateur

J'ai construit un appareil permettant d'effectuer ce calcul mecaniquement.
II etait seduisant, ä premiere vue, de realiser un integrateur; mais cet appareil
n'aurait pu se preter ä Petude des problemes tres nombreux oü interviennent
des forces concentrees. C'est pourquoi j'ai modifie le probleme en divisant le
contour du disque en segments As et en remplacant la distribution continue de

vecteurs 7 et ~j> par les resultantes partielles T et P de ces vecteurs appliquees
aux milieux des segments As. Les integrales (1) et (2) se transforment alors en
des sommes ordinaires de la forme

2(P) 1H*< — -*< S P(ö) i; (12)
77 contour '

COS 99S(P) --J« 2 P(Q)
77 contour '

(13)

A. Envisageons d'abord la realisation mecanique de la somme vectorielleB(P):
Pour faciliter la realisation de cette somme, il est avantageux de faire tourner

les vecteurs P et lr intervenant dans son expression de 90° dans le sens
des aiguilles d'une montre (fig. 6); nous designerons ä partir de maintenant par
un accent les vecteurs tournes de 90°: P, 1 ', B.

Abhandlungen IX
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Le sommateur se compose de deux mecanismes distincts:

a) Un mecanisme realisant le vecteur elementaire

2AsAB' - ;F(Q)coByooHai;

b) Un mecanisme operant la somme vectorielle de ces vecteurs elementaires.
Soit R le point du disque oü les sommes sont ä calculer.

a) Le premier mecanisme (fig. 6) comprend un bras rectiligne TRQ pivotant
autour du point R et que, pour simplifier, j'appellerai bras principal. Sur ce
bras peut glisser un coulisseau Q qui porte une tringle SQ perpendiculaire au
bras. Sur cette tringle glisse un second coulisseau S qui porte un dispositif
optique forme d'une ampoule electrique et d'une lentille speciale qui projette
sur le papier un mince trait lumineux Ss parallele au bras principal et servant
de repere. On deplace le coulisseau S jusqu'ä ce que le trait lumineux passe

par Pextremite du vecteur P. On realise ainsi sur la tringle QS la composante

QS P' cos (P, V) Pcoscp.

Sur sa branche opposee, le bras principal porte un chariot ä galets T sur
lequel est fixee la tringle TV perpendiculaire au bras TRQ. La tringle TV est
astreinte ä passer par le point fixe V situe sur la normale Rn ä la facette con-
sideree au point R ä la distance RV l de R. On realise ainsi le triangle rec
tangle R TV dans lequel

RT RV cos a l cos a.

/rd/A

"-»i
c0<\ ¦o\ <<>*

W*i
bras nc/pa/cos

Fig. 6

lumineux

Le mecanisme comprend aussi un bras secondaire URS pivotant autour
du point R et astreint ä passer par le point S. Sur sa branche RU, ce bras

porte un coulisseau U astreint ä se deplacer ä la fois sur ce bras et sur la tringle
T U perpendiculaire au bras principal. En resume, tout cet ensemble de bras,
tringles et coulisseaux a simplement pour but de realiser les deux triangles
rectangles semblables QRS et QTU; on peut donc ecrire en grandeur et en
signe
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QS ÜT

d'oü TU

QR RT

QS-RT
QR

Mais QR r. D'autre part, on s'est arrange pour avoir

QS P cos 9; RT l cos a

On trouve en remplacant

=P=j P cos cp cos a

Le vecteur TU vaut ainsi

tu -]^<p^T:.i
i /i. .l • TW, 2 n/^x COS 09 COSa -*,II sera egal au vecteur elementaire AB P\Q) Ir * ^so

22ls
si l'on realise la condition l ~ ——^.

77

L'appareil a ete congu pour travailler sur des contours dont les points
extremes ne sont pas distants de plus de 320 millimetres, et sur des vecteurs P
dont la grandeur maximum est de 100 millimetres. On a admis comme dimension

normale des segments As 60 millimetres, ce qui impose de prendre pour l
la valeur

l —— 38,197 millimetres.
77

Si les segments As n'ont que 30 millimetres, on obtient le vecteur A B' en
double grandeur. On peut d'ailleurs employer 1'appareil avec des segments As
quelconques; il suffit de multiplier le vecteur obtenu par le rapport As/60.

b) II nous faut maintenant realiser la somme vectorielle de tous les

vecteurs elementaire.s A B'\ c'est le but du second mecanisme (fig. 6).
Ce mecanisme se compose d'une tringle UU' articulee en U sur le

coulisseau place ä Pintersection du bras secondaire SQU et de la tringle TU.
Cette tringle UU' porte un chariot a galets U' muni d'une pointe pouvant se

piquer dans le papier de dessin.
En U se trouve un electro-aimant annulaire qui, lorsque le courant y passe,

bloque angulairement la tringle UU sur le coulisseau U' et realise Pinvaria-
bilite de Pangle TUU Le chariot U' est muni d'un second electro-aimant qui,
lorsque le courant y passe, bloque ce chariot sur la tringle U U et souleve la
pointe au-dessus du papier.
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AB,
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Fig. 7

Supposons qu'ä un moment donne de Poperation, la somme vectorielle par-
„ k „

tielle soit representee par le vecteur RT ^A B' et voyons comment on va
i -* —

ajouter ä cette somme le vecteur elementaire TU A B'AH-l*

1. Le bras secondaire SRU est initialement applique contre le bras principal

QRT (fig. 7a). La tringle UU' est ä ce moment dans la position TT'.
En poussant sur un interrupteur place au point S, on ferme le circuit des deux
electros susdits, ce qui fixe rigidement la tringle T T sur le coulisseau T et le
coulisseau T' sur cette tringle.

2. On deplace le bras secondaire de la position TRQ ä la position URS
(fig. 7b). La tringle TT se deplace par translation et vient en UU. La pointe
situee en T decrit le vecteur T ü equipollent ä TU A Bk+1. La somme

K+l
vectorielle ^A B' est effectuee, puisque
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K
RU' RT'*+ TTT^^ÄB' + ÄB*k+i-

i

3. On lache l'interrupteur en ä, ce qui coupe le courant des deux electros
et libere la pointe U' qui, sous Peffet d'un ressort, s'enfonce dans le papier;
puis on ramene le bras secondaire de sa position URS ä sa position TRQ
contre le bras principal (fig. 7 c). Le chariot U reste fixe au papier par la pointe
dont il est muni et la tringle U U' pivote autour du point fixe U' pour prendre
la position T U'.

4. On deplace ensemble les bras principal et secondaire de maniere ä passer
du point Q du contour du disque au point suivant Qx. Le point T vient en Tx
et la tringle U' T en U' T±, mais son chariot U reste fixe au papier par sa
pointe en U' (fig. 7d).

A ce moment, 1'appareil est pret a recommencer les Operations 1. ä 3. et ä
„ K+l

ajouter un nouveau vecteur A B' a la somme vectorielle ^A B' .l&t ainsi de suite.
i

B. Passons maintenant ä 1'examen de la realisation mecanique de la somme
scalaire

S(P) -^AS2 P(Q)C-°^.
TT contour ^

Le bras principal ORQ (fig. 8) porte une cremaillere OP qui lui est
perpendiculaire. Sur cette cremaillere roule un pignon P entraine par le bras
secondaire PRS. Lorsqu'on deplace ce bras de la position ORQ ä la
position PRS, le pignon parcourt le chemin OP. Les triangles rectangles
semblables RSQ et ORP donnent

ÖP SQ
ÖR ~ RQ'

/Td no SQ PcOScp
ou encore OP OR a

RQ r

Le pignon entraine un compte-tours, qui tourne donc d'une quantite pro-
portionnelle ä OP. LtSb longueur OR a et le diametre du pignon sont choisis
de maniere que le compte-tours fournisse la quantite

2 Pcoso?"J« (12)
77 r

ä Pechelle 5 unites 1 millimetre. L'addition de ces quantites s'effectue par
1'intermediaire d'un electro-aimant Es en serie avec les electros Ex et E2, de
la maniere suivante:

1. Le bras secondaire est initialement applique contre le bras principal.
2. Quand on deplace le bras secondaire de la position ORQ a la position

PRS en pressant sur l'interrupteur S, le courant passe dans Pelectro Es et rend
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le compte-tours solidaire du pignon. Le compte-tours tourne donc de la quantite

(12).
3. On lache l'interrupteur S, ce qui coupe le courant dans Pelectro E3 et la

liaison entre le pignon et le compte-tours. On ramene le bras secondaire ä sa

position initiale ORQ contre le bras principal.
4. On deplace ensemble les deux bras, de maniere ä passer du point Q du

contour au point suivant Qt. L'appareil est pret ä recommencer les Operations
2. ä 3. et ä ajouter un nouveau terme ä la somme S.

II est a peine besoin de signaler que les manoeuvres de Pappareil decrites
ci-dessus sont exactement les memes que Celles necessaires pour obtenir la

somme vectorielle B etudiee precedemment. En realite, Pappareil fait donc
«d'une pierre deux coups» sans demander ä Poperateur aucun effort supple-
mentaire.

Cet expose d^taille du principe de fonctionnement de Pappareil pourrait
faire croire que son maniement est complexe. En realite, tous les mouvements
decrits ci-dessus s'effectuent d'une maniere tres rapide et quasi-automatique.

P COSf

*\ If

9 Cremaillere

Fig. 8

5. Description du sommateur

En ce qui concerne la realisation pratique des principes decrits ci-dessus,

remarquons que le sommateur doit pouvoir fonctionner en un point interieur
quelconque du disque, c'est-ä-dire que le bras principal doit pouvoir effectuer
sans entrave un tour complet autour de son pivot.
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D'autre part, l'appareil doit pouvoir fonctionner quelle que soit la fortne,
convexe ou non, du contour C, la grandeur et la direction des charges fictives P,
et l'orientation de la normale n ä la facette consideree.

L'Obligation de respecter ces diverses conditions entraine de serieuses
difficultes d'ordre mecanique et, par consequent, une certaine complication dans
Tagencement des differentes pieces. On s'en rendra compte en examinant les

photographies ci-apres.
J'ai pu realiser pratiquement un sommateur fonctionnaut suivant les prin-

cipes decrits gräce ä des subventions du Fonds National Beige de la Recherche
Scientifique et du Patrimoine de l'Universite de Liege. Je saisis l'occasion qui
m'est Offerte de les en remercier publiquement. Le cadre de cet article ne me
permettant pas de decrire l'appareil en detail je me borne ä en donner quelques
photographies (fig. 9ä 11). La photo 9 montre la table circulaire de travail,
couverte d'un papier de dessin, et le dispositif de Suspension reglable qui permet
d'amener l'axe R de l'appareil au-dessus de n'importe quel point du dessin.

_£.

La vue d'ensemble de l'appareil proprement dit est representee a la figure
10. La figure 11 donne une vue plus detaillee du mecanisme central. Les lettres
indiquees sur ces figures correspondent exactement aux lettres employees dans
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mm
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Fig. 10
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Fig. 11

les Schemas de principe des figures 6 ä 8, ce qui permet de comprendre le röle

que jouent les differentes pieces.

6. Applications pratiques

L'appareil qui vient d'etre decrit a dejä servi ä resoudre de nombreux
problemes pratiques. La place dont je dispose ne me permet de reproduire que
deux d'entre eux.

La figure 12 represente un noeud plan ä trois branches soumis ä la flexion.
On y a indique les efforts exterieures, ainsi que la distribution des charges
fictives obtenue en divisant le contour du disque en 37 segments. L'etat de



Determination des efforts dans les pieces elastiques planes 335

48.57K4

8

Dimensions
Epaisseur 3mm -et50B}%

soll i cito tions

25*g
wm§

JQO

Fig. 12

tension deduit de ces charges fictives ä Paide du sommateur est represente ä la
figure 13; on y a reporte les directions principales cotees en valeurs des tensions
principales, les deux familles de lignes isostatiques et le diagramme des tensions
au contour du disque2).

La figure 14 represente le profil d'un ancien barrage bien connu en Bel-
gique, celui de la Gileppe. J'ai suppose que ce barrage faisait corps avec le
terrain rocheux de fondation et j'ai etudie les tensions dues au poids propre
du barrage. Ce cas de piece pesante peut s'etudier avec la meme facilite qu'une
piece supposee sans poids, gräce ä un theoreme demontre par M. Biot3); on
suppose d'abord la piece non pesante, mais plongee dans un liquide fictif
ayant le meme poids specifique que la piece. II suffit alors de determiner les
tensions interieures provoquees dans la piece par les pressions hydrostatiques

2) Ces resultats sont en bon accord avec ceux obtenus anteneurement en mesurant
les deformations d'un modele en acier de ce noeud au moyen de tensometres Huggenberger.
—Voir ä ce sujet F. Campus, Nouveaux Essais sur Modeies de Noeuds Rigides, l'Ossa-
ture Metallique, 1940, p 125.

3) M. A. Biot, Journal of Applied Mechanics, juin 1935, pp. 41 a 45.
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de ce liquide fictif (fig. 14), puis de soustraire des tensions principales trou-
vees en chaque point la pression hydrostatique fictive au niveau de ce point.
La figure 15 donne la distribution de charges fictives qui correspond ä la
sollicitation auxiliaire representee figure 14, ainsi que les tensions principales reelles
et le champ complet des hgnes isostatiques.

Je crois pouvoir souligner que Panalyse du present probleme par la photo-
elasticite souleverait des difficultes considerables, car il est malaise d'appliquer
le long d'un modele transparent des pressions variant d'une maniere continue
suivant une loi fixee d'avance.

«%
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Fig. 15

7. Precision et rapidite du procede

La precision que donne la nouvelle methode varie evidemment selon lu
probleme traite et la position du point considere par rapport au contour de

disque. Dans le cas analytiquement connu d'un disque carre soumis a la traction

simple, j'ai obtenu des resultats exacts ä 2 % pres. L'appareil lui-meme
introduit une erreur negligeable; les erreurs principales sont dues ä ce qu'on ne
pousse jamais le procede d'approximations jusqu'ä la limite et surtout ä ce

qu'on remplace la distribution continue des efforts p et Tpar leurs resultantes
concentrees sur des troncons de longueur finie. Remarquons que, d'apres le
principe de Saint-Venant, cette derniere erreur ne se fait sentir que pour les
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points du disque dont la distance au bord est moindre que A s. En ces points,
on peut aisement augmenter la precision en fractionnant en deux composantes
la ou les deux resultantes P les plus proches du point considere.

En ce qui concerne le temps necessaire a Papplication de la methode, il est
proportionnel au carre du nombre de segments As. Pour les deux exemples
traites, la distribution des charges fictives peut s'obtenir en 6 ä 8 heures de
travail. La determination des tensions interieures demande ä peu pres le meme
temps.

8. Autres problemes solubles a l'aide du sommateur

Les deux exemples que j'ai examines plus haut rentrent dans la categorie
dite des «problemes aux tensions», parce qu'on suppose connues les tensions
sur le contour du disque. C'est d'ailleurs de loin le groupe de problemes le plus
important en elasticite plane.

Mais l'appareil sommateur a des possibilites plus vastes; il permet de
resoudre pratiquement un grand nombre d'autres problemes d'elasticite; la place
dont je dispose ne me permet de donner a ce sujet que de tres breves indi-
cations.

Tout d'abord, la methode peut s'appliquer aux pieces possedant des cavites
interieures; les Operations de calcul deviennent cependant plus complexes que
dans les disques pleins.

On peut aussi traiter les «problemes aux deplacements», c'est-a-dire ceux
dans lesquels, au heu de connaitre les vecteurs forces exterieures appliquees au
contour, on connait les vecteurs-deplacements u des points de ce contour. On
obtient dans ce cas une equation integrale un peu plus complexe que 1 'equation
(6) et qui se resout egalement par approximations successives.

Soulignons en passant que la methode peut s'appliquer aussi bien aux
problemes mixtes, oü l'on donne les efforts sur une partie du contour et les

deplacements sur le restant. Un tel probleme se presente par exemple quand
on veut analyser Petat de tension dans une eprouvette comprimee entre les

deux plateaux indeformables d'une machine d'essais. Quant aux pieces planes
bordees de semelles, ou pieces ä plan moyen, j'en ai fait Panalyse anterieure-
ment4) et montre que la condition d'equilibre le long d'une semelle s'ecrivait

^i?-i^-^rJ- (13)

D'apres les formules (3) et (5), on a

dn p + B(p).

4) Ch. Massonnet: Le calcul des pieces a plan moyen.—Congres de l'A.I.P.C, Liege,
1948, Rapport Final.



Determination des efforts dans les pieces elastiques planes 339

Par ailleurs, crn est la projeetion du vecteur 0n sur la normale au contour
de Päme, et as S — an, ou S est donne par la formule (2). On peut donc
exprimer toutes les quantites intervenant dans l'equation (13) en fonetion des

charges fictives p. En substituant, on obtient une equation integrale du meme
type que l'equation (6) et qui se resout encore par approximations successives.

Enfin, l'appareil sommateur permet de traiter tous les problemes de plaques
flechies par des forces transversales, quelles que soient leur forme, leur mode
d'appui et les charges appliquees. Les plaques encastrees, si difficiles ä analyser
par les methodes habituelles, se calculent de facon particulierement simple.
J'espere developper cette question dans un memoire ulterieur.

En terminant, je signale que les nombreux points qui n'ont pu qu'etre
efiieures ou mentionnes sans demonstration dans cette courte note seront
traites en detail dans le memoire in-extenso qui paraitra prochainement sur le
meme sujet5).

Resume

L'auteur expose un nouveau moyen theorique de rechercher les tensions
dans un disque elastique plan, quelles que soient sa forme et sa sollicitation.
II etudie ensuite les proprietes generales de la Solution proposee.

Les Operations de calcul sont realisees par un appareil sommateur dont on
donne le principe de fonetionnement et la description sommaire. La methode
est ensuite appliquee ä deux cas pratiques: un noeud plan ä trois branches et
un barrage-poids; on donne ä ce propos quelques renseignements sur sa
precision et sa rapidite.

Pour terminer, l'auteur passe brievement en revue plusieurs autres
problemes d'elasticite que le nouvel appareil permet de resoudre pratiquement.

Zusammenfassung

Der Verfasser beschreibt eine neue theoretische Methode zur Bestimmung
der Spannungen in einer elastischen Scheibe von beliebiger Form und für
beliebige Beanspruchung. Die Hauptmerkmale der vorgeschlagenen
Berechnungsmethode werden anschließend diskutiert.

Die Rechenoperationen werden ausgeführt von einem Summationsapparat,
dessen Arbeitsprinzip erklärt und dessen Konstruktion kurz beschrieben wird.
Die Methode wird auf zwei praktische Fälle angewendet: Auf einen ebenen
Knotenpunkt mit 3 Anschlußstäben und eine Schwergewichtsmauer. Bei dieser

5) Ce memoire sera publie en septembre 1949 dans le tome IV du Bulletin du Centre
d'Etudes, de Recherches et d'Essais scientifiques des Constructions du Genie Civil de
FUniversite de Liege.
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Gelegenheit werden einige Angaben über ihre Genauigkeit und ihre Konvergenz

gegeben.
Schließlich erinnert der Verfasser an verschiedene andere Probleme der

Elastizitätstheorie, deren praktische Lösung durch den neuen Apparat ermöglicht

wird.

Summary

The author describes a new theoreticai method for determining the stresses
in an elastic disc of any desired shape and for any desired straining. The main
features of the proposed method of calculation are then discussed.

The calculating Operations are carried out by a summation apparatus,
whose working principle is explained and whose construction is briefly
described. The method is applied tp two practical cases: To a plane assembly point
with three connecting members, and to a gravity dam. Opportunity is then
taken to give some particulars concerning its accuracy and its convergence.

Finally the author refers to several other problems of the theory of elasticity,

whose practical Solution is rendered possible by the new apparatus.
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