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Theorie de la determination experimentale des contraintes par une
methode n'exigeant pas la connaissance preeise du module d'elasticite

Theorie einer experimentellen Spannungsbestimmungsmethode, in der der
Elastizitätsmodul nicht genau bekannt sein muß

Theory of an experimental method for determining stresses, not requiring
an accurate knowledge of the modulus of elasticity

A. Cotttinho, ingenieur civil I.S.T., Lisbonne

1. Methode classique de la determination experimentale des contraintes

Les contraintes dans les solides sont determinees experimentalement au
moyen de la, mesure des deformations. Le module d'elasticite et le coefficient
de Poisson etant connus, on calcule les contraintes a l'aide de la loi de Hooke.

C'est le seul procede de determination des contraintes, etant donne qu'il
est impossible de les mesurer directement. Celles-ci ne peuvent etre evaluees que
par 1'intermediaire de leur effet, les deformations, et par la connaissance des
constantes elastiques du solide.

Dans ces conditions, l'erreur affectant la determination des contraintes est
egale ä l'erreur dont est entache le module d'elasticite, sans tenir compte des

erreurs commises dans l'evaluation des deformations et de l'erreur sur le
coefficient de Poisson.

Quand le module d'elasticite n'est pas bien defini, comme c'est le cas pour
le beton, l'erreur sur les contraintes est alors tres grande. Lorsqu'on determine
les contraintes d'ouvrages en beton pendant un laps de temps relativement
long, il n'est pas rare d'operer avec des erreurs de 50 et 100 % sur le module
d'elasticite de ce materiau.

2. Difficultes dans la connaissance du module d'elasticite du beton

Les principales proprietes du beton qui rendent difficile la connaissance de
ses constantes elastiques sont: le fluage, l'hydratation progressive des grains
de ciment, les deformations initiales et l'influence de 1'effet de paroi pendant
le betonnage.

Les deux premieres causes dependent directement de la distribution de
l'humidite ä l'interieur du beton.



84 A. Coutinho

Le fluage est du principalement au mouvement de l'eau dans les capillaires,
mouvement qui est provoque par la tendance de l'eau a annuler les contraintes
qui agissent sur eile. II en resulte un ecoulement de l'eau vers les regions oü
eile ne subit pas de contraintes. II y a alors une redistribution des contraintes
entre la phase liquide et la phase solide ce qui provoque une Variation des

deformations dans le solide x).

La Variation du module d'elasticite du beton avec le degre d'hydratation
du ciment provient du contact plus ou moins prolonge de l'eau remplissant les

capillaires avec le ciment. II resulte de ce contact que l'eau penetre progres-
sivement ä l'interieur des particules de ciment.

Comme le mouvement et la distribution de l'eau ä l'interieur d'un solide

poreux obeissent ä des lois tres complexes et qu'ils sont tres difficiles a
determiner, il est pratiquement impossible de transposer les resultats des essais de

fluage et de vieillissement obtenus en laboratoire sur des echantillons de beton
maintenus dans des conditions bien definies, aux observations realisees sur les

constructions en beton, sur lesquelles agissent les conditions les plus variees de

temperature et d'humidite
L'effet de paroi pendant le betonnage, rend les pieces plus riches en

elements fins dans les regions exterieures que dans les regions interieures. II en
resulte que les proprietes varient d'un point ä l'autre de la section des pieces.

Par exemple, le module d'elasticite des couches superficielles d'un cylindre
en beton de 10 cm de diametre peut atteindre 0,80 environ du module d'elasticite

des couches interieures2).
L'existance des deformations permanentes dans les premiers cycles de

charge du beton est due principalement ä la mise en place des constituants du
beton. Ceux-ci, dans le beton pris ä l'etat vierge, n'occupent pas encore des

positions qui conduisent ä des reactions mutuelles tout ä fait reversibles. II
faut executer un tassement prealable de ces elements pour obtenir une rever-
sibilite parfaite du diagramme contrainte-deformation3).

Ainsi, par exemple, un beton peut avoir un module d'elasticite initial egal
ä la moitie du module d'elasticite obtenu apres quelques cycles de charge et
de decharge, c'est ä dire, au stade de reversibilite parfaite du diagramme
contrainte-deformation

3. Determination experimentale des contraintes par la methode des inclusions

Les difficultes que l'on rencontre pour connaitre le module d'elasticite des

materiaux oü le liant et le ciment ont incite ä rechercher une methode de

*) Lorman, "The Theory of creep in concrete", Proc. A.S.T.M., 1940, p. 1082.
2) L'Hebmite, „Nouvelles recherches dans le domaine de la resistance des

materiaux", C. R. Rech. Eff. 1942, Lab. Bat. Tr. Pub., Paris, p. 3.

3) L'Hermite, "De la resistance des materiaux consideree comme une science

experimentale", C. R. Rech. Eff. 1940—1941, Lab. Bat. Tr. Pub., Paris, p. 6.
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determination experimentale des contraintes ne necessitant pas une connaissance

precise du module d'elasticite.
Bien que l'on ne sache pas s'il est plus important de connaitre les

contraintes ou les deformations (puisque l'on ne sait pas si la rupture d'un mate-
riau depend de certains etats limites de contrainte, ou de certains etats limites
de deformation, ou si eile depend des deux etats a la fois), on pourra eclaircir
maintes questions sur le comportement des ouvrages en beton si l'on mesure
simultanement les contraintes et les deformations.

Or, il est possible d'imaginer une methode de determination des contraintes
dans les solides, dans laquelle il n'est pas necessaire de connaitre le module
d'elasticite avec precision. Nous avons appele cette methode, la methode des

inclusions.
Introduisons au point du solide oü l'on veut determiner les contraintes,

une sphere, un disque ou un cylindre d'un materiau different du materiau
constituant le solide, et de module d'elasticite bien defini (metal, par exemple).
Ceci doit etre fait de facon ä obtenir un parfait ajustement et une solidarite
rigoureuse des surfaces en contact.

Dans le cas du beton, cette Operation peut se faire facilement pendant le
betonnage.

Les points choisis pour faire ces inclusions doivent etre des points oü les
contraintes ne varient pas dans une zone ayant trois fois la dimension de l'in-
clusion. En effet, la presence de l'inclusion trouble a son tour une zone du solide
d'une epaisseur egale au diametre de l'inclusion4).

Si les constantes elastiques de l'inclusion et du solide sont egales, il est
evident que les contraintes dans l'inclusion sont egales aux contraintes dans
le point du solide qui la contient. Toutefois, s'il y a une Variation du module
d'elasticite du solide, les contraintes ne sont plus egales.

Au cas oü il y a une egalite initiale des constantes elastiques, si le module
d'elasticite du solide diminue, de moitie, par exemple, les contraintes dans
l'inclusion peuvent augmenter de 20 a 40 %, comme on le verra (§ 5, § 7 et § 9).

Quand on craint des variations du module d'elasticite du solide, il n'est
pas convenable d'utiliser des inclusions ayant le meme module d'elasticite,
puisque l'erreur dans la determination des contraintes est encore tres importante,

bien qu'elle soit dejä inferieure ä l'erreur sur le module d'elasticite.
Aux paragraphes 5, 7 et 9 on demontrera que quand le module d'elasticite

de l'inclusion est plus grand que celui du solide, une Variation du module d'elasticite

du solide a une influence d'autant plus petite sur les contraintes dans l'inclusion

que le module d'elasticite de l'inclusion est plus grand.

4) Goodier, "Concentration of stress around spherical and cylindrical inclusions and
flaws", J.App. Mech., Trans. A.S.M.E., 1933, vol. 55, p. 39.

K. Sezawa and G. Nishimura, "Stresses under tension in a plate whith a heteroge-
neous insertion", Rep. Aeron. Res. Inst., Tokio Imp. Univ., Avril 1931, vol. 6, p. 25.
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Mais, d'autre part, plus grand est le module d'elasticite de l'inclusion, plus
petites y sont les contraintes et plus difficile est leur mesure.

Nous verrons que, pratiquement, on peut utiliser des inclusions ayant un
module d'elasticite de 3 ä 5 fois celui du solide.

Dans les paragraphes suivants nous allons faire la demonstration de ce que
nous venons d'enoncer.

4. Theorie de la determination des contraintes ä l'aide d'une inclusion spherique

Considerons un solide indefini de module d'elasticite E1 et de coefficient
de Poisson vx oü l'on a place une inclusion spherique massive de module
d'elasticite E2 et de coefficient de Poisson v2.

Supposons que le solide soit soumis ä l'action d'une contrainte uni-
directionelle cr11 (Fig. 1).

J L l i • k

E,

c >*

v* R/\
1 0

Z 6ei *„

M f f ' ' i

6»

Fig. 1

m/
Fig. 2

Le probleme de la distribution des contraintes dans le solide et dans
l'inclusion a ete resolu par plusieurs auteurs5).

Les contraintes dans le solide qui contient la sphere sont, en coordonnees

polaires spherques,

5) B. F. Middleton, „Distribution of stress in the vicinity of a spherical inclusion",
Roy. Air. Estab., Tech. Note No. 9546, Sept. 1945.

Goodier, "Concentration of stress around spherical and cylindrical inclusions and
flaws", J. App. Mech., Trans. A.S.M.E., 1933, vol. 55, p. 39.

K. Sezawa and B. Miyazaki, "Spherical problems of elasticity solved in polar co-
ordinates, with applications", J. Soc. Mech. Eng., Tokio, 1928, vol. 31, p. 625.
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arl =an[cos^-^(l + v1)(-l + ^coS^) +^ + ^(300^0-1)]

a01 <7U [sin*© - £ (1 - 2Vl) (1 + cos*©) - A + *£(3 - 7 cos*©)]
(1)

°^i *ii [ - "^ (1 - 2vx) (1 - 3 cos*©) - ^ + ig(i - 6 cos*©)]

T 2.4 24 <

Trfi ^ii sm© cos© I - 1 - -^- (1 + Vi) + -^
¦Sl

© et r etant les coordonnees du point du solide oü se produit l'etat de
contrainte arl, aei) o^x, et rr8l (fig. 1).

Les contraintes dans l'inclusion sperique sont:

ar2 «7U (T cos2© + F)
<x02 =a11(Tsm*& + F) {!')
(J CT„F4,2 °11

— anT sin © cos ©.

Les valeurs des constantes A, B, C, T et F, sont donnees par le Systeme
d'equations suivant,

_ ÜL+Zi) Ä _
1 + yi jB Zur - 1~2v« p Zl

5EX Rs 2 ^ Bs E2 E2 E1

4(l + v1)/4 \ 4 1 + v2 1 + vx

(-;—) B* B*

(2)

A-™-0A ß2 - 0

i? etant le rayon de la sphere.

Ce Systeme d'equations a ete obtenu en partant des hypotheses qu'il est
habituel de faire pour resoudre les problemes d'elasticite dans les milieux
heterogenes: ä la surface de contact de la sphere avec le solide, la contrainte
normale ä cette surface, <jr, la contrainte tangentielle, rrg, et les trois composantes

du deplacement d'un point de cette surface de contact, u, v, et w, sont
continues.

Supposons maintenant que le solide soit soumis ä l'action de trois
contraintes <7n, ct21 et a3i> normales entre elles (fig. 2).

Abhandlungen IX 7
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Les contraintes dans l'inclusion peuvent etre tres aisement calculees par
superposition.

II est facile de voir que les contraintes principales dans l'inclusion sont
paralleles aux contraintes alx, a21 et cr31, puisque dans ces directions rrQ 2 0.

Les valeurs des contraintes principales dans la sphere sont alors:

a12=(T + F) oru + F (or21 + <r81)

a22 (T + F) a21 + F (au + or81) (3)
(To« IT + F) <jal + F (a„ + ov,)^32 : (T + F) <r31 + i1 («ru + cx21).

Supposons maintenant que le solide indefini considere jusqu'ici se reduise
ä un element de volume du solide oü l'on veut determiner les contraintes. Les
dimensions de cet element de volume sont considerees suffisamment grandes,
non seulement pour que les contraintes qui y existeraient s'il n'y avait pas
d'inclusion soient constantes, mais aussi pour que les valeurs de ces
contraintes an, cr21, e^ °3i ne soient pas affectees par la presence de l'inclusion.

II est facile de constater qu'il suffit que cet element de volume ait des

dimensions d'environ trois fois le diametre de la sphere (§3).
Les contraintes an, a21 et asl peuvent alors etre considerees comme etant

les contraintes principales que l'on veut determiner au point considere du solide.

Ayant determine experimentalement les valeurs des contraintes principales
dans la sphere, a12, a22, et <t32, le Systeme (3) permet donc de determiner la
valeur des contraintes cherchees an, o21 et a31

^ll Kl a12 + K2 (^22 + CT32)

^21 j^lor22 + K2 ((J12 + 0-32) (4)

°"31 Kl a32 + K2 (a12 + CT22)

Kx et K2 sont deux constantes, constantes de l'inclusion spherique, qui ont les

valeurs:
T + 2F

1 T(T + 3F) (4/)
F

K2 ~ T(T + 3F) '

Nous allons voir maintenant quelles sont les proprietes des ces constantes
de l'inclusion, constantes qui permettent d'etablir la relation entre les
contraintes cherchees et les contraintes mesurees.

5. Proprietes des constantes de l'inclusion spherique

Les valeurs de ces constantes sont representees fig. 3 a et 3b en fonetion du

rapport entre les modules d'elasticite du solide, Ex, et de l'inclusion, E2. On
deduit de ces figures que:
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E9

89

a) Les valeurs de Kx et K2 varient tres peu pour des rapports -=£- ^ 4 ou 5.
1

b) L'influence des coefficients de Poisson sur les valeurs de Kr est tres petite.
c) La valeur de K2 est ä peu pres 0,1 de celle de Kl9 en valeur absolue.

K, 6

.^ 0,25
v-l\OV\ 7 '2=0/^ ¦ yi °»<- ^ "

1

K, + 1
0 12 3 6 7 ö 9 10

K2 -1

cy\

0,6

(\J

q?
_y,=ii=Q25

Q ^"
fl -—^n?

r^ 0Z>2=0,25

0,4 /
Ofi

/

Qft

1

123Z56769 10

Ii
Fig. 3 a

01 23456789 10

E,

Fig. 3 b

La premiere propriete est vraiment remarquable; c'est ä eile que l'on doit
l'existence de la methode des inclusions.

Voyons en detail, comment varient les contraintes dans l'inclusion sphe-
W

rique quand le rapport ^~ subit une certaine Variation.
E1

Supposons, pour simplifier, que les trois contraintes principales agissant
dans l'element de volume du solide soient egales entre elles,

"ll "21 "31 " • (a)

Les contraintes agissant dans l'inclusion spherique (3) sont alors

"12 "22 "32 (T + 3F)cr, (b)

et, en portant ces valeurs dans (4) on obtient:

"ii "21 "3i (T + 3 F) (Kx + 2K2)o. (c)

Supposons que E± varie, prenant la valeur E±, les contraintes o~n, a21 et a31
restant constantes et egales ä a.

Les contraintes dans l'inclusion sont alors:

"12 "22 "32 {T' + 3 F')a, (d)

T et F' etant les valeurs de T et F (2) oü l'on a remplace Ex par E{.
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Quand on ignore cette Variation du module d'elasticite, les contraintes au
point considere du solide, calculees ä partir des contraintes determinees

experimentalement dans la sphere, sont:

11 a'31 (r + 3/)(if1 + 2I2)a. (e)

Or, par hypothese les contraintes dans cet element de volume n'ont pas
change, et alors l'erreur relative commise dans leur evaluation est

T + 3 F'"n - "n
'ii

1
T + 3 F (5)

Les valeurs de cette erreur sont representees, fig. 4, dans l'hypothese oü
le module d'elasticite du solide Ex subit une diminution de 0,5 E1.

Oi DI- Qf

<a

0,45

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

^ 0,25^ 0

*V=Pi 0,2 5_/
0V ,=Q2 5_/ ^=

5 0 1234567Ö9 10

VALEUR INITIALE DE 1^
=-1

Fig. 4

TP

Ces diagrammes montrent que pour des rapports initiaux -—¦ de l'ordre
1

de 4, les erreurs commises dans 1'evaluation des contraintes, quand le module
d'elasticite varie de moitie, sont de l'ordre de 0,10 excepte dans le cas limite
oü le coefficient de Poisson de l'inclusion est egal ä zero. Dans ce cas l'erreur
est plus grande, eile est de l'ordre de 0,15. Ceci signifie que l'on doit eviter
d'utiliser des inclusions ayant un coefficient de Poisson tres bas par rapport
ä celui du solide.

6. Theorie de la determination des contraintes ä Vaide d'une inclusion circulaire

Dans les cas oü l'une des trois contraintes principales est nulle, il n'est pas
necessaire d'utiliser une inclusion de forme spherique. On peut alors utiliser
une inclusion circulaire. C'est le cas, par exemple, pour la determination des
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eontraintes ä la surface d'un solide, et d'une
maniere generale, pour la determination des

contraintes dans les champs ä deux dimensions.
Considerons une plaque indefinie, avec

une inclusion circulaire de rayon R (fig. 5),
soumise ä l'action d'une contrainte uniforme
et unidirectionnelle, o-n. Soit Ex et vx le
module d'elasticite et le coefficient de Poisson
du materiau de la plaque, et E2 et v2 le
module d'elasticite et le coefficient de Poisson
du materiau de l'inclusion.

Le probleme de la distribution des
contraintes dans la plaque et dans l'inclusion
a ete resolu par Sezawa et Nishimura6).

Les contraintes en un point de la plaque,
de coordonnees polaires (r, ©), sont:

G.i

5re

*«

Fig. 5

R2
1 + L^ + cos 20 (l + 2M^ + N

jß2

",i =-g-[

<*i =a-f[^L^-eo,2©{l+N^)

rrei=-°f^2Q(l-M^-N^).
Les contraintes en un point quelconque de l'inclusion sont:

ar2 ~y(Z> + #cos2@)

BSV
i*1.

(6)

°02 =^(D-Hcos20) (6')

-^H 8in2@

Les constantes L, M, N, D et H ont les valeurs suivantes:

L
(Ax + ^) (A2 + jx2 + /xx)

6) K. Sezawa and G. Nishimura, "Stresses under tension in a plate with a hetero-
geneous insertion", Rep. Aeron. Res. Inst., Tokio Imp. Univ., Avril 1931, vol. 6, p. 25.
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(Aa + /*a)(Ä1 + 2/*1)

H 2 Â

oü fix et Ax sont les constantes de Lame du materiau de la plaque

Ml 2(l + vx)

1 (l+v1)(l-2v1)*
et /a2 e* A2 sont celles du materiau de l'inclusion.

Les valeurs de A, AM, AN et AH sont les determinants

A

AM

AN

AH

- 1

2/*i
1

T
+ 2 (Ax + Ml)

- Ai - ^i

+ 1

- 1

- 6/*i

+ 6^i

--^-1
2/*i
1

~ T
+ 2 (Ax + Ml)

- X1 - ^

2^
1

~ ~2

+ 2 (X1 + /xj

- Ax - /Xi

+ 1

- 1

- 6^i
+ 6/X!

6/x2

A2 + /x2

6/x2

0

+ A2 + ix2

X9

+

+

+

+

6/x2

A2 + /x2

6/x2

0

+ A2 + fi2

+ 1

- 1

- 6/*i

+ 6^

6/x2

A2 + fi2
6 {M2

0

+ A2 + \x2

+ 1

+ 1

+ 2^2

+ 1

+ 1

+ 2/x2

+ 2/x2

A,
+

+

6/x2

A2 + /x2

6/x2

+ 1

+ 1

+ 2^2

1

+

+

2/*i
1

2^
+ 1

+ 1

1

+ Wi
1

+ Wi
+ 1

+ 1

1

2~~x

1

2^i

+ A2 + /*2

+ 1

+ 1

CO
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Ces constantes ont ete calculees avec les memes hypotheses que celles que
l'on a admises ä propos de l'inclusion spherique, c'est a dire qu'on a suppose
la continuite des contraintes ar et rrß et des deplacements u et v.

Les contraintes principales dans l'inclusion sont paralleles et perpendicu-
laires ä la contrainte o-n, comme il ressort clairement des expressions (6'), etant

77
donne que rrg 2 0 pour & 0 et —.

Supposons maintenant que la plaque soit soumise a l'action de deux
contraintes cFn et o-21 normales entre elles (fig. 6). Les valeurs des contraintes
principales dans le disque sont alors, en vertu du theoreme de la superposition

a12 a^{D + H) +
a'21 (D H)

^{D-H) + ^(D + H).
(8)

Laperturbation des contraintes
dans la plaque due ä la presence
de l'inclusion s'etend a une
distance de son centre de trois fois le

rayon du disque (§ 3). On peut
donc considerer cette partie de
la plaque entourant l'inclusion
comme un element d'aire du solide
oü l'on veut determiner les
contraintes. Cet element d'aire est tel
que s'il n'y avait pas d'inclusion
les contraintes y seraient
constantes. Alors, les contraintes cr11 et
o21 peuvent etre considerees comme
etant les contraintes principales que
l'on veut determiner. On les calcule
tres facilement en resolvant le

Systeme (8). En effet,

"ll ^l"l2 + ^2 "22

"21 -^1 G22 + K2 G1%

Kx et K2 etant les constantes de l'inclusion circulaire, qui ont les valeurs:

6»

Fig. 6

(9)

(9')
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Les expressions (9) montrent que, ayant determine experimentalement les
contraintes dans l'inclusion, a12 et o-22, on en deduit simplement les contraintes
cherchees dans la plaque, o-n et a21.

7. Proprietes des constantes de l'inclusion circulaire

Sur les fig. 7 a et 7 b sont representees les valeurs de K± et K2 en fonetion
F

du rapport - - entre le module d'elasticite de l'inclusion et celui de la plaque,
1

et pour quelques valeurs des coefficients de Poisson. On deduit de ces courbes

que les proprietes de ces constantes sont les memes que Celles des constantes
de l'inclusion spherique (§ 5).

K< 6

l\
V

^
-Vr Z>2 0,25

i _ n o «^ v -n—*s^Um L-^_f-w-
/

P} 0 ^ 0,25.
i l

1 23456789 10

iiEi

Fig. 7 a

01 23-456760 10

+ 0,6

+ 0,6

4-0,4 \
+ 0,2

V yr
_H=J>2 0,25

.1^=0,25 l 2 0

0

-0,2

-0,4

-0,6

<H

V̂
.J><=0/>2 0,25

-0,fi

K„ - 1

01 23456789 10

Fig. 7 b

On en conclut aussi que Kx et K2 sont pratiquement constants pour les
F

rapports -=£- ^ 4, ce qui signifie que, dans ces cas, les contraintes developpees

dans l'inclusion sont pratiquement independantes du rapport entre les modules
d'elasticite.

Dans une application experimentale de cette methode, la determination des

contraintes par la methode du tensometre photoelastique7) — que des
maintenant on doit appeler plus correctement methode des inclusions photoelastiques

7) A. Coutinho, "Determination des contraintes dans le beton par la methode du
tensometre photoelastique", An. Inst. Tech. Bat. Tr. Pub., Serie Essais et Mesures No. 4,
Mai 1948, § 20 et suiv.
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V
— on a etudie experimentalement la Variation de Kx avec -=p-. La concordance

1

des resultats theoriques avec les resultats experimentaux a ete tres satis-
faisante.

On a aussi determine des valeurs des constantes de l'inclusion de l'ordre de

grandeur de Celles trouvees theoriquement. Cependant, l'accord n'a pas ete
parfait, pour des raisons qui ont ete donnees, dans la publication citee7).

L'examen de l'erreur commise dans 1'evaluation des contraintes an et a21

au moyen des expressions (9), quand ilya Variation du module d'elasticite du
solide, peut etre fait de la meme maniere que pour le cas de la sphere (§ 5).

En effet, en supposant que

"n "21 " >

que le module d'elasticite initial est E1 et que le module d'elasticite final est
Ei, l'erreur relative commise dans la determination de crn ou cr21 est

e„ 1 —
D_

(10)

0,30

D est la valeur, donne par (7) et (7), correspondant ä Ex et D' celle
correspondant a E±. Dans le cas oü

Ei 0,5 E1

W
les erreurs (10) sont portees fig. 8 en fonetion du rapport initial ~.

Ces erreurs sont inferieures ^
a Celles relevees dans le cas de

l'inclusion spherique.
Cette courbe montre aussi

qu'il est convenable d'utiliser des

inclusions ayant un coefficient de
Poisson eleve, pour reduire
l'influence de la Variation du module
d'elasticite sur la valeur de la
constante de l'inclusion.

Z. _J
o z>
o o

Q O

q??>

0,20

0,1f5 v^^=Q25^=0

0,10 •p f) V

0,0 f)
l

J>,=J>2=0,25_^
I I

VALEIUR INITIALE DE -A-

10

Fig. 8

8. Theorie de la determination des contraintes ä l'aide d'une inclusion cylindrique

Dans les champs de contrainte uniforme et unidirectionnelle oü l'on cohriait
la direction de la contrainte, on peut utiliser, pour determiner la valeur de
cette contrainte, une inclusion cylindrique au lieu d'une inclusion circulaire
ou spherique.
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On peut demontrer que dans le cas general d'un champ quelconque de

contraintes il est possible de determiner les trois contraintes principales en em-

ployant six inclusions cylindriques disposees en deux groupes, chaque groupe

etant constitue par trois cylindres avec leurs axes triorthogonaux. Ces six

cylindres doivent etre suffisamment eloignes les uns des autres pour eviter

qu'ils se troublent mutuellement.
Considerons un cylindre de diametre sensiblement

egal ä sa hauteur, constitue d'un materiau
6l de module d'elasticite E2 et de coefficient de Pois¬

son v2. Supposons qu'il soit inclus dans un solide
de constantes elastiques E1 et vl9 et de maniere
teile que 1'adherence entre sa surface laterale et le

solide soit evitee, la liaison du cylindre au solide

ne se faisant que par ses bases (fig. 9).

Supposons que le solide soit soumis a l'action
d'une contrainte uniforme a± dirigee suivant la
direction de Taxe du cylindre.

La Solution rigoureuse du probleme de la
distribution de contraintes dans le soüde et dans
l'inclusion n'est pas connue. Neanmoins, Nils Hast8)
a suggere une methode approchee pour resoudre

ce probleme. Cette methode conduit ä des resultats

qui ont ete confirmes experimentalement.
Si le module d'elasticite du cylindre est egal ä

celui du solide, la contrainte dans le cylindre, a2,
est egale ä la contrainte agissant sur le solide g±9).

e:2 ä

Fig. 9
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izvyzzz zrtzzz-a

Fig. 10 Fig. 11

8) Nils Hast, "Measuring stresses and deformations in solid materials", Ingeniors
Ventskaps Akademien, Handlingar Nr. 178, Stockholm, 1943.

9) Ennegligeant les concentrations de contrainte aux aretes de la cavite, dues au manque
de liaison entre les surfaces laterales du cylindre et de la cavite.
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Si le module d'elasticite du cylindre est plus grand que celui du solide, il se

produira une perturbation au voisinage de l'inclusion qui correspond ä l'appli-
cation de deux contraintes egales et opposees o2 — al9 ä l'interieur de la cavite
qui contient le cylindre (fig. 10).

En coupant le solide par un plan normal a la direction de a2 — a1 et passant
par une des sections oü est appliquee cette contrainte (fig. 11), on peut calculer
le deplacement de cette section dans la direction o z. En effet, il est alors
possible d'appliquer les formules de Boussinesq relatives ä un solide semi-indefini
charge sur le plan limite par une charge uniformement distribuee sur une plaque
circulaire (base du cylindre), avec une intensite par unite d'aire de a2 — cr1.

Soit R le rayon de cette plaque; supposons encore qu'elle soit suffisamment
rigide pour se deplacer sans se deformer.

Le deplacement de la plaque dans la direction de la force agissante est

1 - v,2
w 2ß (<72 - oi)77R (a)

D'une maniere approximative, la Variation de longueur de la cavite qui
contient le cylindre est alors

w' — 2 w. (b)

La Variation de distance entre les deux bases du cylindre soumis ä la
contrainte o2 est:

"2^ / \™2 JjT > (C)

l etant la longueur du cylindre.

S'il n'y avait pas d'inclusion, la Variation de longueur de la cavite serait10)

«i j£ ¦ (d)

Pour que la continuite des surfaces en contact soit maintenue, on doit avoir

g<>1 1 — v-,2 „ 0% l
-4- + —w^-(g2-o1)7tR -^-. (e)
±j2 Jii1 Ji,1

Soit K la constante de l'inclusion cylindrique:

K=G±. (11)
"2

Les expressions (e) et (11) permettent d'ecrire

Et[(l-Vl*)irB + l\
" K)

10) En negligeant, evidemment, les concentrations de contrainte.
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Toutes les valeurs figurant dans cette formule sont bien defmies, excepte w.
Sa valeur est evidemment donnee par (a); mais vis-a-vis des hypotheses faites
dans l'application de cette expression il est tres douteux qu'elle donne la
valeur reelle de w.

Nils Hast11) a determine experimentalement la valeur de w et la valeur
trouvee n'a pas ete tres differente de la valeur calculee.

En effet, dans le cas oü
R 0,4 cm
Vl 0,20
Ex de l'ordre de 300 000 kg/cm2,

la valeur theorique de w est
0,603,
~E^

La valeur experimentale trouvee a ete

w -V-(a2-"i)

0,678
w —ß— (o-2 - aj

Pour tenir compte de ce fait on peut alors ecrire

a{l-v12)7TRE2 + lE1
E2[a{l -v^rrR + l] ' W

oüa est un coefficient experimental s'appliquant ä la formule (a) pour corriger
le degre d'approximation de la formule theorique. Dans le caspresente, a 1,125.

9. Proprietes de la constante de l'inclusion cylindrique
F

La figure 12 represente la Variation de la constante K avec le rapport -=p,
dans le cas oü x

a 1,125

vx 0,20
R 0,4 cm
1=1 cm.

Les valeurs de K9 donnees par 1'expression (12), ont ete confirmees experi-
E

mentalement par Nils Hast11) pour des valeurs de ~^} comprises entre 0,60 et

2,52, Ex etant de l'ordre de 300 000 kg/cm2.

L'erreur relative commise dans le calcul de g± quand le module d'elasticite
du solide Ex prend la valeur Ei est

er=l-^9 (13)

ll) Nils Hast, Ouv. cit., p. 96.
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oü K est la valeur de la constante correspondant au rapport initial des modules
E9 E9

d'elasticite -=r et K' celle correspondant au rapport final -=£.
Ex Mi

Dans le cas oü E1 subit une Variation de 0,5 El9 les erreurs er sont
representees fig. 13.
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5 6 7 6 9 10

VALEUR INITIALE DE f^

Fig. 12 Fig. 13

Comme on le voit, ni la valeur de ces erreurs, ni celle des constantes (fig. 12)

ne sont tres differentes de Celles obtenues pour les inclusions spheriques et
circulaires.

10. Possibilites de realisation experimentale de la methode des inclusions

Soient 1 kg/cm2
"21 "31 °

les contraintes principales qui agissent dans le solide. Les contraintes principales

dans la sphere sont donnees par (3):

'12 T + F
CToo F

et la deformation principale e12 est

€12 -jf\ "12 - V2 ("22 + "32) -±-[T+F(l-2v2)]. (14)
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Supposons que E1 200 000 kg/cm2
E2 1 000 000 kg/cm2
Vl v2 0,25.

L'expression (14) donne

e12 1,67 10-6.

Dans le cas de l'inclusion circulaire, on obtiendrait

€12 1,36 • 10-6,

et dans le cas de l'inclusion cylindrique

e12 1,65 • lO"6,
au cas oü a 1,125.

S'il n'y avait pas d'inclusion, la deformation principale dans le solide, en,
correspondant aux contraintes o-n 1 kg/cm2 et o21 a31 0, serait

€U 5- 10~6.

Donc, la methode des inclusions conduit ä une determination d'une
deformation 3 a 4 fois plus petite que la methode classique de mesure directe des

deformations.
Or, la sensibilite des extensometres dont on dispose dans la pratique se

situe entre 10~6 et 10~7.

Comme on vient de le voir, ä une contrainte de 1 kg/cm2 dans un solide
de module d'elasticite 200 000 kg/cm2, correspondent des deformations de

l'ordre de 1,6 • 10-6 dans l'inclusion.
Eu egard aux erreurs de la determination experimentale des constantes

de l'inclusion, aux erreurs dues aux contraintes initiales dans le beton (dans le
cas de Papplication ä ce materiau), aux differences des coefficients de dila-
tation thermique des deux materiaux, etc., on peut admettre que l'on determine
des contraintes dans un materiau ayant un module d'elasticite E± 200 000

kg/cm2 par la methode des inclusions, avec une precision de quelques kg/cm2.
En effet, en utilisant la methode du tensometre photoelastique, on a obtenu

une precision de 2 ä 3 kg/cm2, dans la determination des contraintes dans le
beton12).

Pour 1'Observation des ouvrages, on doit choisir un Systeme de mesure des

deformations dans l'inclusion consistant en des temoins fixes ä l'inclusion et en

un appareillage de mesure amovible, servant a mesurer la Variation de distance
des temoins.

Les extensometres les plus courants qu'il est possible d'employer dans ce

cas sont:

12) A. Coutinho, Ouv. cit., p. 94.
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les extensometres acoustiques sensibilite 1 • 10~6

les extensometres a resistance electrique sensibilite 5 ä 1 • 10-6
les extensometres inductifs sensibilite 0,1 • 10~6

les extensometres ä magnetostricton sensibilite 0,2 • 10~6

les extensometres ä capacite sensibilite 0,4 • 10~6.

En ce qui concerne le choix du materiau de l'inclusion, il n'y a pas de dif-
ficultes vu que l'on dispose de metaux et d'alliages ayant des modules d'elasticite

variant de 700 000 a 2 000 000 kg/cm2, donc, convenables pour l'utilisation
dans le beton.

D'ailleurs on peut remarquer que la methode n'exige pas que l'inclusion
soit massive; on pourra employer une inclusion creuse. Dans ce cas, l'epaisseur
des parois doit donner une deformabilite du corps equivalente ä celle d'une
inclusion massive d'un materiau ayant un module d'elasticite plus bas.

Par exemple, dans le cas d'un cylindre creux, on peut definir son module
d'elasticite de la facon suivante13):

Soient: re, le rayon exterieur
Ti, le rayon interieur
l, la longueur
e, l'epaisseur.

Supposons que les bases du cylindre soient constituees par deux plaques
continues et rigides, de rayon re.

La deformation unitaire de ce cylindre resultant de la force axiale P est

(a)
E2 irir'-rS)'

E2 etant le module d'elasticite du materiau qui compose le cylindre. Le module
d'elasticite de l'inclusion est alors

Ei ?£=Et(--*). (15)

Conclusions.

On vient de voir que, pour determiner les contraintes en un point d'un
solide par la methode des inclusions, on mesure les deformations dans une
inclusion. Ces deformations ne sont plus proportionnelles au module d'elasticite
du solide et par consequent la valeur des contraintes n'est pas affectee par
une erreur egale ä l'erreur relative sur le module d'elasticite du solide.

En effet, aux paragraphes 5, 7 et 9, on a demontre que, dans le cas oü le
module d'elasticite de l'inclusion E2 est quatre fois celui du solide El9 une

13) Ce concept est du a Nils Hast, Ouv. cit., p. 96.
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erreur de 0,50 sur Ex donne une erreur d'environ 0,10 sur la valeur des

contraintes.

La methode des inclusions ne dispense ni de la connaissance du module
d'elasticite du solide ni de la connaissance de l'ordre de grandeur de sa
Variation. D'une maniere generale, la connaissance de ces grandeurs permet, soit
de fixer la valeur de E2, de teile facon que l'on obtienne une erreur relative,
er, negligeable, soit de calculer la Variation des constantes de l'inclusion et de

corriger la valeur des contraintes determinees.
Les contraintes principales dans l'inclusion spherique peuvent etre

determinees par la mesure de six deformations en six directions differentes, a l'aide
d'extensometres places ä l'interieur de la sphere.

Dans l'inclusion circulaire les contraintes principales peuvent etre
determinees par la methode bien connue de la rosette dans laquelle on mesure trois
deformations en trois directions differentes.

Si l'on dispose six inclusions cylindriques en deux groupes de trois avec
leurs axes triorthogonaux entre eux, il est aussi possible de determiner les trois
contraintes principales, comme nous l'avons dit (§ 8).

Resume

Nous avons commence par passer en revue les principales difficultes que
l'on rencontre pour connaitre avec precision le module d'elasticite du beton.

Quand on fait des essais sur les ouvrages en beton, ces difficultes empechent
de determiner les contraintes de maniere precise.

Pour eviter cette imprecision nous proposons une nouvelle methode de

determination des contraintes dans les solides oü le module d'elasticite n'est
pas bien defini: la methode des inclusions. Par cette methode, les contraintes
sont determinees dans une inclusion d'un materiau de constantes elastiques
bien definies (metal, par exemple) introduite au point du solide oü l'on veut
connaitre les contraintes. Le module d'elasticite du materiau de l'inclusion doit
etre de trois ä quatre fois, ou encore davantage, celui du materiau constituant
le solide.

On peut utiliser des inclusions spheriques, circulaires ou cylindriques dans
les champs de contrainte ä trois, deux ou une dimension.

On etudie les contraintes developpees soit au voisinage de l'inclusion soit
dans l'inclusion elle-meme. Cette etude permet de conclure, par exemple, qu'il
est possible de determiner les contraintes par la methode des inclusions avec
une erreur de 0,10 quand l'erreur dont est entache le module d'elasticite
est de 0,50.

Enfin on envisage les possibilites d'application experimentale de cette
methode.
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Zusammenfassung

In der Einführung werden die Hauptschwierigkeiten aufgezählt, die sich
bei der Bestimmung des Elastizitätsmoduls von Beton ergeben.

Bei Versuchen an Betonbauwerken lassen eben diese Schwierigkeiten keine
genaue Bestimmung der Spannungen zu.

Zur Verhütung der Ungenauigkeit wird für die Spannungsbestimmung in
Körpern, für die der Elastizitätsmodul nicht genau feststeht, eine neue Methode
vorgeschlagen, die die Methode der Einschlüsse genannt wird. Dabei werden
die Spannungen in einem Einschluß aus einem Material mit konstanten
elastischen Eigenschaften (z.B. Metall) bestimmt. Dieser Einschluß wird gerade
an der Stelle eingeführt, an der man die Spannung kennenlernen will. Der
Elastizitätsmodul des Einschlußmaterials muß mindestens drei- bis viermal so

groß sein wie der des Materials, das den Körper bildet.
Man kann sphärische, kreisförmige oder zylindrische Einschlüsse in den

Spannungsfeldern mit drei, zwei oder einer Dimension verwenden.
Die bestehenden Spannungen werden entweder in der Umgebung oder im

Einschluß selbst untersucht. Diese Untersuchung gestattet z.B. die
Schlußfolgerung, daß es möglich ist, die Spannungen durch die Einschlußmethode mit
einem Fehler von 0,10 zu bestimmen, während der Fehler, der dem
Elastizitätsmodul anhaftet, 0,50 beträgt.

Schließlich wird noch auf die Anwendungsmöglichkeiten dieses Verfahrens
eingegangen.

Summary

The difficulties of knowing the exact modulus of elasticity of concrete are
presented. It is due to these difficulties that it is not possible, in testing
concrete structures, to obtain an exact knowledge of the stresses.

In order to avoid this inaccuracy the author proposes a new method —

the inclusion method — for determining stresses in solids whose moduli of
elasticity are not well known. In this method an inclusion of a material with
well-defined elastic constants (a metal, for instance) is inserted at the point
where a knowledge of stresses is desired. The modulus of elasticity of the
material of the inclusion must be 3, 4 or more times greater than that of the
solid.

Spherical, circular or cylindrical inclusions can be used in three, two or
one-dimensional fields of stresses.

The stresses developed both in the vicinity of these inclusions and in the
inclusions themselves are discussed.

From this discussion one can conclude that it is possible to determine
stresses by the inclusion method, with an accuracy of 0,10 when the error with
which the modulus of elasticity of the solid is known is 0,50.

The practical possibilities of the application of this method are discussed.

Abhandlungen IX 8
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