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Calcul des pylönes flexibles des ponts suspendus

Die Berechnung der elastischen Pylone von Hängebrücken

Calculating the flexible pylons of Suspension bridges

J. Courbon, Paris

II est souvent possible dans les ponts suspendus a une seule travee, ou a
trois travees d'une certaine importance d'encastrer les pylönes ä leur base, et
de rendre les selles d'appui des cables solidaires des sommets des pylönes. Les
deformations du pont suspendu imposent alors des deplacements aux sommets
des pylönes qui sont ainsi obliges de flechir; ces deplacements peuvent etre
calcules par la theorie des ponts suspendus, car les reactions horizontales exer-
cees par les pylönes sur les cables peuvent etre negligees. Le but de la presente
note est d'exposer differentes methodes permettant le calcul des efforts dans
les pylönes. •

--£-*,

•ä ,;/V

Fig. 1.

Le probleme du pylone flexible est donc le suivant: le pylone A B est encas-
tre en _4, son extremite B se deplace d'une quantite comme e, sous l'action de
la reaction exercee par le cäble en B; cette reaction a pour composantes
horizontale et verticale BetN.N est seul connu. II s'agit de determiner les moments
flechissants dans le pylone, et la composante horizontale inconnue R de la
reaction d'appui des cables, le moment d'inertie / de la section du pylone
suivant une loi quelconque donnee.
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Le probleme ne peut etre traite par la theorie classique des poutres, car
l'effet de la composante N, qui est tres elevee, est important, eile augmente la
flexibilite du pylone, et c'est gräce ä son action que l'on peut realiser les pylönes
flexibles.

A. Etude de trois cas pouvant etre entierement resolus analytiquement

Nous supposerons que l'on puisse negliger l'effet du poids propre P du
pylone sur la deformation (une remarque ulterieure precisera le sens de cette
hypothese); nous allons etudier trois lois d'inertie du pylone permettant de

resoudre completement le probleme pose.

i". Uinertie I est constante

Soient x l'abscisse d'un point de la fibre moyenne du pylone comptee ä

partir de la section d'encastrement, y la deformation horizontale du pylone,
h sa hauteur (fig. 1). Le moment flechissant M au point d'abscisse x est

M N(e-y) + R(h-x) (1)

En particulier le moment d'encastrement M0 ä la base du pylone a pour
valeur

M0 Ne + Rh • (2)

La relation (1) montre que y satisfait ä l'equation differentielle

EI *pL + Ny Ne + R (h - x) (E est le module d'Young) (3)
ax

En posant h2 _
N

k - m j

l'integrale generale de l'equation (3) s'ecrit, C et D etant 2 constantes
arbitraires

/?

y C cos k x + D sin k x + e + - (h — x).

On determinera G, D et R au moyen des conditions aux limites

1) Cette derniere condition peut du reste etre remplacee, en vertu de l'equation
differentielle (3) par

(§4) o
\dx" x=h
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(5)soit, en posant: u kh ou «» %£
JojI

u est une quantite sans dimensions:

N
C cos u + D sin u 0.

En eliminant C et D entre ces 3 equations, on obtient

WFA /tgw\

la formule (2) donne alors

W)
M„ - ffe ' * ; (7)

On peut resumer les 2 formules preeedentes en les ecrivant sous la forme:

^¦M,,, N°
(8)

W) W)
Le probleme est ainsi completement resolu. Notons encore la formule

suivante, qu'on etablit aisement par des calculs faciles

M M sink(h-x)
0 sin kh

La force critique de flambement du pylone correspond ä tg u u, eile a
donc pour valeur

TT2 EI
Ncrit 2,04576 -p-.

Le pylone se comporte donc ä ee point de vue comme une poutre encastree
ä l'une de ses extremites et articulee ä Pautre.

//. La loi d'inertie est de la forme I ßx2

Les abscissses sont comptees ä partir de 0 (fig. 2).
Soient xx et x2 les abscisses de A et B; Ix et I2 les moments d'inertie du

pylone en i et en 5; on determinera aisement xl3 x2 et ß ä partir de Ix, Iz
et A par les relations (sur la figure Ix> I2; si Ix< I2, xx et x2 sont < 0).

Abhandlungen IX 6
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m

I Afx,)

Fig. 2

A

iß fh ih ih-ih
Les notations etant les memes que precedemment, on a:

M N (e - y) + R (x - x2)

M0 Ne + Bh

La deformation y satisfait a l'equation differentielle

Eßx2^ +Ny Ne + R(x-x2).

(9)

(10)

(11)

(12)

Cette equation est une equation d'Euler; deux cas sont ä distinguer pour
l'integration

1. N > — Eß. En posant

A2
N
Eß

1

T (A>0)

Pintegrale generale de l'equation (12) s'ecrit, C et D etant 2 constantes
arbitraires, et le signe log designant le logarithme neperien

TD

y ix [C cos (Alogx) + D sin(Alog^)] + e + —- (x — x2).

En eliminant les constantes C et D entre les equations aux limites:
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et en tenant compte de la relation (11), on parviendra, par des calculs aises

que nous ne reproduisons pas, aux resultats suivants:

M0 _
Rh

_
Ne

(l+8)tg<p tg(p + 2A htgcp-2X
8 et cp etant des nombres sans dimensions, definis par:

Les formules (13) et (14) sont encore valables si IX<I2 (pylone plus minee
ä la base qu'au sommet); 8 et cp sont alors negatifs.

2. N < — Eß En posant:

Pintegrale generale de l'equation (12) s'ecrit, C et D designant 2 constantes
arbitraires

TD

y y# [Cxx' + Dx~x'] + e + -^r (x — x2).

En procedant comme on l'a fait dans le cas precedent, on obtient

M0 _ Rh
^ Ne_

(l+8)th<p th<p' + 2X othcp'-2X { }

8 et cp etant definis par

On pourra observer que

Les formules (16) et (17) sont encore valables pour I± < I2. On peut etudier
la force critique de flambement du pylone ä partir des equations

8 tg<p 2 A ou 8 th<p - 2 A'.

Bornons-nous ä indiquer les resultats; la force critique de flambement du
pylone ne change pas que l'on encastre le pylone par l'une ou Pautre de ses
extremites. Soit donc, I et T les moments d'inertie des extremites du pylone,
I < I\ on peut ecrire la force critique sous la forme

TT2 EI l T \
Ncrit 2,04576 V-—K^TJ
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quelques valeurs

J. Courbon

retant un coefficient qui ne depend que du rapport — et dont voici

£'\l 1,2 1,4 1,6 1,8
1

2 - 2,5 |
3 1 4 5 10 20 50 | 100

K l 1,0962
1

i

1

1,1861 1,2710 1,3518 1,4292 1,6104 1,7782|2,0856 2,365813,5476 5,4268 9,8059 15,672

III. La, loi d'inertie pst de la forme I — ß^4

Les abscisses sont comptees ä partir de 0 (fig. 2). Soient x1 et x2 les abscisses de

x1 et x2, I1 et I2 les moments d'inertie du pylone en i et en B; on determinera
aisement x±, x2 et ß ä partir de IA, I2 et A par les relations

A
4. 4, 4, 4, 4, *

iß iix i'/2 y/, - y/2
(18)

On aura toujours les relations (10) et (11), et y satisfera ä l'equation
differentielle:

Eßx*^4 + Ny Ne + R(x-x2).r dx2 \ £/ (19)

En posant: k2
N

~¥ß

l'integrale generale de l'equation precedente s'ecrit, C et D designant 2

constantes arbitraires

y x[Gcoa{i)+D8in{^)] R,+ e + -^ (x - x2)

En utilisant toujours les memes conditions aux limites, on obtiendra les

resultats suivants
Mn Rh Ne

-W) («-'>(¥)+i W)
(20)

a et u etant des nombres sans dimensions, definis par:
* n-vi Nh2

w (21)
ls E^IXI2

Ces formules sont encore valables lorsque Ix < I2.

La force critique de flambement du pylone correspond ä tg u — u\ eile a

pour valeur

N - 2 04576 7t2EJIiI2
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On remarquera que les calculs sont beaucoup plus simples avec cette loi
qu'avec la precedente; en particulier en faisant a 1 dans les formules (20), on
retombe immediatement sur les formules (8) relatives ä l'inertie constante.

En fait, les calculs numeriques sont aussi rapides avec cette loi qu'avec
l'inertie constante; or la loi / ßx* a une tres grande importance pratique,
puisqu'elle s'applique rigoureusement au cas d'un pylone homogene ayant la
forme d'un tronc de cöne ou de pyramide.

Dans le cas d'un pylone en beton arme (donc heterogene) a section rectangulaire

(ou meme plus compliquee) dont les aretes sont rectilignes, mais ne con-
vergent pas necessairement (c'est ä dire qui n'est pas toujours un tronc de

pyramide), la loi precedente permet en general une representation de l'inertie
reelle avec une tres grande approximation (souvent ä moins de 0,1 % pres).

On voit donc l'interet pratique considerable presente par cette Solution.

Remarque generale sur les Solutions precedentes — Exemple numerique

II est interessant de se rendre compte dans quelle mesure le poids propre P
du pylone est effectivement negligeable; cela est aise, il suffit de resoudre le
probleme deux fois, la premiere en negligeant le poids propre du pylone, la
deuxieme en le concentrant au sommet du pylone. II est evident que la Solution
reelle est comprise entre ces deux Solutions, et meme, en raison de la forme de
la fibre moyenne deformee du pylone, plus voisine de la premiere.

Un exemple numerique permettra de preciser le sens de cette remarque, et
montrera qu'un poids propre P, meme relativement important vis-a-vis de N
peut etre neglige.

Soit un pylone de hauteur A 35 m (correspondant ä un pont dont la
travee centrale a environ 250 m de portee), d'inertie constante: I 1,2 m4.
La reaction verticale des cäbles est 2000 tonnes, le poids propre du pylone
380 tonnes. Le deplacement e impose au sommet du pylone est 0,10 m. Le
pylone est en beton arme: E 2,106 t/m2. Les caracteristiques de la section

de base du pylone sont: surface S 4,8 m2, module de resistance:— 1,333 m3.

L'effort normal dans la section de base du pylone est 2380 tonnes et la
contrainte normale moyenne 49,6 kg/cm2.

a) Negligeons le poids propre du pylone dans le calcul de M0 et de R;
nous obtenons:

u 1,01036 radians 64,3215 grades, tg u 1,59348

M0 546,4 tonnes-metre R 9.900 kg.

La contrainte normale correspondant ä M0 est ±41,0 kg/cm2, de sorte que
les contraintes extremes dans la section de base du pylone sont:

90,6 kg/cm2 et 8,6 kg/cm2.
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b) Concentrons maintenant tout le poids du pylone ä son sommet; nous
avons N 2380 tonnes, et nous obtenons:

u 1,10218 radans 70,1670 grades, tg u 1,97540
M0 538,4 tonnes-metre R 8.583 kg.

La contrainte normale correspondant ä M0 est ± 40,4 kg/cm2, de sorte cjue
les contraintes extremes dans la section de base du pylone sont:

90,0 kg/cm2 et 9,2 kg/cm2.

On voit que la difference sur les contraintes est negligeable.

II n'en est pas de meme pour R, mais cela a moins d'importance, car
l'influence de R, qui est tres faible devant la poussee est negligeable dans le calci 1

des cäbles porteurs et des poutres de rigidite du pont suspendu.
II est interessant de voir ce que l'on aurait trouve si l'on avait considere

le pylone comme une simple console encastree; on aurait eu:
o 'p1 T p

R —p— 16,793 kg; M0 Ne + Rh 787,8 tonnes-metre

et les contraintes extremes dans le pylone auraient ete de

49,6 kg/cm2 ± 59,1 kg/cm2 soit 108,7 kg/cm2, - 9,5 kg/cm2.

On voit que l'influence de la compression du pylone, qui a pour effet
d'augmenter la flexibilite du pylone, ne peut etre negligee.

B. Methodes de calcul numerique dans le cas general

Les methodes precedentes sont bien adaptees au calcul des pylones des

ponts suspendus courants; mais dans le cas d'ouvrages exceptionnels, de tres
grande portee par exemple, elles peuvent se reveler insuffisantes.

Nous allons donner deux methodes permettant le calcul d'un pylone dans
le cas oü la loi d'inertie est quelconque (donnee par un tableau de valeurs
numeriques par exemple), et oü l'influence du poids propre sur les deformations
ne peut etre negligee. On verra meme aisement que l'on pourrait, sans aucune
difficulte, tenir compte dans ces deux methodes, d'autres forces connues
appliquees au pylone.

/. Premiere methode

Elle suppose que l'on peut decomposer la hauteur A du pylone en un
certain nombre d'intervalles partiels de longueur A1? A2, hn, ä l'interiewr de
chacun desquels l'inertie de la section et la force de compression totale peuvent
etre considerees comme constantes. Cela est toujours possible ä condition de

prendre assez d'intervalles. On a:

A hx + A2 + + hn.
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Le deplacement e en tete du pylone est la somme des deplacements ei le
long de chaque troncon mi_1 mt de hauteur hi et d'inertie Ii constante.

Soient R et Nx N les efforts en tete du pylone; au point mi__1 les troncons
superieurs transmettent au troncon mi_1 mt un effort normal Ni, un effort
tranchant R et un moment flechissant Mt_x. On a:

Mt-M^ Rh. + N.e, (1)

Etudions la forme de la fibre moyenne deformee du troncon mi_1 mi par
rapport aux axes mi xi yi, on a:

EIt^ Mt-Ntyt-Bxt
car le moment flechissant au point (xi, yt) est Mi — Nt yi — R xi.

On a donc, en posant

v 11
EI,

N<
[Cj- cos k{xt + Di sin kixi + Mi — Rx^\.

(2)

(3)

X _e._

e, iß *R
t T7 !7>o

< VlN,r? ^/ /?

£̂

: J1 1 ms' f-

£^ 1/
i/ N3

%
Vm3 H

>*> JW*

1

AW4

A

oc;

me-L

m

r&

Fig. 3 Fig. 4

Determinons les constantes C^ et Di de facon que

y<(0) o yl(hi) o

soit, compte tenu de la relation (1):

Gi cos kt hi + Z)^ sin kt hi + ^_x 0.
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Portons les valeurs de Gi et Di tirees de ces relations dans (3); il vient:

Mt sin lc€ (ht - xt) + M^x sin kixiNiVi M.-Rx,- sin k, A,.
(4)

On en deduit, en notant les derivees par des accents, et en posant pour
simplifier l'eeriture

k-
^ cos kihi, Xt ^ „,J1m i (5)N, sin k, h.

R
Vi (0) - ^ + Ai Jfc, - \ M,_x

vi (*«) - 2^: + ^^ ~ A*c* ^-i ¦

(6)

La condition de raccordement de 2 trongons en Jft: ^ (0) y^ (A^x)

est donc:

A*^-i - (A<c< + Amcm) Jf< + Xi+1Mi+1 - (^ - ^—^ i£. (7)

Cette equation est de la meme forme que l'equation des trois moments
dans l'etude des poutres continues.

Pour le premier intervalle, on a tenu compte de ce que M0 0

- (AlCl + A2c2) Mx + A2M2 - ^ --l^R.
Enfin pour le dernier intervalle yn (0) 0 se traduit par

K^n-i ~ Ancn Jfn --w R

(?)'

(7)"

On remarque que les equations (7)' et (7)" se deduisent de l'equation (7)
dans laquelle on fait i o ou i n, en tenant compte de ikf0 o, et en annu-
lant tous les termes d'indice — 1 ou n + 1 qui ne sont pas definis.

Les equations (7), (7)' et (7)" forment un Systeme d'equations lineaires eta-
gees dont la resolution, tres simple, fournira pour M% une expression de la
forme, les seconds membres etant homogenes en R

Mt ^R.
La relation (1) donnera ensuite

n Mi - Mi_x - Rhi
N<

A,
R €,R.

On en deduira:
e Se, RUe, eR.

(8)

(9)

(10)
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Le moment flechissant ä la base du pylone est

Mn=^nR= (^y

79

(11)

Les formules (8) ä (11) fönt connaitre, en fonetion de e, la reaction R, la
distribution des moments flechissants dans le pylone: Mi9 et la forme de la
fibre moyenne deformee du pylone, caracterisee par les deplacements et.

II. Deuxieme methode

Nous allons chercher ä determiner le moment flechissant M (x) ä l'abscisse x
de la fibre moyenne du pylone comptee ä partir de la section d'encastrement.

X

—e^
» *

>

/
J4J

'N

o

De l'equation

Fig. 5

El{x)^ M(x)

on deduit, en tenant compte des conditions aux limites pour x 0:

X

dy CM (u) du-!¦¦dx J EI (u)
o

X V

M
o o

M (u) du

EI(u) '

(1)

(2)

(3)

Or, on a, p (£)dt; etant le poids propre de l'element di; du pylone entourant
le point d'abscisse £:

M{x) B(h-x) + N(e-y)+lp($)\y{Z)-y(x)]d£.
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En derivant par rapport ä x cette equation, on obtient:

dM
dx -B N +

h

Jp(fMf] dy
dx (4)

Posons 3t {x) tf+Jp(f)df. (5)
X

9£ (x) a une signification physique evidente: c'est 1'effort normal dans la
section d'abscisse x du pylone.

L'equation (4) devient alors, compte-tenu de (2) et de (5):

dM
dx - R-W(x)

X

IM (u) du

Integrons cette equation; en remarquant que M (x) s'annule pour x A,

il vient:
h v

' M (u)duM(x) R{h-x) + [yi{v)dv[-
EI(u)

La double integration qui figure au second membre represente 1'integrale

double de la fonetion —^-.; \ - etendue au trapeze hachure de la figureEI(u)
ci-contre.

Fig. 6

Intervertissons 1'ordre des integrations; on trouve:
x n in™ / x t^/7 x
C M (u)dU C^. 7 CM(u)du ferx/ x 7 ,n\M(x) B(h-x)+j^r^jX(v)dv + j-rTL^jmv)dv. (6)

Definissons alors la fonetion 9lx (x) par la relation
h

%(x)=^(v)dv
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L'equation (6) s'ecrit alors

81

M(x) R(h-x) +

X

s 3l1(x)M(u)du
WTü) +

(u) M (u) du

EI(u) (8)

Cette equation est une equation integrale de Fredholm:

h

M(x) R(l - x) + jK(x9 u) M (u) du
o

dont le noyau K (x, u) est connu:

(9)

K (x, u)
EI(u)

{ EI(u)

si u < X

SI U > X

(10)

On effectuera alors le calcul numerique de la fagon suivante: on se donnera
une valeur R0 quelconque pour R; on resoudra alors l'equation (6) par les
methodes d'approximations successives propres aux equations integrales; soit
M0 (x) la fonetion ainsi trouvee (moment flechissant correspondant ä R0), on
en deduira par (3) le deplacement correspondant e0 en tete du pylone; e0 sera
en general different du deplacement impose e au sommet du pylone. Mais on
voit immediatement sur les equations (9) et (3) que si l'on multiplie R par un
facteur constant, M (x) et y sont multiplies par ce facteur constant; on aura
donc:

Jf(a:)^^JIf0(a;)=^Jf0(x).
(11)

Ces relations achevent donc la resolution du probleme.

On peut remarquer que y satisfait ä l'equation lineaire du 3e ordre:

d_

dx [«%\ + 91 (x) dJ- + R 0.dx

Bien entendu, la methode precedente est applicable lorsqu'on neglige
l'influence du poids propre du pylone; on a alors:

9? (x) N
%(z) N (h -x).
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Resume

II est souvent possible d'encastrer les pylones des ponts suspendus, car leur
forte compression leur permet de supporter, sans contraintes excessives, les

flexions resultant des deplacements en tete qui leur sont imposes par les
deformations des travees suspendues.

Plusieurs methodes de calcul sont indiquees dans le memoire.
Les trois premieres sont relatives ä des pylones dont le poids propre peut

etre neglige et dont la loi d'inertie a une forme particuliere permettant d'ex-
primer la Solution sous forme finie; deux des lois d'inertie envisagees concernent
un pylone de section constante, et un pylone ayant la forme d'un tronc de

pyramide.
Les deux dernieres methodes permettent d'aborder numeriquement le cas

d'un pylone de poids non negligeable et de loi d'inertie quelconque.

Zusammenfassung

Es ist oft möglich, die Pylone der Hängebrücken am Fuße einzuspannen,
da durch die großen Druckkräfte die Spannungen infolge der Verschiebungen
am Kopf, die hervorgerufen werden durch die Deformation der Kabel, ohne
Überbeanspruchung aufgenommen werden können.

Im Beitrag werden mehrere Berechnungsmethoden angegeben.
Die ersten drei beziehen sich auf Pylone mit vernachlässigbarem

Eigengewicht und einem Gesetz für den Trägheitsmomentenverlauf, das ermöglicht,
die Lösung des Problems in geschlossener Form zu finden. Zwei der betrachteten

Gesetze beziehen sich auf den Pylon mit konstantem Querschnitt und
den Pylon, der die Form eines Pyramidenstumpfes hat.

Die beiden letzten Methoden gestatten die Berechnung eines Pylons, dessen

Eigengewicht nicht vernachlässigt werden kann und dessen Trägheitsmoment
beliebig variiert.

Summary

It is often possible to fix the feet of pylons of Suspension bridges, since the
stresses occurring in consequence of the displacements at the top, which are
caused by the deformation of the cäbles, can be taken by the big compressive
forces without over-stressing.

Several methods of making the calculations are given in the article.
The first three refer to pylons whose own weight is negligible and with a

law for the run of the moments of inertia which enables the Solution of the
problems to be found in a consistent form. Two of the laws thus considered
refer to a pylon with constant cross-section and to a pylon which has the shape
of a truncated pyramid.

Two other methods make it possible to calculate a pylon whose weight
cannot be neglected and whose moment of inertia varies in any desired manner.
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