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INFLUENCE D'UNE PARTIE CENTRALE RIGIDE SUR LA
REPARTITION DES CONTRAINTES DANS UN ELEMENT
TENDU OU COMPRIME

SPANNUNGSVERTEILUNG IN EINER AUF ZUG ODER DRUCK
BEANSPRUCHTEN RECHTECKSCHEIBE MIT STARREM KERN

STRESS DISTRIBUTION IN A RECTANGULAR DISC WITH RIGID CORE
WHEN SUBMITTED TO TENSION OR COMPRESSION IN ITS PLANE

Dr. Ing. F. SZELAGOWSK],
Professeur a I’Ecole Polytechnique de Varsovie (Warszawa).

En effectuant des essais sur quelques assemblages soudés!), on a pu
observer que dans une éprouvette tendue, portant un trou circulaire dans
lequel se trouvait une barre de longueur plus grande que I’épaisseur de
Péprouvette et assemblée avec elle par soudure, il se manifestait, au voi-
sinage de cette assemblage, des déformations différant considérablement des
valeurs correspondant au cas d’une éprouvette homogene.
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On peut certainement admettre que cette barre, dont les déformations
sont relativement faibles par rapport aux déformations de la partie restante
d’éprouvette, se comporte presque comme un corps rigide.

Il est donc intéressant d’étudier 1’influence d’une telle barre, considérée

1) F. SzeLacowskl et A. I'szenicki: Essais effectués sur quelques assemblages soudés.
Mémoires de I’Association Internationale des Ponts et Charpentes, Ziirich 1936.
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comme constituant une partie centrale rlglde, sur la répartition des contrain-
tes dans un élément d’ouvrage.
Considérons d’abord le cas simple, de la traction omnilatérale d’une
tc‘)lg circulaire avec partie centrale rigide également circulaire (fig.1).
© En utilisant ici les formules connues de LAME, on peut écrire que la dé-
formation A4’ d’une tole circulaire avec un trou egalement circulaire, sous
Paction d’une charge umforme p, est:
2pR
w="F
tandis que la déformation AA4” de la méme tdle, soumise seulement a quel-
ques contramtes Qr, uniformément réparties sur tout le contour du trou,

-~ est

1 0
uo= - + - Qr -

Dans le cas de ’éxistence d’une partie centrale rigide, nous avons la re-
lation suivante:

w+u =0.
Nous en tirons la valeur de la contrainte Qg:
2
Qr = - T P

ol o est le coefficient de contraction transversale.
En posant pour Pacier o= 0,3, la valeur de la contrainte est:

Rr215-p.

Par suite de l'existence de la partie centrale rigide (de section circulaire),
cette contrainte augmente de 50 9% par rapport a la valeur qu’elle aurait
dans ‘le cas d’une tole homogene.

Considérons ensuite le cas de la traction suivant une seule direction
dans une tdle avec partie centrale rigide de section circulaire (fig. 2) et
envisageons le probleme d’une maniére analogue au précédent.

Déterminons d’abord les déformations d’un point quelconque de l’arc
circulaire de rayon R d’une tole tendue -suivant une seule direction, mais
sans trou (fig. 3).

Dans ce cas la déformation verticale d’un-point quelconque de I’arc du
cercle de rayon R est ,

— P =P Rsin® = vp-si
VR(O) = FIR= ERs’m@_ VR - Sin O, \ (1)
tandis que la déformation horizontale de ce point est exprimée par

ur(@) = — 22 . yp = — P Rcos ©® = —ugrcos 6, )
E E

si Pon désigne par Vi la déformation verticale du point B et par Uy la dé-

formation horizontale du point A.

Apres la déformation, les coordonnées d’un point quelconque de P’arc
du cercle sont représentées par les formules
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Xp = Xgr — ur(0) = xR(l—th) = axgr,

YR = YR + vR(O) = yr <1 + [Z;) = byr,

doit , )
- *R R
R = — = ==,

Si 'on porte ces valeurs dans 1’équation du cercle

xi 4 yi —= R%,
on trouve directement
e | IR
RpR=1, 3)
et 'on voit que
ad =a-R,
b =b-R.

Il résulte de ’équation (3) que d’apres Vallongement de la téle, le contour
du cercle se transforme suivant le contour d’une ellipse, dont les demi-
axes sont:
' a' = R— ug,

b =R + vg.

Il faut mentionner ici, qu’en un point quelconque d’une tdle tendue, la con-
trainte de traction a pour valeur p.
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D’apres les considérations que nous avons exposées, mous laisserons
de cOté la charge connue p et, en tous points de la circonférence du cercle
de rayon R, nous appliquerons a la tSle qui se trottve a Pintérieur de ce
cercle la contrainte p affectée du signe opposé. A la tole située a I’extérieur
du cercle, nous appliquerons des contraintes telles qu’elles transforment le
contour circulaire en contour elliptique suivant les déformations représen-



274 F. Szelagowski

tées par les formules (1) et (2), affectées d’un signe contraire (fig. 4), ces
contraintes devant néanmoins impliquer des déformations nulles pour les
parties de la tole situées a Vinfini.
On peut résoudre ce probleme, en introduisant les quantités complexes 2)
z=re'%, et zy = re—tY.

Les déformations d’un point quelconque d’une téle (a U'extérieur du
cercle de rayon R) prennent alors la forme suivante:

Bul-iv(O)+u(O) = —z di(z)+i§—l~[ | D1(z1)dz1-2i [F(z)dz, (4)

avec:

= fww“E

ST 20+ o)’

P oE
—(1—20)(1+ )"

Les fonctions @(z) et F(z) doivent satisfaire aux conditions du probleme
posé et la fonction @(z) se transforme en fonction @1(21), si ’on remplace
la quantité z par la quantité z,. ‘
Etant donné que dans le cas envisagé pour =R, on a:
R R RP(c+1 o—1
P p PR ( 1, )

— i (O) + 4, (O) = —i E sin @ + Sl B

cos O =
et

zz1 =— R?,
en introduisant ces valeurs dans ’expression (4), nous remarquons que les

fonctions ®(z), @,(z,) et F(z), doivent pour satisfaire aux conditions du
probleme, prendre les formes suivantes:

2pR*(1—0) 1

O =T3340 2 | ®)

_ 2pR*(1—o0) 1 A

Q@) = GBS de) a2 ©)
_ pR 3R:(1—0a) 1

F(z)—7£?[1+(1+o)(3—~4o)'?2]' @

Dans ces conditions, les fonctions @(z), ®(z;) et F(z) sont completement
déterminées.

Les valeurs des contraintes (a 'extérieur du cercle de rayon R), dues
aux déformations peuvent étre obtenues en wutilisant les deux équations 3).
suivantes:

2+ i(Xi— V) = — 2 2 P @) + F(2)

X, + Vy’ — 1, [D(2) + Di(z1)] -

2) G Kox osow: Sur les problemes de I’élasticité a deux dimensions. C.R. 1908.
— Sur les problémes de P’élasticité a deux dimensions. C. R. 1909, — Uber ;mlge Eigen-
slc(?]aften des ebenen Problems der Eldshznatstheorle Zeitschrift fiir Math. und Phys.
4
8) Ibid. 2.
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En introduisant ici les expressions précédentes (5), (6) et (7), on trouve,
apres quelques simplifications:

2X) 4 i(X,— Vy) = —ip(R) s 20— isin26) —

— i 3:)6140)[ 3(§-)2](cos4(~)_~isin4(~))},

L 2p(1— o) R) ;
XYy =01 o3240 () cos26,

d’ou l'on peut tirer immédiatement les valeurs des contraintes:
=S 20 b sl gl (s
Xe= % r,) 1- 2(1+0)(3 46)1 29 (14 0)340) cos 40y,

Y, = p;(RY{[IJrZ . )] cos26- in ;);30 4U)l ) cos 4 @},

r (1+r)(3 40

N=-3 (If) sin26- i+ ;15(—‘3'540) |2-3 (5) ] sin46|.

Enfin, en ajoutant d’aprés le principe de superposition, les deux états de
surcharge considérés plus haut, on obtient comme résultat définitif la trac-
tion (suivant une seule direction) d’une toéle avec partie centrale rigide de
section circulaire.

Les expressions des contraintes s’écriront alors comme suit:

X, = Xi,
Y, =Y/ —p,
X, = X.
Il en résulte que la contrainte V, est maximum au point B du cercle de
rayon R (fig. 2), c’est-a-dire pour 1’angle @—w, et Pon trouve directement
1—
ho =513+ 1 oemaal

Dans le cas de l’acier, si I’on mtroduxt plus haut ¢ = 0,29, on trouve immé-

diatement:
Yy(B) 2 1,65-p.

On voit ainsi que la valeur de la contrainte, dans le cas de ’existence d’une
partie centrale rigide de section circulaire, augmente de 65 oo par rapport
a la valeur de la contrainte correspondante au cas de la ‘traction (suivant
une seule direction) d’une téle homogene.

Les essais effectués4) confirment le résultat, obtenu plus haut, car on
a pu remarquer que les plus grandes déformations des éprouvettes se pro-
duisaient en effet au point B, — lieu d’une premiere fissuration.

Enfin, on peut encore mentionner, que dans une construction, les as-
semblages avec boulons soudés sont plus avantageux que les assemblages

4) Ibid. 1.
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rivés, dans lesquels les trous provoquent 'augmentation des contraintes (au
point A) qui atteignent des valeurs trois fois plus grandes, que dans une
tole homogene (tendue 'suivant une direction).

I1 faut également remarquer, que la forme du contour ‘dune partie
centrale rigide, et sa position par rapport a la direction de la charge, ont
une grande influence sur Paugmentation des contraintes.

C’est pourquoi nous étudierons encore V’influence d’une partie centrale
rigide de section elliptique sur la répartition des contraintes dans une
tole tendue suivant une seule direction (fig.5).

TRTIRILSNRILEY
c —( _ ¥ l
AN
T

Nous introduirons dans ce probieme la fonction f({), exprimée par la
formule:

2= Q) = g +e), (®)
dans laquelle ¢ représente la distance du foyer, et

L=¢+in.

Apres quelques simplifications, la formule (8) peut s’écrire sous la forme
suivante:

f@)=x+iy=ccosnChé&+ icsinySh ¢,
d’oi1 nous obtenons immédiatement

x=ccosnCh¢, 9
y —csinyShé. (10)

Les parametres & et #» forment ici un systéme de coordonnées curvilignes
orthogonales.

- Nous déterminerons ensuite, comme dans le cas précédent, les défor-
mations d’un point quelconque du contour elliptique de demi-axes a et b
d’une tole homogene, tendue suivant une direction.
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Ces déformations seront:

uazgtcoanha, (11)

Ve = — "'z:/* csiny Sha, (12)

olt u, exprime le déplacement vertical et v, le déplacement horizontal.

Nous laisserons maintenant de c6té la charge connue p et, a tous les
points du contour elliptique de demi-axes a et b, nous appliquerons a la
tole qui se trouve a Pintérieur de D’ellipse la contrainte p changée de signe
(compression). A la téle située a extérieur de 1’ellipse, nous appliquerons
des contraintes telles qu’elles provoquent en tous points des déformations
représentées par les formules (11) et (12) mais changées de signe, ces con-
traintes: devant toutefois impliquer des déformations nulles pour les points
de la tole situés a linfini.

Les déformations d’un point queloconque de la tole a D'extérieur de
Pellipse de demi-axes « et & peuvent alors s’écrire comme suit:

Bu(—ug+ivy) = f(Ll)@(L)—&i:}:‘L—l [ D@ HE) b +2i [ FO () dt, (13)

ol les fonctions @({) et F({) doivent satisfaire aux conditions du probleme
- posé, et la fonction @({) se transforme en fonction @,(f,), si 'on remplace
la quantité ¢ par la quantité Z,.
Etant donné que dans le cas considéré de l'ellipse a demi-axes « et b,
c’est-a-dire pour &= o, nous avons
P

. i
—Ug+ LV = —~Eccos 'erha+ ad

E CSin i/Sha.._:

= g%[e‘-’“‘gr(0~ ) e S el)—eS(o+)+e (0 -1)],

et
-1 == 20‘—;9

en introduisant ces valeurs dans l'expression (13), nous remarquous que
les fonctions @({), P(¢;) et F({), doivent, pour satisfaire aux conditions
du probléme posé, prendre les formes suivantes:

o 2p e %o —-1)—e"*(o +1)
PO=(11G-40) (@9 ’
e 2p e** 5o -1)—e 5 (o +1)
P& = 110G 40 @ esy
_p e (o4l —et(o-1)]
FO=iery  @-ey +
pletl)—e**(o—1)] {e “[e?@ 9 —gm3a] ~3eias— G 9]
* i(c+1)(3-40) (e5—e%)® B

Dans ces conditions, les fonctions ®({), @,({;) et F() sont completement
déterminées.
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En ce qui concerne les valeurs des contraintes dues aux déformations
a Pextérieur de lellipse &= «, on pourrait les obtenir en utilisant les deux
équations suivantes: ,
T N i ooy g 1
2Xy + l()(x - yy) - "'2[(1(51) b (@) ' f,(C) + F(r))

1 . .
X+ Y, = 2"[‘13(’:) + P1(a)] -

En introduisant ici les expressions précédentes, et en faisant également
intervenir les expressions suivantes:

o —o
@ =c¢Che = c° te ,
2
e(f-_g‘(l
b = —
cShae=c¢ 9 ,

¢ =7Vat 0%,

apres quelques simplifications, on trouve pour la plus grande vaieur de la
contrainte X', au point A de ellipse, c’est-a-dire pour & =« et 5 =0, ex-
pression:

F A o
Xe) = "o (54 1)(3-40) v é)2+(b+l)

iy (5 o) (14

Enfin, en superposant les deux états de charge considérés plus haut, nous
obtenons la traction (suivant une seule direction) dans une tole avec partie
centrale rigide de section elliptique.

La plus grande valeur de la contrainte au point A est ainsi exprimée
par la formule suivante:

SR

: 1+2‘~’€1 |
b+1 ]

Xeay = Xey—p -

11 en résulte que la valeur de la contrainte de traction au point 4 d’une
tole augmentera considérablement si la section de la partie centiale rigide
diminue.

Résumé

L’auteur étudie le probléme de 'accroissement des contraintes dauns une
piece de tdle soumise a la traction ou a la compression et comportant un
dégagement central circulaire ou elliptique dans lequel est placée une barre
assemblée par soudure, de longueur plus grande que 1’épaisseur de la tole
et sollicitée en méme temps que cette tole.

I1 admet que cette barre, dont les déformations sont relativement faibles
par rapport a celles de la partie restante de la tole, se comporte sensible-
ment comme un milien rigide. Dans ces conditions, ¢t dans le cas d’une
contrainte omnilatérale de traction, P’accroissement de la contrainte dans la
section de la partie rigide est de 50 00 lorsque cette section est circulaire.
Cet accroissement est de 65 9, dans le cas olt la contrainte est unilatérale.
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Lorsque la section rigide est elliptique, ’accroissement de ia contrainte
dépend en général du rapport entre les deux axes de P’ellipse. La contrainte
augmente considérablement avec le rétrécissement de la section.

Zusammenfassung

Der Verfasser untersucht die Spannumgen in einer auf Zug oder Druck
beanspruchten gelochten Scheibe fiir den Fall, daB sich im kreisrunden oder
elliptischen Loch ein satt eingepaBter oder eingeschweiiter Stab mit groBerer
Linge als Scheibendicke befindet.

Unter der Voraussetzung, dafl die kleinen Stabverformumgen vernach-
lassigt werden konnen und der Stab somit als starrer Kern aufgefalit werden
kann, betrigt die Spannungszunahme im Scheibenquerschnitt durch Kern-
mitte unter allseitiger Zugspannung 50 9% und unter einseitiger (einaxiger)
Zugspannung 65 oo fiir runden Kern.

Bei elliptischem Kern hingt die Spannungszunahme von der Ellipsen-
form ab. Bei Verminderung des Kernquerschnittes nimmt die Spannung er-
heblich zu.

Summary

The author investigates the stresses in a perforated disc submitted to
tension or compression, in the case where a bar whose length is greater
than the thickness of the disc is fitted tightly, or welded, in a circular or
elliptical hole.

Assuming that the slight deformations in the bar can be neglected and
that the bar may therefore be regarded as having a rigid core, the increase
in stress in the disc cross-section through the middle of the core amounts
to 300, for all-sided tensile stressing and to 65 ¢v for one-sided (unaxial)
tensile stressing for a circular core.

With an elliptical core the increase in stress depends on the form of
the ellipse. The stress increases considerably as the cross-section at the
core diminishes.
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