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INFLUENCE D'UNE PARTIE CENTRALE RIGIDE SUR LA
REPARTITION DES CONTRAINTES DANS UN ELEMENT

TENDU OU COMPRIME

SPANNUNOSVERTEILUNG IN EINER AUF ZUG ODER DRUCK
BEANSPRUCHTEN RECHTECKSCHEIBE MIT STARREM KERN

STRESS DISTRIBUTION IN A RECTANGULAR DISC WITH RIGID CORE
WHEN SUBMITTED TO TENSION OR COMPRESSION IN ITS PLANE

Dr. Ing. F. SZELAGOWSKI,
Professeur a l'Ecole Polytechnique de Varsovie (Warszawa).

En effe.ctuant des essais sur quelques assemblages soudes1), on a pu
observer que dans une eprouvette tendue, portant un trou circulaire dans
lequel se trouvait une barre de longueur plus grande que l'epaisseur de
l'eprouvette et assemblee avec eile par soudure, il se manifestait, au voi-
sinage de cette assemblage, des deformations differant considerablement des
valeurs correspondant au cas d'une eprouvette homogene.

Fig. 1.

T r T T I \ T f f r f f t f

r\

w W w w W v w ¥ ¥ ¥ ¥ W W W '

p
Fig. 2.

On peut certainement admettre que cette barre, dont les deformations
sont relativement faibles par rapport aux deformations de la partie restante
d'eprouvette, se comporte presque comme un corps rigide.

II est donc interessant <fetudier Finfluence d'une teile barre, consideree

x) F. Szelagowski et A.^szenicki: Essais effectues sur quelques assemblages soudes.
Memoires de ^Association Internationale des Ponts et Charpentes, Zürich 1936.
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comme constituant une partie centrale rigide, sur la repartition des contraintes
dans un element d'ouvrage.
Considerons d'abord le cas simple, de la traction omnilaterale d'une

tole circulaire avec partie centrale rigide egalement circulaire (fig. 1).
En utilisant ici les formules connues de Lame, on peut ecrire que la

deformation AA d'une tole circulaire avec un trou egalement circulaire, sous
l'action d'une charge uniforme p, est:

2pR

tandis que la deformation AA' de la meme tole, soumise seulement ä quelques

contraintes QR, uniformement reparties sur tout le contour du trou„
est

Dans le cas de l'existence d'une partie centrale rigide, nous avons la
relation suivante:

u' + u" 0.

Nous en tirons la valeur de la contrainte QR:

1 + G

oü g est le coefficient de contraction transversale.
En posant pour l'acier g 0,3, la valeur de la contrainte est:

Q*^ 1,5-/7.

Par suite de l'existence de la partie centrale rigide (de section ciiculaire)^
cette contrainte augmente de 50 o/0 par rapport ä la valeur qu'elle aurait
dans le cas d'une tole homogene.

Considerons ensuite le cas de la traction suivant une seule direction
dans une tole avec partie centrale rigide de section circulaire (fig. 2) et
envisageons le probleme d'une maniere analogue au precedent.

Determinons d'abord les deformations d'un point quelconque de l'arc
circulaire de rayon R d'une tole tendue suivant une seule direction, mais
sans trou (fig. 3).

Dans ce cas la deformation verticale d'un point quelconque de l'arc du
cercle de rayon R est

vR(0) !L.yR ^Rs\ri0= ^.sin<9, (1>

tandis que la deformation horizontale de ce point est exprimee par

uR(&) -^ xR —^Rcos O -uRcosO, (2>

si l'on designe par VR la deformation verticale du point B et par UR la
deformation horizontale du point A.

Apres la deformation, les coordonnees d'un point quelconque de l'arc
du cercle sont representees par les formules



d'oü
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xr xR — uR(0) xR\\— ~J axR,

yk yR + vR(ß) yR (\ + -E) *>yR,

XR= rr, yR
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a ' ' b

Si l'on porte ces valeurs dans l'equation du cercle

4 + J* *'.
on trouve directement

et l'on voit que

v'2 ,/2

ä°- ^ b'9-
(3)

a! a • R,
V b- R.

II resulte de l'equation (3) que d'apres l'allongement de la tole, le contour
du cercle se transforme suivant le contour d'une ellipse, dont les demi-
axes sont:

a' R — uR,
V — R + vR.

II faut mentionner ici, qu'en un point quelconque d'une tole tendue, la oon-
trainte de traction a pour valeur p.

<y

e

*JYbM.

R-U*

J

URB

ig

sa

Fig. 3. Fig. 4.

D'apres les considerations que nous avons exposees, mous laisserons
de cote la charge connue p et, en tous points de la ciroonference du cercle
de rayon R, nous appliquerons ä la tole qui se trouve ä Pinterieur de ce
cercle la contrainte p affectee du signe oppose. A la tole situee ä Pexterieur
du cercle, nous appliquerons des contraintes telles qu'elles transforment le
contour circulaire en contour elliptique suivant les deformations represen-
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tees par les formules (1) et (2), affectees d'un signe contraire (fig. 4), ces
contraintes devant neanmoins impliqluer des deformations nulles pour les*

parties de la tole situees ä l'infini.
On peut resoudre ce probleme, en introduisant les quanthes complexes2)
2=_ rei0, et z1 /&-l°.

Les deformations d'un point quelconque d'une tole (ä Fexterieur du
cercle de rayon R) prennent alors la forme suivante:

8u [ ivr(ß) + ur(S)) =~zx&(z) + ~^- \ &x(zx)dzx -21 \ F(z)dz (4)

avec:

' ~2(\ + a)'

__
gEK- (\^2g)(\+raj-

Les fonetions <P(z) et F(z) doivent satisfaire aux conditions du probleme
pose et la fonetion <P(z) se transforme en fonetion 0x(zx), si l'on remplace
la quantite z par la quantite zv

Etant donne que dans le cas envisage pour r R, on a:

• /^\ /r^\ PR - ^ °PR r\ pR2(G + \ g—\\
— ivr(S) +ih(O) — ifE sin<9 + ^cos0:=2E\ z~ +

zt ''
et

zzt R2,

en introduisant ces valeurs dans Pexpression (4), nous remarquons que les
fonetions 0(z), ^1(2^) et F(z), doivent pour satisfaire aux conditions du
probleme, prendre les formes suivantes:

2pV(\-o) 1

*W — (l + ff)(3_4ff) z*> W

F(Z) - lz^ l1 +
(1 + 4(3 -Ta) '^1 •

Dans ces conditions, les fonetions <P(z), (Px(z1) et F(z) sont completement
determinees.

Les valeurs des contraintes (ä Fexterieur du cercle de rayon R), dues
aux deformations peuvent etre obtenues en utilisant les deux equations 3)
suivantes:

2X; + i(X'x - y;) - l2zx &'(z) + F(z)

K + y;~ l [<*>(*)+<m*1)].

2) G. Kolosow: Sur les problemes de Pelasticite ä deux dimensions. CR. 1908.
— Sur les problemes de Pelasticite ä deux dimensions. C. R. 1909. — Über einige
Eigenschaften des ebenen Problems der Elastizitätstheorie. Zeitschrift für Math, und Phys.
1914.

3) Ibid. 2.
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En introduisant ici les expressions precedentes (5), (6) et (7), on trouve,
apres quelques simplifications:

2X; + i(X'K — YJ) — ip^y Ucos2e — /sin 20) —

- (1 + i)73-4a) [2-3(^)2](cos40- /sin4f>)),

*' + *' ni'fe=4 ,-(^),cos2ö,y (1 -f g)(3 — 4d) \ r
<Poü Fon peut tirer immediatement les valeurs des contraintes:

*- -?(-)'lh-2/i V, J««2Ö n \^-j-J2 3(*)'lcos4ö),2\rML (1 + ö)(3 Ag)\ (l + a)(3-4<x)L V r) J

^ -f(«-)'{-"2S-(I+-^.4j2-3(«)>„48].
Enfin, en ajoutant d'apres le principe de superposition, les deux etats de
surcharge consideres plus haut, on obtient comme resultat definitif la traction

(suivant une seule direction) d'une tole avec partie centrale rigide de
section circulaire.

Les expressions des contraintes s'ecriront alors comme suit:

Xx ~ Xx
Yy y;-p,
Xy Xy

II en resulte que la contrainte Yx est maximum au point B du cercle de
TT

rayon R (fig. 2), c'est-ä-dire pour 1'angle @==—-, et l'on trouve directement

Yy(B> - f [3 + 4-^L-^y| •

Dans le cas de l'acier, si Fon introduit plus haut g-= 0,29, on trouve
immediatement:

Yy{B)^ 1,65 p.
On voit ainsi que la valeur de la contrainte, dans le cas de l'existence d'une
partie centrale rigide de section circulaire, augmente de 65 °/o par rapport
ä la valeur de la oontrainte correspondante au cas de la traction (suivant
une seule direction) d'une tole homogene.

Les essais effectues4) confirment le resultat, obtenu plus haut, car on
a pu remarquer que les plus grandes deformations des eprouvettes se pro-
duisaient en effet au point B, — lieu d'une premiere fissuration.

Enfin, on peut encore mentionner, que dans une construction, les
assemblages avec boulons soudes sont plus avantageux que les assemblages

4) Ibid. 1.
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rives, dans lesquels les trous provoquent Paugmentation des contraintes (au
point A) qui atteignent des valeurs trois fois plus grandes, que dans une
tole homogene (tendue suivant une direction).

II faut egalement remarquer, que la forme du contour d'une partie
centrale rigide, et sa position par rapport ä la direction de la charge, ont
une grande influence sur Paugmentation des contraintes.

C'est pourquoi nous etudierons encore Finfluence d'une partie centrale
rigide de section elliptique sur la repartition des contraintes dans une
tole tendue suivant une seule direction (fig. 5).

tt tttttttttf

,111X111 [TJTTTT
P

Fig. 5.

Nous introduirons dans ce probleme la fonetion f(f), exprimee par la
formule:

* /<£)= ^(ee + erS), (8)

dans laquelle c represente la distance du foyer, et

Apres quelques simplifications, la formule (8) peut s'ecrire sous la forme
suivante:

/ (t) — x + Iy c cos r] Ch g + ic sin t] Sh f
d'oü nous obtenons immediatement

x — c cos ij Ch f,
y c sin y Sh |.

(9)

(10)

Les parametres | et rj forment ici un Systeme de coordonnees curvilignes
orthogonales.

Nous determinerons ensuite, comme dans le cas precedent, les
deformations d'un point quelconque du contour elliptique de demi-axes a et b
d'une tole homogene, tendue suivant une direction.
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Ces deformations seront:

ua—c cos rt Ch a (11)

va -a£ csm ySha, (12)

oü ua exprime le deplacement vertical et va le deplacement horizontal.
Nous laisserons maintenant de cote la charge connue p et, a tous les

points du contour elliptique de demi-axes a et b, nous appliquerons ä la
tole qui se trouve ä Pinterieur de l'ellipse la contrainte p changee de signe
(compression). A la tole situee ä Fexterieur de l'ellipse, nous appliquerons
des contraintes telles qu'elles provoquent en tous points des deformations
representees par les formules (11) et (12) mais changees de signe, ces
contraintes devant toutefois impliquer des deformations nulles pour les points
de la tole situes ä Pinfini.

Les deformations d'un point quelconque de la tole ä Fexterieur de
l'ellipse de demi-axes a et b peuvent alors s'ecrire comme suit:

8p(-iia + iva) ffa)®®-^^ (13)

oü les fonetions &(£) et F(£) doivent satisfaire aux conditions du probleme
pose, et la fonetion <P(£) se transforme en fonetion ^i(Ci), si l'on remplace
la quantite £ par la quantite £±.

Etant donne que dans le cas considere de l'ellipse ä demi-axes a et b,
c'est-ä-dire pour | a, nous avons

p ^. iop ol-ua+ iva ——c cos t) Ch a + ' c sin h Sn aL L

4j?[e2a s*(o-l)-e2aS(G + l)-e~^(o+\) + e-Z(G-l)],
et

w\ 2 a — 1",

en introduisant ces valeurs dans Pexpression (13), nous remarquons que
les fonetions <P(£), ^i(fi) et F(£), doivemt, pour satisfaire aux conditions
du probleme pose, prendre les formes suivantes:

^ _ 2p e**-£(o - l)-e:s(a + 1)

^i(^i)

(1 +ff) (3-4 ff) (et-e-S)

2p eia~^(o- l)-g-s.(ff + l)
(1 + ff)(3-4a)

'
(e&-*-«.) '

/7[(ff + l)-g2"(ff-l)] {g-g[g2(»-') - e~-a\ - 3e2a~s ~ e~(-aS)}+ /(ff+ 1) (3-To)" (e«-e-S)3 '

Dans ces conditions, les fonetions <P(C), #i(Ci) et F(g) sont completement
determinees.
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En ce qui concerne les valeurs des contraintes dues aux deformation^
ä Fexterieur de l'ellipse | a, on pourrait les obtenir en utilisant les deux
equations suivantes:

2X; + i(X'x- Y'y) -l2 fx(Cx) &Q • j + F(.),

x* + ry= \ [&(£)+ ^i(ti)].

En introduisant ici les expressions precedentes, et en fai&ant egalement
intervenir les expressions suivantes:

_, ea + ea
a c Ch a — c

b — c Sh a c

c ^ a1 b1

apres quelques simplifications, on trouve pour la plus grande valeur de la
contrainte X\ au point A de Pellipse, c'est-ä-dire pour | a et /; 0,
Pexpression :

lx(A)

a

1 + 2
b a

+ 1

p I a \L /ß ,\

-2,;+» ¦(»• <i4>

Enfin, en superposant les deux etats de charge consideres plus haut, nous
obtenons la traction (suivant une seule direction) dans une tole avec partie
centrale rigide de section elliptique.

La plus grande valeur de la contrainte au point A est ain^i exprimee
par la formule suivante:

XX(A) ~ XX(A) P •

II en resulte que la valeur de la contrainte de traction au point A d'une
tole augmentera considerablement si la section de la partie centrale rigide
diminue.

Resume
L'auteur etudie le probleme de Faccroissement des contraintes dans une

piece de tole soumise ä la traction ou ä la compression et comportant un
degagement central circulaire ou elliptique dans lequel est placee une barre
assemblee par soudure, de longueur plus grande que Pepaisseur de la tole
et sollicitee en meme temps que cette tole.

II admet que cette barre, dont les deformations sont relativement faibles
par rapport ä Celles de la partie restante de la tole, se comporte sensiblement

comme un milieu rigide. Dans ces conditions, et dans le cas d'une
contrainte omnilaterale de traction, Faccroissement de la contrainte dans la
section de la partie rigide est de 50 o/0 lorsque cette section est circulaire.
Cet accroissement est de 65 o/0 dans le cas oü la contrainte est unilaterale.
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Lorsque la section rigide est elliptique, Faccroissement de la contrainte
depend en general du rapport entre les deux axes de l'ellipse. La contrainte
augmente considerablement avec le retrecissement de la section.

Zusammenfassung
Der Verfasser untersucht die Spannungen in einer auf Zug oder Druck

beanspruchten gelochten Scheibe für den Fall, daß sich im kreisrunden oder
elliptischen Loch ein satt eingepaßter oder eingeschweißter Stab mit größerer
Länge als Scheibendicke befindet.

Unter der Voraussetzung, daß die kleinen Stabverformungen vernachlässigt

werden können und der Stab somit als starrer Kern aufgefaßt werden
kann, beträgt die Spannungszunahme im Scheibenquerschnitt durch Kernmitte

unter allseitiger Zugspannung 50 °o und unter einseitiger (einaxiger)
Zugspannung 65 o/0 für runden Kern.

Bei elliptischem Kern hängt die Spannungszunahme von der Ellipsenform
ab. Bei Verminderung des Kernquerschnittes nimmt die Spannung

erheblich zu.

Summary
The author investigates the stresses in a perforated disc submitted to

tension or compression, in the case where a bar whose length is greater
than ihe thickness of the disc is fitted tightly, or welded, in a circular or
elliptical hole.

Assuming that the slight deformations in the bar can be neglected and
that the bar may therefore be regarded as having a rigid core, the increase
in stress in the disc cross-section through the middle of the core amounts
to 50 O/o for all-sided tensile stressing and to 65 o0 for one-sided (unaxial)
tensile stressing for a circular core.

With an elliptical core the increase in stress depends on the form of
the ellipse. The stress increases considerably as the cross-section at the
core diminishes.
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