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ZUSAMMENGESETZTE VOLLWANDTRAGER

POUTRES COMPOSEES
COMPOSED BEAMS

Prof. Dr. F. STUSSI, Generalsekretir fiir Stahlbau der I. V. B. H.,
Eidg. Techn. Hochschule Ziirich.

1. Vorbemerkungen

Das Kriftespiel in zusammengesetzten Vollwandtrigern ist abhingig
voil der Nachgiebigkeit der die Einzelbalken verbindenden Verbindungs-
mittel. Nur bei starren und dicht ausgeteilten Verbindungsmitteln ist die
Spannungsberechnung fiir einen Vollbalken, wie er in der klassischen Bie-
gungslehre vorausgesetzt wird, zutreffend. Die Konstruktionspraxis hilft sich
beispielsweise im Holzbau bei der Berechnung des verdiibelten Balkens
durch die Einfithrung von Wirkungsgraden; die Randspannungen werden mit
einem abgeminderten Widerstandsmoment « - W und die Durchbiegungen mit
einem abgeminderten Trigheitsmoment -/ berechnet. Eine solche Néihe-
rungsberechnung ist solange unbefriedigend, als der Zusammenhang der
Wirkungsgrade « und g mit der Nachgiebigkeit des Verbindungsmittels
nicht bestimmt ist und der EinfluB der Aufteilung der Verbindungsmittel
nicht beriicksichtigt wird. Die Materialpriifung hat wohl die Festigkeits-
werte der verschiedenen Verbindungsmittel des Stahlbaues und des Holz-
baues eingehend untersucht, dagegen fehlt bis heute eine systematische und
umfassende Untersuchung der Nachgiebigkeit, d.h. der Verformbarkeit der
Verbindungsmittel. Hier liegt nach meiner Auffassung eine Aufgabe der
Versuchsforschung fiir die nichste Zukunft vor.

Nachstehend wird das Kraftespiel in einigen ausgewidhlten Beispielen
zusammengesetzter Vollwandtriger untersucht mit dem Zweck, einerseits
der Versuchsforschung die Grundlagen zur Versuchsauswertung und anderer-
seits der Konstruktionspraxis Richtlinien fiir eine verfeinerte Bemessung zu
liefern. Dabei soll sich diese Untersuchung grundsitzlich auf den Bereich
elastischer Formianderungen beschrinken.

2. Der verdiibelte Balken

Wir beginnen mit einem Beispiel aus dem Holzbau und untersuchen das
Kraftespiel in einem dreiteiligen verdiibelten Balken mit doppelt-symmetri-
schem Querschnitt, von dem ein Ausschnitt in Fig. 1 skizziert ist. Durch die
Diibel werden gegenseitige Reaktionen, Diibelkrifte, auf die Einzelbalken
iibertragen; wir denken uns diese Diibelkrifte in ihre Komponenten X
und YV zerlegt (Fig.2). Genau genommen sollte noch eine dritte Gruppe
von Unbekannten, die Diibelmomente Z, eingefiithrt werden; doch kann der
EinfluB dieser Diibelmomente Z als unbedeutend vernachlissigt werden,
wenn wir die Diibelkriafte X in Diibelmitte wirkend annehmen. Zur Be-
stimmung der Diibelkrifte X und Y gehen wir davon aus, daB im Grund-
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250 F. Stiissi

system ohne Diibel (X=0, Y =0) die drei Einzelbalken sich unter der
duBeren Belastung gleich stark durchbiegen sollen oder daB sich also die
duBere Belastung im Verhiltnis der Einzeltrigheitsmomente /., /, auf die
Einzelbalken verteilen soll. Im Grundsystem sind die Einzelbalken somit
durch die Momente

My =M A /2

* jO 5 /"102 = M jO

beansprucht, wenn wir die Abkiirzung /,= 2J, - J, einfiihren.

e
*f] }_ = ﬁ—_é Vi //L}dz
p o — | —— 4\

|

N

Z{
|
it
|
|
:‘-«l

|
N T
NENN

0; Oy
Fig. 1
M
_€| ; ) ¢
7 Xi-1 X;
Ji- i
<___L ..az J, ’Xi-r Xi
s e Cz
==
- ] c
T [ %51 s
Ji-1 ¥
4.é— a’ﬁ Xj-1 X z
M, I /-1 /
-&————d/'v—-‘—ﬁ
Fig. 2.

Bei der Bestimmung der Diibelkrifte wollen wir an Stelle der lotrechten
Komponenten Y die durch sie verursachten Momente M, und an Stelle der
wagrechten Komponenten X ihre vom linken Auflager her aufsummierten
Resultierenden L einfithren. Die resultierenden Momente betragen damit im
Randbalken

M1 M01———My——L, 5} (la)
und im Mittelbalken
My = M02+2M —L;-2¢. (lb)

Zur Bestimmung der neuen iiberzihligen GroBen M, und L stehen uns nun
zwei Gruppen von Elastizititsbedingungen zur Verfiigung. Die erste dieser
Bedingungen sagt aus, daf die Einzelbalken in allen Knotenpunkten gleiche
Durchbiegungen aufweisen miissen. (Wir verzichten somit auf eine Beriick-
sichtigung der vernachldssigbaren lotrechten Zusammendriickungen von
Diibeln und Balken infolge der Krifte Y.) Fassen wir die Biegungslipien
als Seilpolygone zu den elastischen Gewichten K auf, so ist die Bedingting
gleicher Durchbiegungen erfiillt, wenn die elastlschen Gewichte K der Ein-
zelbalken in entsprechenden Knotenpunkten miteinander {ibereinstimmen.
Vernachlissigen wir bei dieser Bestimmung der Uberzihligen die kleinen Ein-
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fliisse der Léingé- und Querkrifte auf die Durchbiegungen, so ist unter Vor-
aussetzung linearen Momentenverlaufs zwischen den Knotenpunkten
_
~ O6E/
1
Y
Setzen wir die Werte M, und M, nach Gleichung (1) ein, so ergibt die
Gleichsetzung K,;; = Ks; nach kurzer Zwischenrechnung

3:(h-26-

Jo-c
d;- (Mu&l + 2Myi) + di+1 : (2Myi + Myi+1) =T -/0 et 1) (di'Li + di+l : Li+1) (2)

Kii di - Myia+ 2My) + dig - QM+ M),

Kz [di - (Mai 1+ 2M25) + diyg - (2 Mz + M2>[+1)] .

Bei gleichen Feldweiten, d;=d;,1 vereinfacht sich Gleichung (2) auf
3-(h-2a-h

Myi»fl + 4Myi + Myt;+1 — JO

D it L) 2a)

Die zweite Gruppe von Elastizititsbedingungen gewinnen wir durch
Betrachtung des Abstandes der Diibelmitten im verformten Balken. Bezeich-
“nen wir mit Ad; die Lingendnderung der ideellen untern Randfaser, in der

Fig. 3.

Hohe der Diibelmitte gemessen, des oberen Randbalkens und mit 44/ die
Liangenanderung der ideellen oberen Randfaser des Mittelbalkens, sowie mit

& 1 und ¢ die Verfoflmungen der Diibel D;_; und D;, so ist nach Fig. 3
Ad! + ¢ = Ad" + & 4. (3)

Fithren wir die Mittelwerté M;,, der Momente M; iiber das Feld 4; ein, so
betragen die Langeninderungen Ad der betrachteten ideellen Fasern

P (M1im-61 Li)
=g\ TH
und
di  Msim - ¢
Mdi — — & .
& E Jo

Die Diibelverformungen setzen wir im Sinne der Elastizititstheorie propor-
tional zu den- Diibelkraften X ein, wobei wir den Verformungswiderstand
C der Diibel einfiihren:

Xia __ Li—Liy

g g == —=— = —,
N Cia
X Ligy—L;

&; - == -

oF C;
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Damit und durch Einsetzen der Momentenwerte M, und M, nach Gleichung
(1) liefert uns die Elastizitéitsbedinguyng Gleichung (3)

d,' C ./ Li L[ —_ Li
[ L (Mzm j Mytm " Li . Cl) T Fl] + S

E LA C/
—_ g_’ JC: . (M’”’J{Oz 4 2Myim—Li-262)+ L,C—,tL{l_l
oder geordnet
—cattlarar e Gt Rl -9
— E% e+ @) - Mim + g . (2/262 2) Myim (4)

Bei konstantem Diibelwiderstand C; ;= C,=C ergibt sich das Glei-
chungssystem (4) in der etwas einfacheren Form

e Lig+ L [2 g (c‘ + 2;; + ,l;)] — L =

C d C. d (2 (5] a

E./ (C1 + CZ) Mmz + - F _/2 -/1 ) Myim . (4 a)

Die Gl-eichungen (2) sind nun fiir jeden Knotenpunkt, die Gleichungen
(4) fiir jedes Feld unter Beachtung der Randbedingungen My, ==0, L,= 0
anzuschreiben. Die beiden Gleichungssysteme sind nun aber nicht unab-
hingig voneinander, weil in Gleichung (4) neben der Unbekannten L auch
die Unbekannte
. Myim = ————M l_lzfiw—yi

im Belastungsglied vorkoramt. Abgesehen von einer Losung durch sukzes-
sive Anndherung muf} somit ein Gleichungssystem geldst werden, das gleich-
zeitig alle Unbekannten L und M, enthilt. Dieser etwas beschwerliche Weg
kann dadurch umgangen werden, daB wir die beiden Gleichungssysteme
(2) und (4) derart miteinander kombinieren, daB die eine der beiden
Gruppen von Unbekannten, beispielsweise M,, eliminiert wird.

Wir wollen diese Kombination der Einfachheit halber fiir dea Fall
gleicher Feldweiten (Gleichung (2a)) und konstanter Diibelwiderstinde
(Gleichung (4a)) durchfithren, wobei wir der leichteren Handhabung wegen
die beiden Gleichungssysteme in der abgekiirzten Form

My +4AMy; + Myjy = @ - (Li + Liya) (2b)
_Li—-1+ w'Ll."/‘ Li+1 — ‘Ll~Mim+V'(My{'.—1+Myi) (4b)

schreiben. Um die Unbekannten M, zu eliminieren, schreiben wir Gleichung
(2b) fiir die Knotenpunkte i— 1 und / an und erhalten durch Addition und
Multiplikation mit »

v (My; 2 +5My; 1 +5Myi + My; 1) = v - (Lia+ 2L+ Liyq)
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Die fiir die Felder d;_y und d;,1 einfach, fiir das Feld d; 'd.agegen vierfach
angeschriebene Gleichung (46) liefert durch Addition
ve(My; o+ 5My; 1 +5My;i+ Myir) + - (Mi_y,m + 4 Mi + Mis1,m)
=—Li o+ @w-4) L1+ @y-2)- Li+ (w—4)- Lij1— L2

Durch Subtraktion ergibt sich nun das von den Unbekannten M, befreite
fiunfgliedrige Gleichungssystem der Unbekannten L

— L s+ (y-4-v@)- L1+ (dy-2-2v-9) - Li+ (y-4-v-¢) - Lija— Lyy2
=u--Mi_1+4M;+ Mi)n (5)

Durch eine ihnliche Kombination finden wir fiir das Anfangsfeld o, die
erste Gleichung des Gleichungssystems

By-1-vg) - Li+(y-3-v¢)-Lo—Ly=u -GMi+ M)n. (53)

Damit ist die Aufgabe grundsatzlich geldst: durch Auflosen des Gleichungs-
systems (5) finden wir die Unbekannten Z; und daraus durch Auflosen des
Gleichungssystems (2) die Unbekannten M,. Damit kénnen nun die Span-
nungen und Durchbiegungen des verdiibelten Balkens berechnet werden;
so betragen beispielsweise die Spannungen am (unteren). Balkenrand

1 J. L

(7:~W;<M- Jl ——My—L-q)—{—Fl -

Die von M und M, herrithrenden Spannungsanteile verlaufen linear von

Knotenpunkt zu Knotenpunkt, wiahrend die von L herrithrenden Anteile iiber

die Feldweiten konstant sind. Dadurch entsteht ein zickzackférmiger Ver-

lauf der Randspannungen iiber die Balkenlange; praktisch sind die Unstetig-

keiten an den Knotenpunkten durch s-féormige Ausrundungen zu beheben

(Lastverteilung). Bei enger Diibelteilung, d <2/, wird allerdings die Zick-

zackform sich verlieren und die Randspannungslinie kann aus den Span-
nungswerten in Feldmitte allein bestimmt werden.

Eine wesentliche Vereinfachung der Bestimmungsgleichungen fiir L
kann nun dadurch erhalten werden, daB wir in das Belastungsglied der
Gleichung (4) einen angenidherten Wert von M,;, aus Gleichung (2) ein-
fithren:

./1 . 262—-—./2 5]

M}’illl ;*-Q o '7"77“"7(;4““—“» T Li * (2 c)
Mit
2 C2 Cl) (./1 . 2(,‘2 -—./2 . 61)'2
e -1 - M i T e S 1
( Jo J1 ¥ J1-dp o Jy L
erhalten wir aus Gleichung (4)

L,'+1 [ 1 1 di (612 2 (,'22 1 (./1 . 26-)—./2 . C])g)] L; 1 d;
- +Lj' R R N e - e e W oy oz T N
Ci Ci+1Jr C: "E SR +Fl JioJe - Jy G -ES 2 Mim
wobei j =2 (¢; -+c,) bedeutet. Der Klammerausdruck 148t sich durch kurze
Zwischenrechnung und mit :

Jy + ](2-'/71 =/



254 . F. Stiissi

noch zusammenfassen, so daBl wir das ,wvereinfachte Gleichungs-
system¢

— !.‘f:l + L;- l ], + ,1,,, a; + J;] —_ éi_tl, _ /

Cia Cih C " El-F. C; EJ, 2 * Mim (6)

erhalten.

/7, ———— __J_._
Cr
—I_—- A ——

(%3 €,

ﬂ’z X . -1t —ﬁ—f
S

by -1
+——]

Fig. 4.

Diese vereinfachte Gleichung (6) kann nun auch direkt und einfacher
gefunden werden, indem wir die Elastizititsbedingung gleicher Durchbie-
gung der Einzelbalken (nidherungsweise) dadurch ausdriicken, daB je in
Feldmitte die Normalspannungsbilder iiber die drei Einzelbalken gleiche
Neigung besitzen sollen (Fig. 4):

Ao _ o
€1 o €2 '
Die Elastizititsbedingung Gleichung (3) ergibt damit
di( A0 ) Ln—L _ & dos Li—Lia .
F o1s + e G + c E o e+ C ., (7

Eine Momentengleichgewichtsbedingung liefert

A 2
Mi=ams-F-j+2.- 7% 2,
€ e

woraus wir mit o1s- F;=1L; und 2/, --J,=J,

Ao
oder
" = (8a)

erhalten. Durch Einsetzen finden wir aus der Elastizititsgleichung (7)

d; ( Ly Mi—L-f ) . Lin L | L Lig

E\TRY 4 re)=—a e ten T el
die mit ¢ + o = / und 1+ o /- mit Gleichung 6 iibereinstimmt’

tTET AT2h 7 R/ £
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Es soll nun die Genauigkeit des vereinfachten Gleichungssystems (6)
durch Vergleich mit der genauen Ldésung (5) in einem Zahlenbeispiel iiber-
priift wenden. Fiir das in Fig.5 skizzierte Beispiel mit drei satt aufein-
anderliegenden Einzelbalken und den angegebenen Abmessungen und Be-
lastungen lautet das Gleichungssystem (5), unter Beachtung der Symmetrie:

! l |
Feld | Lo Lo | L L Ly | L Be'asgt;‘“gs’
B 7565 @ -0235 -1 8,748
2 | -1235 | 09330 -1235 -1 | 26,244
3 | -1 S -1235 9330 -1,235 -1 42,768
4 -1 -1235 9330 1,235 i 1 54,432
5 | -1 1235 9330 2235 | 61,230
6 | = -2235 8095 | 66,096
|
Das vereinfachte Gleichungssystem (6) lautet:
: : ; | ;
Fld | L L, Ly Lo Ly Ly | Pelestnes
_ i I i ‘ i :
{ { i
1 2,810 ‘ -1 | | 1,458
2 | -1 2,810 | -1 | - 4374
3 P - 2,810 -1 5 7,290
4 -1 2810 -1 : 9,234
5 -1 2,810 | —1 10,206
6 | -1 1,810 11,178

Die Auflésung der beiden Gleichungssysteme liefert die Losungen:

| & L Lo L L L
| | | | e

Gl.5 | 2406 5334 8200 | 10428 | 11872 | 12,731
Gl. 6 2,419 . 5,338 8,207 ' 10,434 = 11,879 | 12,739

Die sehr gute Ubereinstimmung der beiden Losungen zeigt, daB das ver-
einfachte Gleichungssystem (6) an Stelle des schwerfilligeren Systems (5)
durchwus zur Berechnung der Unbekannten L geniigt. Gleichung (2) liefert

nun die Unbekannten M,. In Fig.5 sind die Ergebnisse der Berechnung
(Langskrafte L, Diibelkrifte X, Momente My, und M,, Randspannungen o)
zusammengestellt

Bei der Berechnung eines zweiteiligen symmetrischen Balkens ist
zu beachten, daB wegen J,=0, ¢,=0 die Unbekannten M, verschwinden,
daB dagegen nun von den Verformungen einer Diibelreihe gegeniiber frither
die verdoppelte Differenz der Randfaserdehnungen zu kompensieren ist; die
Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannten L lautet deshalb hier

L; 4 [ 1 di-J] Liyw _di-f
— ==+ L 2. — = im !
citt g, ot G Rl E = O
1) F. StUssi: Uber den verdiibelten Balken. Schweiz. Bauzeitung, Bd. 122, 1043.
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In Fig. 6 sind die Rechnungsergebnisse fiir einen zweiteiligen verdiibelten
Balken mit satt aufeinander liegenden Einzelbalken dargestellt, der gleiche
Verdiibelung besitzt, wie das Beispiel Fig.5, jedoch sind Spannweite und
Belastung im gleichen Verhiltnis wie die Balkenhohen % reduziert. Der Ver-
gleich der beiden Beispiele Fig.5 und Fig.6 soll eine Beurteilung der in
der Konstruktionspraxis iiblichen Niherungsberechnung erlauben.

L [420* l/kzzof r=420f ,

3

sl

L
NN

. W\\

hgfent

b

A

G

Fig. 5.

Damit eine Naherungsberechnung den dem zusammengesetzten
Balken eigentiimlichen Verlauf der Randspannungen o einigermaBen zutref-
fend wiedergeben kann, miissen wir die Randspannung o in zwei Anteile
zerlegen (Fig.7),

M Q¢
o= + 5t

a-W
wobei der erste Anteil der Spannung in Feldmitte entspricht und mit Hiilfe
des durch den Wirkungsgrad « abgeminderten Widerstandsmomentes o« - W
bere¢hnet wird, wihrend Q, die Querkraft im Randbalken bedeutet. Im zwei-
teiligen Balken (mit zwei gleichen Einzelbalken) ist

(10)
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d=n=0 k=2,

im dreiteiligen Balken dagegein ist
Ql = QOI _ Qy ’

wobei @, im Sinne einer Niherungstheorie wie folgt bestimmt werden kann:
Nach Abb. 4 ist in Feldmitte

M
[ — 7 = 015 + Aoy ;
P=080¢ P-080¢ P-080¢
| ) | {
g N i T T T 1 f
1 W% 1520 F=300°™ C=30tserm |
E=100t/ern?
e gx090-=720m — 3
52
IX | |
! 1 1 ! |
/0‘[ -
AN / g f—
-
i * {
L/ | I N : _&/‘_4_”/_ [ ‘
[
00—/(9'/0/77" ?\&F\;/q/ﬁ ! ' G | P i
. | g W, |
Fig. 6. Fig. 7
Setzen wir ; L
i { o e
et1ze , s F
und nach Gleichung (8a) '
C ‘ A 04 — ,M _‘LLZ e
1= A 1
ein,. so folgt M L, ML} )
- W - Fvl + ./0 S ]
oder :
N £ ( Jo )
L'F'l'el‘f—«lo. e— - - M (11)

Unter Verwendung der (angeniherten) Gleichung (2c¢) folgt daraus
ho2a0—/)a F-th-260—ha) (a 1

R o b o R
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Damit konnen wir nach Einfithrung der Proportionalitit
Mo —M,  Qu—0Q &

M Q Q
die Querkraft @, im Randbalken
) A _ _F-(h-20a—h-a) (el 1 )]
a=|7 poasmal (a2 (13)

bestimmen und damit auch die Randspannungen o nach Gleichung (10) be-
rechnen, sobald der Wirkungsgrad « gegeben ist. Auch die Diibelkrifte
X;=L;y — L; sind nach Gleichung (11) nun in der Niherungstlieorie be-
stimmbar.

Zur Berechnung der Durchbiegungen haben wir ein abgemindertes Trag-
heitsmoment g-J des Balkens einzufithren, das durch

. M Ao M—L-f
Y T EBT T Ee EJ
oder unter Beachtung von Gleichung (11), durch
1 AR f—a W
2 == hatl , 14%
{)’./ a-W-(ﬁ-el-f——Jo) ( ’

gegeben ist. Selbstverstindlich ist der EinfluBl der Querkrifte auf die Durch-
biegungen neben dem EinfluB der Momente noch gesondert zu beriick-
sichtigen.
In den meisten Holzbauvorschriften werden nun die Wirkungsgrade o
mit
o = 0.85 fiir den zweiteiligen und
o = 0.70 fiir den dreiteiligen Balken

vorgeschrieben. Aus unseren Beispielen Fig. 5 und Fig. 6, die ja s> ausge-
wihlt worden sind, ‘daB -sie direkt miteinander verglichen werden konnen,
ergibt sich dagegen (berechnet aus den Spannungen in der Mitte des der
Balkenmitte benachbarten Feldes) der Wirkungsgrad « zu

M 270000 . o ege
¢ = T = 15060 7815 — 0,864 im zweiteiligen und
621 000 . o axs
o = m"gﬁ == 0,863 1m dl‘eltelhgen Ba‘ken.

Im Gegensatz zu den bisherigen Bauvorschriften ist hier der Wirkungs-
grad « fiir beide Bauarten praktisch gleich groB; die Regelung der Holz-
bauvorschriften ist somit unhaltbar.

Der Wirkungsgrad « ist von den Balkenabmessungen, der Anordnung
der Belastung und von der Diibelsteifigkeit C abhingig. Wir wollen diesen
Zusammenhang, wenigstens fiir den Fall gleichmiBig verteilter Belastung ¢,
zunichst fiir den dreiteiligen Balken in geschlossener Form darstellen.

Beim Ubergang auf kleine Feldweiten d wird

Lia—2Li+Lig  d*L

a2 prol
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und bei konstantem Diibelwiderstand C geht das dreigliedrige Gleichungs-
system (6) mit den Abkiirzungen

. C- J C /
© = G Ed- " 4. Ely 2
itber in die Differentlalglelchung
L' —w: L+y - M=0, (15

deren Losung wir mit

L=A-Shox+B. C/z(:;x+;’('jgw+ 7 M

+ ...

o) 4

direkt anschreiben konnen. Fiir den untersuchten Belastungsfail (Fig.8)
ergibt sich mit den Randbedingungen

L =0 fiir x=a

L' =20 fiir x=20 | _ "141 i]

und mit ;:) = %_jf der Wert von L zu 4 *—] |B
w*
}e_ g —7
__FR -] [ q ( Chox ] Fig. 8.
L= 2/ M__m‘-’ 1 — C/zwa)

fiir die Balkenmitte, x = 0, mit ChAw x-—=1 und

_9-rF_gq-a

M = 8 2

wird

= e (=
L = Mu- 55 |1 (v g)* ' chowdl

Setzen wir diesen Wert dem Wert von L nach Gleichung (11) gleich, so
finden wir

AN PO A P T I S
27 —((1)0)2‘ Chwall  F-e-f—J NP 17

oder mit

w2 _2htFp
)/ h
und geordnet
1 2/ a—J-h 2 ( 1
W =1t Sk (wa)? 1~_C/fma)' (10)

Der gleiche Ausdruck gilt auch fiir den zweiteiligen Balken, wenn wir hier
fiir w? den Wert
2C.J

d-Fly-F

entsprechend Gleichung (9) einfiihrea.

In Fig 9 ist der Verlauf von « fiir gleichmiBig verteilte Belastung ¢
nach Gleichung (16) fiir einen zweiteiligen und einen dreiteiligen Balken
mit satt aufeinander liegenden Einzelbalken aufgetragen; die Wirkungs-

m? —
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grade o3 des dreiteiligen Balkens sind bei gleichen Abszissen wa kleiner
als die Werte a, des zweiteiligen.

a

| & 04":?;&

o8

}Q\r
\

a6 »
A

050
a4

2333
az

7 2 7 4 5 6§ wa
Fig. 0.

Nun haben wir aber zu beachten, daffi die Argumente wz in den beiden
Fallen verschiedene Werte besitzen. Fiir einen zweiteiligen Balken ist mit

und fiir einen dreiteiligen mit /:J,=9

o

Beachten wir ferner, daB die beiden Bauarten bei gleichen Einzeibalken
verschiedene Spannweiten / besitzen werden und nehmen wir etwa gleiche
Verhiltnisse von Spannweite zu Tragerhohe, d. h. fiir den dreiteiligen Balken
die anderthalbfache Spannweite des zweiteiligen an, so erkennen wir, daB
diejenigen Punkte der beiden Kurven in Fig.9 einander entsprechen, deren
Abszissen sich wie
(wa)g : (wa)3 =V2 :15- 1/2 = 2%5 = 0,63

verhalten. Einige dieser sich entsprechenden Punktepaare sind in Fig.9 ge-
kennzeichnet und es zeigt sich, in Ubereinstimmung mit dem Vergleich der
Rechnungsbeispiele Fig. 5 und Fig. 6, da im praktisch maBgebenden Bereich
der Wirkungsgrad « fiir den dreiteiligen Balken praktisch gleich groB ist
wie fiir den zweiteiligen. Fiir die Holzbaupraxis muB8 daraus der :Schluf
gezogen werden, daBl in der (verbesserten) Niherungsberechnung des ver-
diibelten Balkens fiir beide Bauarten der gleiche Wirkungsgrad « einzufithren
ist; sein Wert kann in Normalfillen auf Grund der heute vorliegenden aller-
dings nur summarischen Erfahrungen etwa mit « = 0.85 angesetzt werden.
Hartholzdiibel sind dabei mit mo6glichst geringer Nachgiebigkeit, d.h. mit
lingslaufenden Fasern, anzuordnen.
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Das hier untersuchte Kraftespiel in zusammengesetzten Balken gibt uns
in seiner Erweiterung auf vielteilige Balken auch einen Einblick in das Span-
nungsbild von vollen Holzbalken, bei denen die einzelnen Fasern durch
Schichten geringer Schubsteifigkeit miteinander verbunden sind (Fig. 10).

-<—6—>| ‘—5~=1 **—6—»1 & —

TFFZY
4 4 A A

Die Elastizititsbedingung

der klassischen Biegungslehre geht iiber in die Bedingung

0o E o¢%o

(9y2+ G ox*

bei Holz ist der EinfluB des zweiten Gliedes wegen des kleinen Schubmoduls
G auch bei relativ schlanken Balken nicht mehr verschwindend klein.

3. Der Lamellenanschlufl beim Blechtrdger

Im Stahlbau ist es iiblich, die Lamellen von Blechtrigern entweder
voll oder mit mindestens zwei Nietpaaren iiber das theoretische Lamellen-
ende hinaus vorzubinden. Die im vorhergehenden Abschnitt durchgefiihrte
Untersuchung des dreiteiligen verdiibelten Balkens 148t sich nun direkt auf
die Untersuchung eines durch ein aufgenietetes Lamellenpaar verstiarkten
Grundprofiles iibertragen, insbesondere bleibt Gleichung (6) zur Bestim-
mung der zwischen Lamelle und Grundprofil wirkenden Langsschubkrifte L
giiltig. Setzen wir zur Vereinfachung die Eigentrigheitsmomente J/, der
Lamellen gegeniiber dem Tragheitsmoment /, des Grundprofils als vernach-
laBigbar klein voraus (/,=1/,), so verschwinden die Momente M, und die
Normalspannungen o ergeben sich recht einfach zu

= Lo in der Lamelle und
A
a— M—Li-T 3m Rand des Grundprofils.
We
Dabei sind die Unbekannten L durch Auflésung des Gleichungssystems (6)

. C- di ./) . C. di f
sz—i + Ll (2 4“%?1 -To '——L-+1——— —E“ja— . E.Mlm

zu bestimmen.
In Fig.11 sind die Ergebnisse eines durchgerechneten Beispieles dar-

gestellt (Materialverteilung, Nietkridfte N im Nietpaar, Spannungen ¢, und
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6,), das allerdings absichtlich etwas ungiinstig ausgewihlt wurde (kurze
Lamellen, groBer Nietabstand d = 20m=="7,7-@ fiir Nieten @ 26, knappes
Vorbinden mit zwei Nietpaaren, Belastung durch die Eiuzellast P,). Fiir
den Verformungswiderstand C eines einschnittigen Nietes wurde der Wert

C = 30 tlcm? . &*
eingesetzt, der aus den bekannten Versuchen mit Nietverbindungen von

Rudeloff herausgelesen werden kann 2). Die berechneten Spannungen sind
auf die Nettoquerschnitte bezogen. :

M ]
404
Won - Gau,
\
i
80 {mt /M'qu[
1
1]
54 N !
w4t 1L

Fig. 11.

Die genauere Untersuchung dieses Beispiels, dessen Bemessung nach
den iiblichen Regeln der Stahlbaupraxis durchaus in Ordnung ist, zeigt nun,
daB sowohl das erste Nietpaar mit rd.11 o als auch das Grundprofil in
Tragermitte mit® rd. 17 oo iiberbeansprucht sind, wahrend das aufgenietete
Lamellenpaar nur mit etwa 65 o0, also ungeniigend ausgeniitzt ist. Bei einer
VergroBerung des angenommenen Nietwiderstandes C wire die Uberlastung
des ersten Nietpaares noch groBer geworden, wihrend umgekehrt bei einer

"2) F. Stussi: Beitrige zur Berechnung und Ausbildung zusammengesetzter Voll-
wandtriger. Schweiz. Bauzeitung, Bd. 121, 1943.
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Verkleinerung von C das Lamellenpaar noch weniger gut mitgewirkt hatte
und damit das Grundprofil noch mehr iiberbeansprucht worden wire. Die
-Rechnungsergebnisse zeigen also indirekt, daB der eingefithrte Nietwider-
stand C annihernd richtig ist.

Fiir die Konstruktionspraxis des Stahlbriickenbaues ist aus diesem Rech-
nungsbeispiel die Folgerung zu ziehen, daB hier, bei oft wiederholter Be-
lastung, wo wir mit einer wesentlichen Selbsthilfe des Materials vor dem
Ermiidungsbruch nicht rechnen diirfen, die Lamellen iiber das theoretische
Lamellenende hinaus voll vorgebunden werden miissen, mit moglichster
Verkleinerung der Nietabstinde bei den duBersten Nieten. Bei rein oder vor-
wiegend statisch beanspruchten Bauwerken dagegen, d.h. im Stahlhochbau,
darf die sparsamere Regel des nur teilweisen Vorbindens der Lamellen,
abgesehen von sehr kurzen Lamellen, ohne Bedenken beibehalten werden.

4. Der Verbundtridger

Als letztes Beispiel sei noch das Kraftespiel in einem aus einer Beton-
platte und einem Stahltriger bestehenden Verbundtriger untersucht. Be-
kanntlich kann eine volle Ausniitzung eines solchen Verbundtrigers nur dann
erreicht werden, wenn die zwischen Betonplatte und Stahliriger wirkenden
Lingsschubkrifte L durch besondere Gleitsicherungen (,,Diibel*) einwand-
frei -iibertragen werden. Dabei stellt sich hier fiir uns im Besonderen die
Frage, ob durch die Diibelverformungen, wie sie auch bei guter konstruk-
tiver Ausbildung vorkommen, die Beanspruchungen gegeniiber dem nach der
klassischen Biegungslehre vorausgesetzten Vollquerschnitt merklich beein-
fluBt werden oder nicht.

Bei der Beurteilung der Tragfihigkeit eines Verbundtrigers ist, wie
itbrigens bei Stahltragwerken iiberhaupt, grundsitzlich zu wunterscheiden
zwischen ruhender und oft wiederholter Belastung. Bei ruhender oder sta-
tischer Belastung wird im Bruchzustand unter gewissen Bedingungen die
Elastizititsbedingung (Ebenbleiben der Querschnitte) hinfillig und damit
kann das Bruchmoment direkt aus einer Gleichgewichtsbedingung allein an-
gegeben werden 3); relativ kleine Diibelverformungen beeinflussen somit
das Bruchmoment beim statischen Bruch nicht. Dieser Fall des statischen
Bruches soll uns hier nicht weiter beschiftigen, sondern wir untersuchen
(etwa im Hinblick auf die Anwendung bei Briickenfahrbahnen) das Verhalten
des Verbundtriagers im elastischen Bereich, weil ja bei oft wiederholter
Belastung die Arbeitsfestigkeit des Materials erreicht werden kann, bevor
der Stahltriger nennenswert ins FlieBen kommt.

Auf Grund der Untersuchungen beim verdiibelten Balken diirfen wir
uns auf die vereinfachte Ableitung der Grundgleichung durch Betrachtung
der Spannungen ¢ bzw. Dehnungen s:g— in Feldmitte beschrinken. Aus
dem Dehnungsbild der Fig. 12 ergibt sich (in Analogie zu Fig. 4 und Glei-
chung (7)) die Elastizititsbedingung Gleichung (3) zu

\d,' ( AO'1 ) L5+1——-Li__d[ ( «_/10'2 L_1
E st )t T TR\, f ) . C,,l (17)

. '3) F. Stussi: Profiltriger, kombiniert mit Beton oder Eisenbeton, auf Biegung
beansprucht. SchluBbericht zum KongreB Paris 1932 der 1. V. B. H.
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Eine Momentengleichgewichtsbedingung liefert

A()'l AO‘Q

M=L-f+— -/h+ -J2, (18)

wobei
L=o05-F = o25-F
betragt.

"R

_/// /_e(,‘"____‘_____j L

C: |f é
Eofod )

/%

Fig. 12.

Die Elastizitatsbedingung gleicher Durchbiegung der beiden Einzel-
balken lautet hier

Y| o1 __ a4 02
€1 -E1 - €3 ~ Eg (19)
womit aus Gleichung (18) folgt
Ao A 4
M=L-f+_ 1 (Ey1 + Es A+ El).

Setzen wir die daraus gewonnenen Werte

Aoy  M—L-f Aoy  M—L-f
= b, - By

e EiJi+ Ex/e eo  Fih+ Eale

in Gleichung (17) ein, so finden wir

d_.(_ L | Mi—L-j Lin-Li _ . ( L Mi-L-f -c) Li—L;
"\ EFR " B+ B C: EF EJL+E)h Cia
Mit den Bezeichnungen

°C1)+

£, o B
E’ 2 — E’
wobei E einen beliebigen Vergleichswert des Elastizititsmoduls bedeutet
(z. B. den Elastizititsmodul von Stahl, £=E,, n,=1), und mit
o =m -S1+n2-S2
m-F-np-Fp
ny - Fy+ ng- By
2

Jn = Jno + Fla. "g_'

erhalten wir durch Ordnen die Bestimmungsgleichung fiir die Lﬁngsséhurb—
krafte L in der zu Gleich‘ung (9) analogen Form

Li_l d -/ ] Litl o di f

—cathles T l“ Elg Ful —C " E-Jr

ny =

Fq = 2.

« Mim, . (20)
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Sobald durch Auflésung dieses Gleichungssystems die Lingsschubkrifte L
bestimmt sind, sind auch die Spannungen je in Feldmitte durch

M—L.
615:1?1,;, A(il:Vj’mf-nl-eh
o L lo M—L-j na - €
f) T e, / - o . Ps
28 A’ 2 7, 2 €2

gegeben. Eine gewisse Unsicherheit, die in bezug auf die Abstinde ¢; und ¢,
der Liangskraft Z von den Einzelschwerpunkten hier tatsichlich besteht, ist
somit verschwunden, da nur noch der Abstand f=c¢; - ¢, vorkommt.

Um den ganzen Spannungsverlauf zu bestimmen, ben6tigen wir noch die
Momente M, infolge der lotrechten Diibelkrifte Y. Die Elastizititsbedin-
gung (19) fithrt auf die Gleichung

404 1 A 09 1
— = —_ M, — L. . e o — L.
er - El (M01 y L Cl) El ’-]1 es - Eg (M02 + My L 52) 5212 ’
woraus mit
-J - Js
/1/101211/1.’21 1, Moz_—_M.BE_‘_/:
-I”o ‘/110

sich die ,,vereinfachte‘‘ Gleichung

c_-zzl-/~4c]-712-./g :
M, =271 17 , (21)

ergibt, die nun sofort in Analogie zu Gleichung (2) auch in der genauen
Form

a1y -./1—-C1 /D] -./2

di-(Myi_1+2Myi)+di+1'(2Myi+Myi+1):3~ J
no

(di-Li+diya-Liy1) (21a)

angeschrieben werden kann.

Wie schon kurz erwihnt, besteht eine gewisse Unsicherheit iiber die
Lage der Wirkungslinie der Langsschubkrafte L, d.h. iiber-die GroéBe der
Abstinde ¢y und ¢y, von denen nur die Summe, ¢; 4-c,=/f, eindeutig be-
stimmt ist. Da niamlich die Diibel am Stahltriger und an der Betonplatte
verschiedenartig, d. h. nicht gleichwertig befestigt sind, ist die Annahme der
Langsschubkrafte in Diibelmitte nicht mehr gerechtfertigt. Nun zeigt sich
aber, daB eine kleine Verdanderung von ¢; und ¢, die Spannungswerte in Feld-
mitte praktisch gar nicht und an den Feldenden nur unwesentlich beeinfluBt,
weil eine solche Verdnderung sich auf die Momente M, und L -c¢ entgegen-
gesetzt auswirkt und zwar derart, daB sich die beiden Auswirkungen in der
Hauptsache kompensieren. Damit ist aber auch der Beweis erbracht, daB
wir die dritte Gruppe von Uberzdhligen, ndmlich die Diibelmomente Z, mit
Recht als bedeutungslos vernachldssigt haben. Innert gewisser Grenzen ist
somit die Annahme von ¢; und ¢, dem Ermessen des Konstrukteurs iiber-
lassen; es scheint naheliegend, die Wirkungslinie der Liangsschubkrafte L
etwa in der Mitte zwischen Unterkante Betonplatte und Oberkante Stahl-
trager anzunehmen, wenn man nicht zur Vereinfachung der Rechnung ¢, und ¢,
entsprechend Gleichung (21) so annehimen will, daB mit

62-121-./1 :C1~122-jz

die Momente M, verschwinden.

Abhandlungen VIII 18
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Es soll nun noch ein Zahlenbeispiel untersucht werden, dem wir einen
Trager der T.K.V.S. B.-Versuche 4) 1942/43 zu Grunde legen Wig wihlen
den Versuchstrager Nr. 4, fiir den die Verschiebungen ¢ zwischen Beton-
platte und Stahltriger im Ermiidungsversuch gemessen wurden (Fig.13)
und fiir den nach Aussage der Berichterstatter mit ¢,,. >~ 0.2mm ,,die Ver-
bundwirkung als vollkommen zu bezeichnen‘‘ war. Die Ausbildung der Stahl-
trager und der Dibel ist aus Fig. 14 ersichtlich.

Tm'a'ger No.4 Ermiidungsversuch
Gegense;hge Versch:ebung zwischen Befunplaffeu Sfahlh'ager’

Mittelwert aus Je 2 Instrumenten -vorn u.hinken .—.

100 P

200 cm P

100

9

Ll

.
parem

rey

o i
“Deformeter

“Deformeter” | |

Belastung 4 P= 140t

0
0028
! 046
£ 0064 074 R 0080
€ 01 0,078 \\\\\\Q\
£ ~IneJorss
o ~0/30
S 02L. ~G
= Belastung aP=205}
20
Q
e 0,065
2o qzss&
e L 0, [ 0,120
2 —— Erste Belastun \;:\ !
02 : Nach totsl 305000 L.W. . N g.gyg
g g s o 990°000 4 g
——w— Nach tokal 1300000 L.W.
Fig. 13.

Die Ergebnisse der Berechnung sind in Fig. 15 fiir P==20t zusammen-
gestellt. Dabei wurde ein Diibelwiderstand C = 700 t/cm eingefiihrt, der
sich als Mittelwert annihernd iibereinstimmend sowohl aus den Vorver-
suchen mit Diibelverbindungen wie aus den gemessenen Verformungen der
Fig. 13 (nach Uberwindung der Haftfestigkeit zwischen Beton und Stahl-
tragerflanschfliche unter den ersten Belastungen) ermitteln lieB. Fur den
Beton wurde die volle Betonplatte (ohne Voute) mit £,;= 350 t/cm? einge-
fithrt; auf das Problem der mitwirkenden Plattenbreite wurde somit nicht
eingetreten. In Fig.15 wurden mit Riicksicht auf den kleinen Diibelabstand
die Randspannungen o, und o, unter Vernachlissigung des zickzackformi-
gen Verlaufs (also etwas zu giinstig) durch Verbindung der Spannungswerte
in Feldmitte dargestellt und mit den Werten ¢; und o, nach der klassischen
Biegungslehre verglichen. Es zeigt sich, daB auch hier, trotz ,volikommener
Verbundwirkung‘* und dichter, gut,ausgebildeter Verdﬁbelung, die wirk-
lichen Spannungen merklich groBer sind als die nach iiblicher Rechnung er-
mittelten. Wohl erreichen diese Spannungsunterschiede hier keine gefihr-
liche GroBe, aber es muBl doch wohl aus diesen Verhiltnissen der Schiufi
gezogen werden, daB die zuldssigen Beanspruchungen von Verbundtrigern

4) M. Ro§ und A. AisrecHt: Triger in Verbund-Bauweise. Bericht Nr. 149 der
E. M. P. A Ziirich 1944. Diesem Bericht sind unsere Fig. 13 (Abb. 74) und Fig. 14 (aus
Abb. 33) direkt entnommen.
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auf keinen Fall hoher liegen diirfen als diejenigen von reinen Stahl- bzw.
Eisenbetontragern (selbstverstindlich abgesehen von denjenigen Fillen, wo
fiir letztere die Vermeidung von Instabilitait maBgebend wird), und daB auch
diese Werte nur dann zugelassen werden diirfen, wenn eine ausreichend

steife und dicht ausgeteilte Verdiibelung gewaihrleistet ist.

20 —l%/ﬂz

Trége/" No. 4
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Zusammenfassung

An einigen Beispielen wird das Kriftespiel in zusammengesetzten Voll-
wandtragern untersucht und nachgewiesen, daB GroBe und Verlauf der Be-
anspruchungen von der Steifigkeit und der Anordnung des Verbindungsmittels
abhingig sind. Fiir die Konstruktionspraxis ergeben sich etwa folgende
SchluBfolgerungen:

Die bekannte Regel der meisten Holzbauvorschriften, daB fiir einen
dreiteiligen verdiibelten' Balken ein Wirkungsgrad « = 0.70 gegen o = 0.85
beiin zweiteiligen einzufithren sei, ist unhaltbar. Bei vergleichbaren Ver-
haltnissen ist der Wirkungsgrad « fiir beide Bauarten praktisch gleich grof8.

Die Untersuchung des Lamellenanschlusses beim Blechtriger im Stahl-
bau fiithrt zur Forderung, daB im Briickenbau die Lamellenenden voll und
nicht nur mit zwei Nietpaaren vorzubinden sind, um eine Uberlastung der
ersten Niete zu vermeiden und eine gute Ausniitzung der Lamellen zu sichern.

Bei einem aus Betonplatte und Stahltriger bestehenden Verbundtriger
treten auch bei guter Verdiibelung gréBere Beanspruchungen auf als die
klassische Biegungslehre fiir den einheitlichen Triger ergibt. Die zuldssi-
gen Beanspruchungen fiir reine Stahlbauten bzw. reine Eisenbetonbauten
diirfen somit fiir einen Verbundtriger hochstens dann zugelassen werden,
wenn eine ausreichend steife und dicht ausgeteilte Verdiibelung gewihr-
leistet ist.

Résumé

L’auteur étudie sur quelques exemples le régime des efforts dans les
poutres composées a ame pleine. Il montre que la grandeur et la variation
des contraintes dépendent de la rigidité et de la disposition des éléments
de liaison. Du point de vue de la pratique de la construction, il arrive aux
conclusions suivantes:

La regle bien connue, qui figure dans la plupart des prescriptions con-
cernant la construction en bois et suivant laquelle il faut adopter pour-les
poutres en trois parties assemblées par goujons en rendement « = 0,70 contre
a = 0,85 pour les poutres en deux parties, n’est pas justifiée. Dans des con-
ditions comparables, le rendement « doit &tre pratiquement le méme pour
les deux types de dispositions.

L’étude des essamblages des bouts des semelles dans les poutres en tole
conduit a constater la nécessité de prévoir, dans la construction des ponts,
non pas un simple assemblage par deux paires de rivets en dehors des ex-
trémités théoriques des semelles, mais bien un assemblage intégral. On
évitera ainsi une surcharge des premiers rivets et on assurera une bonne
utilisation des semelles.

Dans une poutre mixte, constituée par une semelle en béton et une
poutre en acier et méme lorsque le goujonnage est bien exécuté, il se mani-
feste des contraintes plus fortes que celles qu’indique la théorie classique
de la flexion dans le cas des poutres simples. Les contraintes admissibles
dans les ouvrages purement métalliques ou purement en béton ne doivent
donc étre tolérées dans une poutre mixte que lorsqu’il est prévu en toute
certitude un goujonnage suffisamment rigide et étroitement serré.
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Summary

By means of several examples, the play of forces in built-up girders
is investigated, and it is shown that the magnitude and direction of the
stresses depend on the stiffness and arrangement of the means used for the
connecting. For application in practice, the conclusions reached are appro-
ximately as follows: _

The well-known rule for most stipulations regarding built-up wooden
beams, — that the efficiency « = 0.70 has to be used for a three-part built-
up beam as compared with «=0.85 in the case of a two-part beam, — is
untenable. Under circumstances which are comparable, the efficiency « is
practically the same for both types of construction.

The investigation of the connection of the cover plates in plate beams
in steel structures leads to the requirement that in bridge construction the
ends of the cover plates are to be fully connected and not preliminarily
connected with two pairs of rivets, in order to avoid -an overloading of the
first rivet and to ensure good utilisation of the cover plates.

With a combined girder consisting of concrete slabs and steel beams,
greater stresses occur also with good pinning than are given by the classic
theory of bending for simple beams. The permissible stresses for pure steel
structures or pure reinforced concrete structures may therefore be admitted
for a combined girder at the most when an amply stiff and densely distri-
. buted pinning -is ensured.
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