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SUR LA S:I‘ABILITE DES PLAQUES RECTANGULAIRES
RENFORCEES PAR DES RAIDISSEURS ET SOLLICITEES
A LA FLEXION ET AU CISAILLEMENT

UBER DIE STABILITAT RECHTECKIGER AUSGESTEIFTER PLATTEN
UNTER BIEGUNGS- UND SCHUBBEANSPRUCHUNG

ON THE STABILITY OF RECTANGULAR SLABS REINFORCED BY
STIFFENERS AND SUBJECTED TO BENDING AND SHEARING

MIODRAG MILOSAVL]JEVITCH, Ingénieur, Belgrade.

La contrainte critique au flambage d’une plaque mince, telle que ’ame
des poutres composées, peut étre augmentée sensiblement par une disposi-
tion convenable des raidisseurs transversaux et longitudinaux, la position
ainsi que la rigidité de ces raidisseurs ayant une grande influence sur sa
valeur.

Le probleme de la stabilité des plaques rectangulaires minces renfor-
cées par des raidisseurs, que de nombreux auteurs ont traité entre les deux
guerres, n’a pas trouvé encore une solution satisfaisante dans le cas de
poutres composées pleines de grande hauteur.

C’est le professeur S. TIMOSHENKO qui le premier en 19211) résolut le
probléeme dans le cas d’une plaque rectangulaire renforcée par un nombre
de raidisseurs transversaux ou longitudinaux de 1 a 3, et uniformément
comprimée ou sollicitée au c1salllement sur ses bords, en se basant sur le
critere de I’énergie.

H. FROHLICH a donné en 1937 ?) une solution du probleme dans le cas
particulier des plaques renforcées par des raidisseurs croisés et soilicitées a
la compression uniformément répartie. Cette solution de H. FréHLICH est,
également, basée sur le critere de I’énergie.

Le présent article donne une solution de ce probleme dans le cas d’une
plaque rectangulaire, renforcée par des raidisseurs longitudinaux et trans-
versauX, sollicitée simultanément a la flexion composée et au cisailleinent;
cette solution étant basée sur I"étude de I’équation différentielle de la sur-
face élastique de la plaque, s’applique aux cas général.

Comme application, on traite une plaque munie de raidisseurs suivant
des considérations pratiques, sollicitée dans un cas a la flexion pure et dans
Pautre cas simultanément a la flexion et au cisaillement, en fournissant des
tables de valeurs des contraintes critiques en fonction de la rigidité ides
raidisseurs.

I. Plaque rectangulaire renforcée par deux raidis-
seurs transversauX et un raidisseur longitudinal, sol-

1) TimosHENKO, S.: Uber die Stabilitit versteifter Platten. Eisenbau 1921, S. 147.
?) Dr. Ing. FrOHLICH: Stabilitit der gleichmiBig gedriickten Rechteckplatten mit
Steifenkreuz. Bauingenieur 1937, S. 673.
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licitée dans son plan par une charge linéairement va-
riable p, et par des efforts de cisaillement 7. Relation
entre les contraintes critiques et la rigidité des rai-
disseurs.

La plaque rectangulaire dont les cotés a et & sont dans le rapport o = %
repose sur ses quatre bords sans encastrement. Dans son plan, elle est sol-
licitée par une charge linéairement variable p, = p, (_1 —- %), sur les bords
x=0 et x=a et par des efforts de cisaillement 7 sur son contour. La
plaque est renforcée par deux raidisseurs transversaux de rigidité £ /, placés
aux distances x =c¢; et x=¢, et par un raidisseur longitudinal de rigidité
El, placé a la distance y =7 (voir fig.1). La liaison entre les raidisseurs
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Fig. 1.

et la plaque est assurée par rivetage ou soudage de facon que les raidisseurs
participent aux déformations de la plaque lors du flambage. Dans cette
étude, on fera les suppositions suivantes:

1. Le matériel constituant la plaque est homogene, 1sotrope et se soumet
sans limite a la loi de Hooke.

2. Le raidisseur longitudinal ne participe pas a la résistance de la plaque
a la flexion.

3. La rigidité a la torsion des raidisseurs n’est pas introduite dans le
calcul des contraintes critiques au flambage.

L’équation de la surface flambée peut étre représentée sous forme d’une
série trigonométrique double:

w =2 A,nsin P2¥ sin 22V (1)
m n a b

satisfaisant aux conditions suivantes sur le contour de la plaque:

1. Déformation de la plaque w=0 pour x=0, x=a et y=0, y = b.

2. Moments fléchissants My et Mx nuls pour x=0,x=a,y=0et y=2b
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Soient g., q»1, g5 les efforts par unité de surface transmis par les rai-
disseurs a la plaque et réciproquement lors du flambage (fig.2).
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Fig. 2.

Soit J, le moment d’inertie du raidisseur longitudinal et 2s sa largeur,
J» celui d’un raidisseur transversal dont la largeur est 2¢ (voir fig. 1).

La plaque et le raidisseur se déformant de la méme maniere lors du
flambage, il résulte que ’équation de la ligne élastique des raidisseurs est
définie par I’équation différentielle suivante:

. d*(W)y—n __ (m ‘)4 . mix . nih
qa.zs_EJa——d—F—__EJa;Zn]Amn —=) sin="=sin=~. (2)
. d*(W)x=c, (nﬁ)4 . micy . niy
qbl.Zt_EJ,,——@i——_EJb;;Am ) sin—_= sin == (3)
d*(W)y=c (Illi)4 . mica . niy
. e —_— e mn\—— ———— 4
gs, - 2t = EJ, o EJ;,%‘E”JA 5 ) sin——=sin= (4)

La charge transmise par les raidisseurs a la plaque lors du flambage
peut étre également représentée par une série double trigonométrique:

7 =33 Cpnsin ¥ gin 22Y . (5)

m n a b
Les valeurs inconnues des coefficients C,,, de la série de FOURIER seront
déterminées par le procédé connu de multiplication de I’équation (5) par
le facteur sin;%csin L;‘_Jf et par intégration en x et en y entre les limites
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x=0,x=aety=A(, y b, en rappelant que lorsque s et £ tendent vers 0,

it jis iat
les ‘expressions sin —— et sm—b—— sont respectivement équivalentes a —--
ot jis a a
5

It résulte

4 “J‘b jiy 2 EJ, i*it _] nih
Cz,——‘—l—éjo 0qsm—a~sm b dx dy_~—4b T; in SIN—— b +

2E yatjt | Qg . micy  2EJyatjt . lice . miics
i Sin D) Amjsin kS sin > Amsin (5a)
i, j, m et n étant des nombres entiers quelconques peuvent étre échangés

mutuellement, ce qui mene a écrire suivant ’équation (5) l’expression de
la charge de la facon suivante:

ZEJbu miac . ilicg . mix . niy
A, nt sin sin sin sin
Cabt 2,,; z,; 2 in a a a T

ZEJ,,u miice iics mix i
Aip n* sin sin sin —— sm b4
ab4 ;zz in a a a b +

2E./ ah . ix .. ni
“u 2320 25 Ay m* smnzhsm/lgh Smm;xsmn;zy (6)
m n j

|

>

Afin de déterminer la relation entre les contraintes critiques au flambage
et la rigidité des raidisseurs, nous utiliserons I’équation différentielle de
la surface élastique, qui d’apres la théorie de 1’élasticité 3), a ’expression
suivante:

otw . dtw a‘fw)_ ( y) 0w
0(2974‘+20x2ay2+ay4 =—7—n(l—vg) 5 +2 Toxay
oil Pon a:
D=—L® _— rigidité de la plaque dont Pépaisseur est 3;
=12y — gidité de la plaque dont I’épaisseur est d;
g = charge unitaire de la plaque normalement a son plan;

Py = Po (1_(;01’) = charge linéairement variable dans le plan de la plaque
b (voir fig 1);
T = effort de cisaillement dans le plan de la plaque s’exer-
cant sur son contour;
w = déformatiort de la plaq‘ue par flambage en un point (x, y).

En substituant & w dans I’équation différentielle (7) son expression

donnée par P’équation (1) et en la multipliant par sin %ﬂc sin r_zlz);y’ on
obtient une expression qui, apres intégration en x et en y et les limites étant
respectivement O et 4, 0 et b, nous donne une relation générale entre les
contraintes critiques et les rlgldltes des raidisseurs (fig.1).

Les nombres entiers m, n et k, » pouvant étre permutés, on obtient la

forme suivante pour I’équation (7):

8) TimosHENKO, S.: Theory of Elastic Stability, 1936.
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*

Amn (m2 + n2a2)2 %E—‘.—Zé a3 ntsin mu IZAm l'l—lu(:1 +
2E/, 8 d wl miics o Lice 2E/, misin fl_
+ o, ot ntsin = ZA,,,sm a Db ZA,,,Jsm , =

fg(u)[A,,,,,(l )+ B St |+ L 0 S S ®)

pour (r n) impairs f‘i’:} iinpairs

Pour simplifier les expressions, posons
2EJ/, — 8 2E). __
Do " Dy T
et écrivons les efforts p, et 7 de la facon suivante:
‘  po = doy, T =01
avec
or = contrainte critique de compression lors du flambage.
T = » » » cisaillement » » »

. . o T

Prenons pour coefficients de gondolement %, - ko= ~* les rapports
: . 90 %  pg2
des contraintes critiques o et 7, a la grandeur de référence o, = T

Il résulte de ce qui précede que I’équation (8) prend la forme

Apn(m?+n2a?)?+Ba®n*sin m;wl ZA,-n sin%@+ﬂa3n4 sin mZC2 ZA,,,slnﬂ‘_? +
4o IR . Jah __
32 P / B pour (r+ n) impairs
2a rmn 8a
ZZA’”‘ (m® = k?) (n® - r?) (82)
'r'l’f_i;f‘,}impairs

Pour les valeurs quelconques de 1 a / des nombres entiers m, n, i, j,
%k et r, nous formons un systéme de /2 équations linéaires homogénes dont
le déterminant des coefficients doit étre nul pour que Pon obtienne des va-
leurs non nulles pour les coefficients A4,, (c’est-a-dire pour que la plaque
soit effectivement flambée, w==0). Donc, ’équation 4= 0 représente la
relation entre les contraintes critiques et la rigidité correspondante des rai-
disseurs et peut étre symboliquement exprimée par

4 = W(a;khk% %/3) (P) = 0. (9)

De I’équation (9) on peut, pour des valeurs données de a, y, §, ¢ et pour
k

un rapport n:% T déterminé, calculer les coefficients de gondolement
2

ky et k, comme les plus petites racines réelles de I’équation (9). Les valeurs
minima de ces coefficients peuvent étre tirées du déterminant d’ordre / quand
[ — oco. Cependant, comme on le verra plus loin, on obtiendra une solution
approchée satisfaisante pour les besoins techniques si ’on ne considére que
les coefficients A4,, pour lesquels m et n prennent les valeurs 1, 2, 3.
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Les valeurs effectivement obtenues pour %2, et £, a la suite de ce calcul
approché ne différent que tres peu des valeurs exactes.

De méme, pour des valeurs données de «, &4, £, ¢ et g:—;« on peut
déterminer les valeurs y et § comme les plus petites racines réelles de I’équa-
tion (9).

Dans ce cas nous obtiendrons, également, des résultats suffisamment
approchés en prenant le déterminant des coefficients des A4,, pour m et «
variant de 1 a 3; les approximations suivantes donnent, il est vrai, des valeurs
plus grandes pour y et 8, mais la différence, comme le calcul le montre, est
insignifiante.

Remarquons qu’en poursuivant ces approximations, les valeurs de %,
et £, diminuent tandis que celles y et § augmentent, tendant vers les va-
leurs extrémales des solutions des équations (9).

b0 ' %

A I kT

a/3 /3 /3

QO

J

cc\—‘ /
T

d c\_/\ '\—/9

Fig. 3.

Dans la suite, et en nous basant sur des considérations pratiques, nous
placerons le raidisseur longitudinal a la distance 4#/4 du bord supérieur et
les raidisseurs transversaux aux distances a/3 et 2/3a des bords latéraux.

II. Relation entre les coefficients de gondolement
d’une plaque rectangulaire et la rigidité de ses raidis-
seurs pour une position du raidisseur longitudinal don-
née par 2 = b/4 et pour les positions ¢;==u/3, c,=2/3a des
raidisseurs transversaux.



A

Az —

Sur la stabilité des plaques rectangulaires 147

Dans ce cas, I’équation (8a) pre.nd la forme:

mﬁ . 20
Amn(m2+n2e®)?+Badn sm~—~2A,,,sm +15’a ntsin ZA,-,,sm—— €

3
+ 7m4sin—ZA,,,,-sinjz— =k aZm? [Amn( ) Z mr ) ]
‘ /
our (r+ n) impairs
32k2a krmn P u
ZJ ZAk” —k2) (”2 _r2) (10)
'Zif}impairs

De P’expression générale (10) nous obtenons un systéme d’équations linéaires
homogenes:
avec m=1,2,3,4....

n=1,234....
An[(1+a2)2+i—+—2’i koz‘é’(l—%'i)]jLAm(yg§ 1651;‘2 ) A2( 1298;229‘_3)+
+413—27~+A15(_%>+ =0
An(”‘z/z 16;‘1“; ‘P)+A12[(1+4a2)2+24,9a3+y—k1a2(1 5)] Aoy 12%’:2_‘13
) () o
A1zggk2a +A1[(4+a2)¢+3‘92 ?+8y~4kla 1*—)]+A22<8y‘/2~64k1a ‘P>+
+A41(~3§a)+.... —0

 (10a)

An( lzgsf2a )+A21(87‘/2 6431“2 99) +A22[16(1+a2)2+24ﬁa3

128 ks . 1284503
+167—4k1a2(1—~§)] A 228 I 8y V24 =0
y 2 48k1a 48 k1o 128k2a3
| 243 B ? \
+A13[(1+90‘2)2+——2§i+*2——k10‘2<1—%9“]+A}5(—é)+ .. =0
128 % 81 /2 '
o +A31[(9+a2)2+~2—7—9k1a2(1-i§)]+,43281’év2+ e. =0

Pour que la plaque soit flambée, c’est-a-dire que w==0, le déterminant
du systeme d’équations homogénes (10a) doit étre égal i zéro

4 =0.
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En considérant les coefficients A, A12, Ays, Agyy Ags, Asq, le déterminant
s’exprimera sous forme du tableau I.

En développant ce déterminant, on obtient une equatl)on de la forme

Y (O(, ﬂ) Vs kl; k2) <P) E 07 (9a)

dans laquelle «, B, y, &y, k, €t ¢ sont les variables.

Cette équation permet de dimensionner les raidisseurs ou de déter-
miner la stabilité de la plaque pour des valeurs données de y et g et pour
tous les cas de charge.

Il existe des valeurs de y et § telles que les raidisseurs ne subissent
aucune flexion lors du flambage, mais représentent des lignes nodales de la
plaque gondolée, nous les appellerons ,valeurs minima‘“ y,;, et f..., car
le dépassement de ces valeurs est sans influence sur la valeur des contraintes
critiques.

Dans ce cas chaque partie de la plaque comprise entre les raidisseurs
(voir fig.3bd) peut étre considérée comme une plaque non raidie appuyée,
sur ses quatre bords de telle facon que, pour la charge qui lui est appliquée,
il est possible de déterminer les coefficients de gondolement %, et 2,. En
introduisant ces coefficients dans 1’équation (9a), nous obtiendrons les
valeurs correspondantes de y,;, €t [

Le probleme étant ainsi posé dans sa forme générale, I’équation (9a)
permet I’étude de tous les cas spéciaux de charge.

1. Plaque sollicitée a la flexion pure.

Py 4 W X -G

Sl
- == j;'____%__—'{“__:__
<
Jp Jp
*£p \' Py +6y
A ke o5 | 3/
a
Y

Fig. 4.

Le déterminant du systéme dans le cas de la flexion pure s’obtient a par-
tir de Pexpression générale du déterminant écrite plus haut (tableau I) en y
faisant ¢ =2 et £y = 0. .

En premiére approximation, nous limiterons le déterminant aux coeffi-
cients de A, A, et A,;. En développant ce déterminant du troisi¢me ordre
et en ’égalant a zéro, nous obtenons



150 Miodrag Milosavljevitch

3Ras 7] (ﬂfz 32k1a2)2
2)2 < 2)2 3 _ __ —
[(1+a) + 20 T (4 a ey 20 g0 4] (1120 0. (11
L’équation (11) est du second degré en £, de méme qu’en f et . Enla
résolvant par rapport a 'une de ces inconnues et en prenant chaque fois
la plus petite racine, nous obtiendrons soit les coefficients de gondolement,
soit les moments d’inertie des raidisseurs.

Tableau II.
11 12 21 22 13 31
(1+a?)?2+ V2 32ke
4 Al 7
3Ba® y — 0 0 4 0
7V2_ 32k (14402 + 0 0 7Y2_%6k e 0
2 9a® | +24Ba®+y 2 257?
o (4+a%)?+
0 0 35l = 1284 0 0
o s 128kc?| 16(14a%)? +
0 0 87V2- gz +248a+16y 0 | 0
__ 7 2)2 -
y 7V12_%102 . . (1+9a)3 + o
2 2~ B 2438 ¢
- 2 2
0 0 0 0 0 |@+aps?

Dans le tableau suivant on donne pour différentes valeurs du rapport
o==a/b, pour k, =84, 80 et 64 et en fixant le rapport o=y/f aux valeurs
1,0,75 et 0,50, les valeurs résultantes de y d’apres 1’équation (11).

Tableau III. Valeurs de y.

k1:84 k1=80 k1:64
0 :Ja/jb 0 :Ja/-/b 0 =/a/-lb

1,00 | 0,75 | 0,50 | 1,00 | 0,75 | 0,50 | 1,00 | 0,75 | 0,50
2,56 | 203 | 142 | 238 | 1,88 | 1,33 | 1,64 | 1,30 | 0,92
238 | 1,87 | 1,30 | 222 | 1,73 | 1,21 | 151 | 1,18 | 0,82
220 | 1,70 | 1,18 | 2,03 | 1,57 | 1,08 | 1,35 | 1,05 | 0,73
1,98 | 1,54 | 1,06 | 1,84 | 1.41 | 097 | 1,19 | 092 | 0,63
1,79 | 1,38 | 094 | 1,64 | 1,26 | 0,86 | 1,03 | 078 | 0,54
1,60 | 1,23 | 0,83 | 1,45 | 1,11 | 0,75 | 0,87 | 0,65 | 0,45
122 | 093 | 0,63 | 1,10 | 0,83 | 057 | 0,56 | 047 | 0,29
0,73 | 055 | 0,36 | 0,60 | 046 | 030 | 0,14 | 010 | —
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8
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La figure 5 nous représente la relation entre les valeurs de y et a =a/b
pour différentes valeurs de &, et o=7y/8=17,//s.

Afin d’apprécier ’erreur commise sur les valeurs de y a la suite de cette
premiére approximation, nous allons effectuer une seconde approximation
en prenant cette fois les termes Ay, A, Agy, Agey Ay et Azq, ce qui nous
amenera a écrire un déterminant du sixieme ordre.

e
Ve A
AN
3 N\
b AN \'Q{-i\
7 (\ ".\;\\
. d Qﬁ: \% B ‘?‘“
| TR RS NN
N
:y 3 ¥ ¥ 3 %} 8 Y™ Ry 2
;”N 3 w\\é\ ] a:/
' Fig. 5

Nous pouvons développer ce déterminant sous la forme d’un produit
de trois facteurs, chacun de ces facteurs pouvant étre nul
a) (9+oz‘3)2+%Z =0
128 &, a2)2 0

b) [(4+a2)2+3—[;ﬁ+8y] [16(1+a%)2+24Ba3+10y] - (87V§~ 95

9 {[“’f“‘z)”‘gf**] (e 24 8732 - 33’3“)}[0 9ays 250 L4
e N R (G (e L
2B 22 oo s <o

L’équation du sécond degré (12b) nous donne pour Q:~rl: # =1
et £, = 84 les valeurs: B 5
y = 4,25 2

L’équation du troisieme degré (12c) nous donne pour o==Ja//b=1
- 84 les valeurs:

pour «
pour «

Il

et by ==

(12)
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y = 2,59 pour o =1
y =074 pour o = 2 i

En deuxieme approximation, les pius petites valeurs pour y sont données
par les racines positives de I’équation (12c) et peuvent nous servir par la
suite a calculer les' moments d’inertie des raidisseurs.

Les solutions en y obtenues en premiere approximation sont entachées
d’une erreur par rapport a celles de la deuxiéme approximation qui, ex-
primée en oo, s’établit comme suit:

2,50 — 2,56 .

pour « =1,0 et &/ = 84 359 -100 = 1,16%
pour ¢=20 et k — 84 O’LO;IQ’E :100 = 1,84 %

De cela, nous concluerons que la premiere approximation donne déja,
quand « varie de 1 a 2 et k£, = 84, pour y des résultats suffisamment précis
pour les besoins techniques.

Exemple numérique:

Calculer les moments d’inertie des naidisseurs de I’dme d’une poutre
composée dont la coupe transversale est donnée par la figure 6.

100 + 5,5
2

L’écartement des piéces de pont est 5,20 m. L’ame de la poutre entre deux
pi¢ces de pont est renforcée par des raidisseurs comme le montre la figure 6.

b=320—2. = 304,5 cm

2+#310-12 |- 231012

740-140 = = —
5| 714015013 F
+ . Sl |
o o et E e et | Sl T F S & o ot -
WA d
#7200
74 kg
BL3200.74 S}
H
s 0 | s = o
50
!! 0.0 | I 740-740.73 _ \ |
3 = Fig. 6a.

2#310-12 24 310.72
l : a=A=5820 i

Fig. 6.

Dans le panneau considéré ide la poutre composée on a les valeurs sui-
vantes pour: ,
le moment fléchissant M = + 926,0 tm
effort tranchant Q =~0
le module de flection W, = 60900 cm?
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Ny _a _ 520
le rapport des cotés ¢ == 3045 — ~ 1,7
) 92600000 )
la tension normale 0 = 635000 — 1520 kg/cm

Le matériel qui constitue la poutre composée est un acier dont la ré-
sistance a la traction est de 52 kg/mm?.

Posons o =/J,/J, = 1.

Le probléme peut avoir deux modes de résolution suivant les condi-
tions imposées.

Premier probléme: Déterminer les moments d’inertie des raidisseurs
J, et J, de telle fagcon que le coefficient de sécurité au flambage soit

y = Ik _ 1,8
01

3045
324,8
or = 1,8 - 1425 = 2570 kgjcm? <~ or = 3600 kg/cm?

Le flambage de la plaque est donc dans le domaine des déformations
élastiques, car o, <<of.

oy = 1520 . = 1425 kgf/cm?*

. 2 . 2
g, = 189,9 (ﬂ%j) — 189,9 (%;’—4) = 40 kgjcm?
o 2570

Le tableau III des valeurs de y nous donne pour:
o=l =1, k=64 e oa=17
= 0,56
L 2E/, oy Dby 3%y  1,43.304,5.056
Y= Dp e T T 2F Tod(l-ud) T 24(1-037)
Lors du choix du profil des raidisseurs, nous pouvons suivre la propo-
sition du professeur TimosHENKO (1) et prendre le moment d’inertie par
rapport a I’axe qui se trouve entre le raidisseur et la plaque, car une partie
de celle-ci participe a la flexion.

X Lm ———y

Q
Fig. 7.

= 215 cm*.

Par conséquent, nous pouvons prendre pour les raidisseurs transversaux
et longitudinaux | 90. 90. 11 dont le moment d’inertie est

J, =138 + 18,7 2,622 = 264 cm* > J, = J.

Second probleme: Déterminer les valeurs des moments d’inertie des
raidisseurs, J,min €t Jpmin, auxquelles correspond le flambage de I’Ame avec
des lignes nodales confondues avec des raidisseurs.

Comme nous l’avons dit plus haut, pour ce cas de flambage chaque
partie de ’ame comprise entre les raidisseurs peut étre traitée comme une

Abhandlungen VIIIL 11
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plaque non raidie, librement appuyée sur son contour et sollicitée a la
charge oorresponldante du diagramme représenté par la fig. 4.
Il faut considérer deux elements rectangulalres de l’ame compris entre
des raidisseurs (fig. 8 et 9).
6y = 712.5kg fem?

B

-6 -6, = 25 kg/om? S
1 N

b 2
§ e

S <

=fa i

'T\ l

% ‘e‘a,i?i - /,73m‘>[“°“z = 7125kg/em? - 178 +6,=1425kg Jom?

Fig. 8. ; Fig. 9.

Pour chacun de ces éléments il faut déterminer la valeur de la contrainte
critique o en le considérant comme une plaque non raidie.

La plus petite valeur o, obtenue pour 'un de ces éléments peut étre
considérée commre la contrainte critique de I’Ame raidie d’aprés la fig. 6,
si les moments d’inertie sont J, .., €t Jpmin.

Il est clair par avance que la partie rectangulaire représentée par la
figure 8 détermine dans ce cas la contrainte critique.

D’apres l’article précité du professeur TIMOSHENKO, pour 1’élément rect-
angulaire de la figure 8 la premiére approximation nous donne pour le
calcul du coefficient de gondolement des valeurs suffisamment exactes.

1 2 1 1,73
b=+l T—gp’ “ =07~ 25 7=05
k—(—L— 227)2-—1——_978
=227 T 2%1) 1=052 =

100-14
76

or étant plus grand que of, le flambage de I’Ame meéne au dela de la
limite d’élasticité et dans ce cas il faut prendre (DIN Entwurf 2 E 4114).

or = of = 3600 kg/cm?

Pour le cas de ’dme dont la hauteur est #=— 3,045 m et en prenant
or = 3600 kg/cm2, le coefficient de gondolement est

O‘k =k-0,=0978. 1899( ) = 0,78-640 = 6260 kg/cm? > oF

()'k 3600
= =90
o0 (B

L’équation (11) pour %2, = 90 nous donne la valeur correspondante de
Ymin = 1,41 d’ol1

L by 14%.3045.141 \
./a min ———jbmm — m _— mﬁg)'ﬂ =— 540 cm



Sur la stabilité des plaques rectangulaires 155

A ces valeurs des moments d’inertie J,;, et Jpmn correspondent pour les
raidisseurs transversaux et longitudinaux les profils '

| 80-120-10
dont le moment d’inertie est

I, = 276 + 19,1 - 3,022 = 570 cm* > Iy pmin .

2. Plaque sollicitée a la flexion et au cisaillement.

C’est le cas habituel des poutres composées, librement appuyées, et
surtout des poutres continues dont les sections transversales voisines des
appuis intérieurs sont simultanément sollicitées par les moments fléchis-
~ sants et par les efforts tranchants maxima. -

C’est précisément dans ce cas que le renforcement de PPame de la
poutre composée est effectué, le plus souvent, par un systeme de deux
raidisseurs transversaux et d’un raidisseur longitudinal placé dans le pre-
mier quart de la hauteur de I’ame et ceci dans la zone de compression.

7
~Po g wZ) X
s
:::::::'[_—::_J;___F _______ ]
<
7 T
| Jb p
- 7 +'00
- 8/3 -
2s
. g .
\l’ ~ Fig. 10.
s y - ‘

La figure 10 peprés»ente le cas d’une plaque mince sollicitée dans son
plan simultanément a la flexion et au cisaillement et renforcée comme in-
diqué plus haut. On obtient le déterminant du systéeme d’aprés ’expression
générale du déterminant donné par le tableau I en y faisant ¢ = 2.

Pour premiere approximation on peut prendre le déterminant des neuf
premiers éléments, c’est-a-dire considérer les coefficients A,,, de la série
de FOURIER pour m=1,2 et n=1,2.

[(1+a2)2 R ][(1+4a2) +24 808 +7][(4+a2)2+~/3w+8 ]

e ] T P s o

9 772



156 Miodrag Milosavljevitch
Tableau 1V.
mn 11 12 21 22 13 31
2\ 2 .
it (1+a3) + 7V2_32k1a’ 0 _128k2a3 ya 0
+3ﬂa +_7_ 2 N7 Oq® 2
2 T2
10|7V2 32me?| (1440 + | 128 fy o " 7V2 964103 "
2 .07 |+24Bad+y 072 2 25
4+e®)2+| 8yy2-
128 fpa® | ¢
21 0 ~omr 3 o | 128 ket 0 0
t5 7l T T o0
A=|— — =0
| 128k 0 8”2‘2 16(140%)°+| 1288 | 128 kyo
0 2 _128katl 94803416 5 a2 5 iz®
07°
_ 2\ 2
y y V2 06ka? 128 kot | (1HO@)H
13 v rye M 0 ———— | 2438¢® 0
2 2 Bz 5a° |} 2"’“ +2
3 ) 1
31 0 0 0 1—222270‘ 0 (9+a‘->)2+§—2—7

Cette derniere équation (13) nous donne la solution de deux problemes
se présentant dans la pratique:
10 Déterminer les moments d’inertie des raidisseurs J, i, et Jpma de
facon que les raidisseurs soient les lignes nodales de la plaque flambée
pour des valeurs données de o=17,//y, n =~k /ky et a=a/b et pour une
valeur fixée du coefficient de gondolement k,, ainsi que de %,.
Pour un seul élément de la plaque entre les raidisseurs, qui dans ce cas

est une plaque rectangulaire librement appuyée sur son contour, on peut
déterminer la valeur de £, pour un rapport donné » = & /k,.
20 Déterminer les moments d’inertie des raidisseurs pour des rapports
fixés o =1/,//p, a =a/b, n = ky/k, de telle fagon que 1’on obtienne un coeffi-
cient de sécurité donné par rapport a la contrainte critique.

Tableau V des coefficients £y pour o =y/f=1,0 et 5y ==~%,/k,=1,0.

a = alb

7 —

10 |10 | 12 ] 13 | 14 | 15 | 1,7 | 20
10 | 25 | 23 | 22 | 21 | 2 | 19 | 18 | 17
20 | 35 | 33 | 30 | 20 | 28 | 26 | 24 | 23
30 (45 | 42 | 39 | 36 | 35 33 | 30 | 28
40 | 55 | 51 | 47 | 44 | 42 | 39 | 36 | 33
50 | 65 | 60 | 55 | 51 | 49 | 46 | 42 | 39




Tableau VI des coefficients k; pour o=y/f=1,0 et y=~FK,/k,=2.
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Tableau VII

Tableau
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o = a/b
7
10 [ 1,1 12|13 | 1,415 | 1,720
10 | 38 | 37 | 36 | 36 | 35 | 35 | 34 | 33
20 | 54 | 52 | 51 | 50 | 50 | 47 | 45 | 43
30 | 70 | 67 | 65 | 63 | 61 | 60 | 57 | 54
40 | 85 | 8 | 79 | 77 | 74 | 72 | 68 | 64
50 | 101 ' 97 | 93 | 90 | 87 | 84 | 80 | 75
des coefficients 2, pour o=y/f=1,0 et 5y ==Fk,
a=alb
7
10 | L1 | 12| 1,3 ] 14 | 1,5 | 1,7 | 20
10 | 44 | 44 | 44 | 45 | 45 | 45 | 45 | 46
20 | 62 | 62 | 62 | 62 | 65 | 62 | 61 | 61
30 | 80 | 80 | 80 | 8 | 79 | 78 | 77 | 176
40 | 99 | 98 | 97 | 97 | 96 | 95 | 93 | o1
50 | 117 | 116 | 115 | 114 | 114 | 111 | 109 | 106
VIII des coefficients £; pour o =y/f=0,5 et n =£k,/k,=1,0.
a=alb
7 ‘ 1
0 | 1,1 | 1,2 | 13 | 1,4 | 1,5 | 1,7 | 20
10| 3 | 3 | 28| 2 | 25| 2 | 23| 22
20 | 48 | 44 | 41 | 30 | 37 | 36 | 34 | 32
30 | 63 | 58 | 55 | 52 | 49 | 47 | 44 | 41
40 | 78 | 73 | 68 | 64 | 61 | 58 | 54 | 51
50 | 94 | 87 | 81 | 76 | 73 | 69 | 65 | 60

Tableau IX des coefficients £2; pour o= 0,5 et = 2.

a=alb
7
10 | 1,1 ] 12| 1,3 ] 14 | 15| 1,7 | 2,0
1,0 | 40 | 48 | 47 | 46 | 45 | 44 | 43 | 42
20 | 75 | 73 | 71 | 69 | 68 | 66 | 63 | 61
30 | 101 | 98 | 95 | 92 | 90 | 87 | 8 | 80
40 |126 | 122 | 118 | 114 | 112 | 108 | 103 | 98
50 | 151 | 146 | 130 | 137 | 133 | 120 | 123 | 117
Tableau X des coefficients £; pour ¢ = 0,5 et 5 = 3.
'a:a/b
;/ -
10 | L1 | 12 |13 | 14 | 1,5 | 1,7 | 20
1,0 | 57 | 58 | 58 | 59 | 59 | 59 | 50 | 59
20 | 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 87 | 86
30 119 | 120 | 119 | 119 | 119 | 117 | 115 | 113
20 [150 | 150 | 140 | 140 | 148 | 146 | 143 | 140
50 | 180 | 180 | 179 178 | 177 | 174 | 171 | 167
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‘Dans' ce but, on a établi des tableaux qui donnent les coefficients de
gondolement %; pour des valeurs déterminées de o =17/,//4, n = ky/k, et ceci
pour différentes valeurs de o =a/b et y

Application numerlque '

Déterminer les moments d’inertie des raidisseurs de l’ame d’un pan-
neau quelconque d’une poutre composée dont la. section est donnee par la
figure 11. :

[ _ A !
24 31072 S 243002 /
L 14074073 I ——
! | Sl
r == = oo s s e—= L B e g e R ):::L_—_—_—_ === ==
i o - — - — — Fm——F-=——-- -—— =4
Ja :
81520014 2
#3200 ‘ 3
74 ~ £«
/s /3 7%
/5 | ¥
o1 et L 740 140.73 , , :
% 7 ——
2431012 , 2 # J10-12
Fig. 11,
. 1
b —"320 — 2 l’(’-,j—Sé — 304,5 cm

L’écartement des poutrelles est de 5,20 m. La disposition des raidisseurs
est indiquée sur la figure 11. Le matériel de cette poutre est un acier dont
la résistance est 52 kg/mm?.

Dans le panneau considéré I’on a

M = 926,0 tm; Q =212t
W, = 60900 cm3.
Les contraintes dans la section de la poutre sont
92600000 '

~ 60000 = 1520 kg/cm?
212000
= 32014 = 473 kg/cm?

Le rapport des cOtés o= a/b = 520/304,5 = ~ 1,7.

Posons o=17,//, = 0,5.

On doit calculer les moments d’inertie J, et J, de telle fag:on que le
coefficient de sécurité au flambage soit de 1,5.

Nous allons tout d’abord déterminer le coefficient de flambage £,.
S’agissant du cas d’un état élastique plan, il est nécessaire d’introduire des
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expressions ' qui donnent la contrainte comparative ¢)
oy = \/ 012 4 372
olt g; représente la tension normale de flexion,
et 7 représente la tension tangentielle de cisaillement.
L’expression de la contrainte critique au flambage de la plaque dans
ce cas est

& 0 N
G B e ou  op= k10,

G

Le coefficient de sécurité au flambage est donné par le rapport

Oy - 1 09

RO
V(Uk + Tr/ k1 + ks
Des expressions précédentes on peut tirer la valeur %; si on introduit
le rapport

n = Ty
V e
b= — Vo2 + 22y’
)
Les valeurs o, 0, t €t » sont données tandis que pour le rapport » on

peut prendre, si 'on désire le méme degré de sécurité pour o, ainsi que
pour

LY _a_hk
01 o v’ = T T kg
Dans notre cas
. 100-1,4\* .
o, = 189,9 (W> = 40 kg/cm
304,5 ). . .
= 1520 3—2—4—8— — 1425 kg/cm?; @ = 473 kg/cm
o 01 . 1425 .
|

by = ’;fg V14252 43,02 . 4732 = 755

Le tableau X des coefficients %, nous donne par interpolation la va-
leur de y correspondant a £, = 75,50 pour o= 1,7

16,50
y=10+1,0-. 2? 1,59.
Par suite on obtient pour le moment d’inertie du raidisseur longitudinal
3 5. .
Ji— 03by _ 1,43 . 304,5 - 1,59 — 607 emt

24 (1 —u?) 24(1—0,3?)

4) ScHLEICHER, F.: Bauingenieur 1928, S. 253.
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A la valeur ci-dessus correspond le profil | 120.120.11 dont le mo-
ment d’inertie est

J. = 341 4+ 254 - 3,362 = 628 cm* >/,
Pour les raidisseurs transversaux, le moment d’inertie est
Jo = 2J, = 2>< 607 = 1214 cm* ‘
auquel correspond le profil _||  120.120.11 dont le moment d’inertie est
Jy = 2><628 = 1256 cm* > J,

Résumé

Dans le présent article 'auteur a donné, dans le domaine élastique,
une solution du probléme de la stabilité des plaques rectangulaires minces
renforcées par des raidisseurs horizontaux et verticaux, sollicitée simul-
tanément a la flexion composée et au cisaillement. L’auteur a basé ses études
sur ’analyse de I’équation différentielle de la surface élastique de la plague.

Par cette méthode, auteur a résolu le probleme dans le cas général
quant a la forme et aux sollicitations.

A titre d’application, I’auteur a mentionné deux cas spéciaux: une plaque
munie de raidisseurs suivant des considérations pratiques, sollicitée a la
flexion pure et de méme a la flexion et au cisaillement, en fournissant des
tableaux des valeurs des contraintes critiques en fonction de la rigidité des
raidisseurs.

Zusammenfassung

Der Verfasser behandelt das Problem der Stabilitit im elastischen Be-
reich von rechteckigen, diinnen Platten, die durch horizontale und vertikale
Versteifungen verstirkt und die gleichzeitig durch Biegung, Druck wund
Schub beansprucht sind. Der Untersuchung wurde die Differentialgleichung
der elastischen Flache zu Grunde gelegt.

Dadurch war, was die Gestalt und die Beanspruchungen anbelangt, eine
allgemeine Behandlung des Problems moglich.

Als Anwendung wurden zwei Sonderfille behandelt: eine nach prak-
tischen Gesichtspunkten versteifte Platte unter reiner Biegung, sowie unter
Biegung und Schub, wobei in Tabellenform die kritischen Spannungswerte
in Abhangigkeit der Versteifungen angegeben werden.

Summary

The author deals with the problem of stability in the elastic region of
rectangular, thin slabs which are strengthened with horizontal and vertical
stiffeners and stressed simultaneous by bending, compression and shear.
The investigation was based on the differential equation of the elastic surface.

In this way, in so far as shape and stresses are concerned, a more general
treatment of the problem was possible.

As an application two special cases were treated: a slab reinforced in
accordance with practical ideas subjected to pure bending, as well as to
bending and shear, the critical values of the stresses being given in tabular
form in dependence on the stiffenings.
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