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SOLUTION STATIQUE ET DYNAMIQUE
DES PYLÖNES D'ANTENNE HAUBANfc!

STATISCHE UND DYNAMISCHE BERECHNUNG ABGESPANNTER
ANTENNENTÜRME

STATIC AND DYNAMIC CALCULATION OF STAYED
ANTENNAE MASTS

Ing. Dr. VLADIMIR KOLOUSEK, Prague

Inlroduciion
Le calcul des pylones haubanes etait suffisamment etudie pour les

surcharges stables et Particle suivant n'apporte dans sa premiere partie qui
traite les questions statiques des pylones aucune conclusion nouvelle.
Cependant, Pauteur a considere comme favorable de sortir dans ses reflexions,
se rapportant ä la dynamique des pylones, de la theorie statique et pour cette
raison il a cite au debut les relations fondamentales de la statique des
pylones haubanes et simultanement il a applique pour ces constructions la
theorie du flambage bien connue pour le cas du flambage des portiques.

Dans la deuxieme et principale partie du traite on a essaye de resoudre
le probleme de la Vibration propre des pylones haubanes et — au moins
approximativement — la question de leur Vibration forcee.

Des vibrations observees sur les pylones realises sont souvent dange-
reuses pour la stabilite de la construction et par consequant il sera interessant

d'envisager la Solution de ce probleme dynamique1). Par suite de la
hauteur considerable des pylones, de leur profil mince et de leur surcharge
engendree par le vent qui varie en fonetion du temps et de la hauteur au-
dessus du sol, les deformations dynamiques peuvent depasser les deformations

provoquees par les charges stables. Pour le moment, il n'a pas ete
possible de traiter le probleme de la fagon la plus generale car il de-
viendrait tres complexe en tenant compte de la charge variable qui depend*
non seulement de la forme de la construction et de la vitesse changeante
du vent mais aussi du mouvement propre de la construction. Pour simpli-
fier le probleme nous avons introduit dans le calcul quelques suppositions
qui ne oorrespondent que tres approximativement ä la realite. Malgre cela
Vauteur espere que la Solution qu'il donne dans le present article eontri-
buera ä calculer plus exaetement les pylones haubanes.

I. Le calcul statique des pylones haubanes et leur flambage
1. Le calcul statique.

Le pylone haubane represente une poutre continue sur appuis elastiques.
Mais la Solution des pylones haubanes est plus complexe que le calcul habi-
tuel des poutres continues parce qu'il faut d'avance determiner la souplesse
des appuis en tenant compte de Pelasticite et de la fleche des haubans.

x) Nous avons pris en consideration des barres ä section constante, mais il serait
possible de generaliser la methode pour la section variable.
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106 Vladimir Kolousek

a) La souplesse des appuis.
Chaque appui du mät est preserve contre le deplacement outre mesure

par trois, quatre ou plusieurs haubans. Sous la charge uniforme par unite
de longueur, le hauban prend la forme de la chainette, qui ne differe pas
beaucoup de la parabole. On peut accepter la forme parabolique (en accord
avec la pratique habituelle de calcul) d'autant plus, que le hauban est charge
non seulement par le poids propre et le vent mais aussi par les charges
isolees comme par les isolateurs, tendeurs etc. ainsi que la chainette ne
correspond plus a Petat reel.
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Si le pylone n'est charge que par les charges permanentes, le hauban
est tendu par la force 5° et sollicite par la charge uniforme dont la com-
posante perpendiculaire ä la corde a la valeur Q°, la fleche maximum etant
en ce cas /° (fig. 2a). Si le pylone est charge par la poussee du vent, il
se produit dans le cäble la traction S, la composante transversale de la
charge etant Q et la fleche / (fig. 2b). On peut exprimer la Variation de
la longueur de la corde par Pequation:

As
8 /* Ss ,8f02_S^s
3 s UE 3s jjE 0)

Dans la formule (1) le premier et le troisieme membre ä droite repre-
sentent la difference entre la longueur de Parc parabolique et celle de la
corde, le deuxieme et quatrieme membre Pallongement elastique produit par
la force S resp. 5°.

Avec V
s
2

Q
2S on a Js Q2s Q°°s

+ 5_1 +2452 ^ ue 24S02
S°s
ÜE

(2)

Si on examine le pylone symetriquement haubane (fig. 1) qui est charge
dans le plan de symetrie A—A, les appuis 1, 2, 3 se deplacent dans le meme
plan de la distance horizontale i\ Pour v et As on a la relation
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11 s'en suit

ou A

As
COSff • cos,/

Q2J
24 cos ff cos (i '

B

C

UE cos a cos /3

Q°2s _ S°s\ 1

(jE I cos a • cos 0- (R02± _" \24S°

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

La reaction d'appui de la poutre continue — du mät — doit etre egale
ä la composante horizontale de la resultante de forces de tous les haubans
qui sont attaches a Pappui. II vaut pour le pylone de la fig. 1

Vk 2(S*,i Sk,n) — (8)

Cette reaction V agit de meme dans le plan de symetrie A—A. Les equations

(4) et (8) determinent la relation entre la reaction V et le deplacement

v. Cette relation n'est pas lineaire, parceque Pequation (4) qui est
graphiquement representee par une courbe ne Pest pas. Pour pouvoir traiter
le pylone comme une poutre continue sur appuis elastiques on suppose la
relation lineaire: „ ¥, /nvv -= K+ /iV (9)

(K, x etant des constantes) et graphiquement on remplace la courbe par
une droite. Cette supposition est juste, si la droite touche la courbe dans
le point determine par la reaction V (respectivement par le deplacement v).
Parce qu'on ne connait pas d'avance V (v), on doit resoudre par tätonnement.

b) Solution statique de la poutre continue sur appuis elastiques par la
methode de deformation.

Pour le calcul du flambage et des vibrations des pylones haubanes on
emploie la methode de deformation et c'est pourquoi on se sert de la meme
methode aussi pour le calcul statique bien que le nombre des equations ä
resoudre soit plus grand que dans les autres methodes.

Les conditions d'equilibre dans un noeud quelconque k sont exprimees
par des equations _. n /irx.1

Mkik i + iWM+i 0 (10)

Km-i + JW + vk,p 0 (11)
Si la section du mät dans chaque travee est con-

stante, on a pour les forces et les moments aux
extremites d'une barre rigidement attachee aux deux bouts
les relations connues (notations apres la figure 3):

*k

Vk,k-£ k

"*,*>-

%r~U

/*-/,*
v£i jf^k-1,k

o^r/*-*'
Fig. 3

2EJ(
MKk~i j- [2 yk + yk^t

1/ 6EJ(

Vk — vk.

I
a) + 2»*,* 1;

7k-i+ 2 -- j + äbM i,

(12)

(13)
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Si Pune des extremites (k—1) est articulee, on a

3 Ell Vk — VkA
Mk,k-i -y- \Yk —~j J + %,ä-i

Vkl
3EJ( Vk — Vk-i\ ™

,k-i --p-^-yjH ^ + v$k,k-i

(14)

(15)

fflk,k-i est le moment flechissant, SB^-i la reaction de la barre parfaitement
»encastree (aux deux extremites resp. ä Pextremite k) qui sont produites par
la charge exterieure.

La force VktP qui agit ä Pappui elastique est donnee par la formule

V*.p
Vk

y-k

Kk

*k
(16)

c) Exemple numerique.
Les dimensions du mät et des haubans. Les dimensions

Idu pylone sont reproduites dans la figure 4. Le mät est construit en tubes
d'aeier. Le modul d'elasticite est E 2150 000 kg/cm2.

*S I
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' / I «/t&Om 15,0m

l "V
£' /W & /*/ /

v^ ^» //v/rection du ventet de Tante/m «ä 7 /
fc-^r/

<*Dtrechon or wind andantennae

m 0=*s

Libelle-Masstab-Scale

Fig. 4
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Les dimensions des tubes
Travee 0—1 Travee 1—2

Diametre exterieur Do,i 279 mm Di,2 229 mm
Diametre interieur tfo,i — 264 mm */i,2 =216 mm
Epaisseur de la paroi du tube <V 7,5 mm Sti2 6,5 mm
Surface de la section Uo,i 63,971 cm2 £/i,i 45,435 cm2
Moment d'inertie /o,i 5898,77 cm4 /i,« 2814,06 cm*
Rayon de giration /o,i 9,60 cm /i,2 7,87 cm
Modul de resistance H^o,i 422 cm3 H?i,2 246 cm3
Poids par metre courant go,i 49,90 kg/m' gi,% 35,44 kg/m '

Chaque hauban se compose de 6 brins dont chacun a 19 fils d'aeier;
la resistance ä la traction est de 130 kg/mm2 et le modul d'elasticite Zf
1 600 000 kg/cm*.

Les dimensions des cäbles
Haubans 1 Haubans 2

Diametre exterieur <PL 8 mm <P2 11 mm
Diametre du fil 0,5 mm 0,7 mm
Surface de la section Ux 22,4 mm2 U2 43,9 mm2
Poids par metre courant g\ 0,21 kg/mr gi} 0,41 kg/m'

La charge. Le pylone est charge par la pression du vent dans la direction

donnee dans la figure, par la tension d'antenne ü =- 700 kg de la meme
direction, par son poids propre et les tensions des haubans. La pression du
vent est supposee dans la travee 0,1 ?o,i~28 kg/m', dans la travee 1,2
q\o -= 23 kg/m'.

Nous ne voulons pas reproduire le calcul de la pression du vent sur
les haubans, qui est assez complexe et qui depend des reglements differents
dans les divers pays. Sur les haubans 1—I et 1—III on a suppose la pression
du vent #1,1=0,645 kg/m', sa direction etant donnee par les cosinus:
cos£/?t,T — 0,484, cos t]rui 0,786, cos C#M — 0,383. La charge totale du
hauban 1—I se compose de la pression du vent et du poids propre. Les
composantes de la charge totale r dans les directions des axes des
coordonnees par metre courant du cäble sont

7* qv • cosf*lfI -0,645-0,484 - 0,312 kg/m',
?y qv • cos j]Rlil 0,645.0,786 0,507 kg/m',
rz qv cos lRl,i -gi - 0,645.0,383 - 0,21 - 0,457 kg/m',

et leur resultante

-r ^ rx* + ?y* + ~rzi V 0,0973 + 0,257 + 0,209 0,750 kg/m'.

et les cosinus directeurs de la resultante Rlf\(= r - s) de la charge totale
0,312 _ .1A 0,507 „^cos **lfI - 015Q -0,416, cos WliI 0'~0 0,676,

0457
"»*» -07750 ~°'609-

La resultante Rltl et la corde du hauban forment entre eux Pangle
00—9?lfi, pour lequel on a

COS (90 - 7)1,1) COS fifI • COS £äi,i + COS >yi1 • COS l^lfI + COSr'i,i • COS ^1,1
0,620 • 0,416 + 6,785 • 0,609 0,220
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II s'en suit cos^i,i V 1^220- 0,976.
La charge totale transversale du hauban 1—I est ensuite

Ql,i h,i • slti • costpt,! 0,750 • 24,2 • 0,976 17,7 kg.
Analogiquement on determine la charge du hauban 1—II qui est diminuee

par le vent et a la valeur QL,u= 13,9 kg.
Si le vent n'agit pas, les haubans ne sont charges que par le poids

propre, dont la oomposante transversale a la valeur

Qt° gt 5i cos £i,i 0,21. 24,2 0,620 3,15 kg
La tension initiale des haubans est supposee: S±° =- 500 kg.

an \

«o V
7,0

670 kg

6fl
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ShM'20Okg

\ S,,i '870 kg / s
*fi
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100 26<0 300 WO &6\ 1000
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0 1,0 2,0 3,0 H,0 5,0 6fi ZO 60 90 WO cm

Fig. 5

Fig. 6

Variation de la reaction V1
Verlauf der Auflagerkraft Vt
Variation in the reaction VL.

L'elasticite des appuis. SiPon substitue les valeurs numeriques
determinees ci-dessus, dans les formules (5), (6), (7) il vient

_ <3?,i-si-V2 _
1 17,7^-24,2^2 _ sAi-1 ~ ~ -24^T,, -"24_ÖÖ2Ö" - -¦ 72°kg m'

Ai,u

si-i2 24,2 ]/2
1

ÜtEcosti,! 22,4-16000 0,620

Qui'SrV2

0,000154 m/kg,

445 kg2 • m B1<n =-Btl=- 0,000154 m/kg,
24 -cos iji,»

r -_r _r<3i^i s°si] V2 _ 2,30-3,15* 500-24,2- jl _1,1 _ 1,n _ L24 sf UtEl cos &,, - 500ä 22,4 • 16000 • 0,620 - U'U U

L'equation (4) pour le hauban 1—1 aura ensuite la forme (exprime en
metres):

Vl — 72^ + 0,000154 Si,i — 0,0770
•Si.i

et pour le hauban 1—II:
445

vi -T — 0,000154 Si,u + 0,0770

m
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Les deux fonetions sont graphiquement representees dans la figure 5. La
reaction horizontale dans la direction du vent a la grandeur (d'apres l'equation

(8))

Vi 2(Si,, —Si,n) 2^2 0,877(Si,, —Si,„).

La figure 6 montre Vt en fonetion du vt.
Par le procede analogue on obtient les formules pour les haubans 2.

L'equation (4) a pour le hauban 2—I la forme

v2 =-
et pour le hauban 2—II

V2 ~

10630

6980

^2,11

+ 0,000195 S2,i — 0,195,

- 0,000195 S2,u + 0,195.

Les fonetions sont graphiquement representees dans la figure 7. La reaction
horizontale (dans la direction du vent) de Pappui est d'apres Pequation (8) :

V2 2(52,i — S2>u)-^- 0,556(S2,i - S2,n).

20A-

tU55kg

5^396%

Szt^töSOkg

Vo « 16,28 cm

»ö i5ö *0~D 600 7ÖÖ sbö sbö

0 12345676910

Fig. 7.

Variation des tensions des haubans 2
Verlauf der Abspannkräfte S2
Stress Variation in the stays 2.

Fig. 8.

Variation de la reaction V2
Verlauf der Auflagerkraft V2
Variation in the reaction V2.

D'apres les figures 6 et 8 et la formule (9) on peut evaluer la relation
entre le deplacement et la reaction

ä 1'appui 1: vt — 0,01 + 0,112 Vt, (17a)
ä 1'appui 2: v2 — 0,03 + 0,238 V2. (17b)

Dans les formules on substitue V en tonnes et v resulte en metres.
La Solution du pylone par la methode de deformation.

Si l'on resout Pexemple par la methode de deformation, on obtient
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3 equations exprimant Pequilibre des moments dans Pappui 1 et Pequilibre
des forces dans les appuis 1 et 2 (Tab. I).

Tab. I.

n vi n

3 EJ^\ 3 ZfA,2

4,i 4,2

3 EJ0ii 3EJt,2
,2 "T .2

3 EJoyi 3 Z:/i,2 3 £Vo,i 3 EJ\y2 1

-f ~2 "3- T" 3 T
l{,2 I /o^l 4 2 *1I24),i

III 3^1,2 3 î>2

3 £7i,2

3£71|2
13

3£7li2 1

r3 r& /•2

3)^,0-3Ki,2

*1

*2

Si l'on substitue les valeurs numeriques on a

3£7o,i _ 3-21,5 •10'' 0,5899 • 10~4

/o,i
~~ 19

200,5 tm,

3£7i,2 _ 3-21,5-106-0,2814-IQ'4
lit' ~ 16

113,5 tm,

—- 10,54 t, —2"' 7,10 t, 3
' =0,554 t/m, —g-^ 0,443 t/m,

Ä»"l 4^2 /o,l /l,2

1= 0,112 ^t'm, J2=^ 4,20 t/m.

Les membres absolus ont la valeur

3»M g
• 0,028 19,02 1,264 tm

2Rj 2 - 0,023 • 16,0-= - 0,736 tm
O

S, - (0,450 + ^ + °^ (0,450 + 0,0665 + 0,0460) - 0,563 t,19,0
'

16,0

2ß2 - (0,700 4- 0,184 - 0,046) - 0,838 t

Ainsi, on obtient (Tab. II)
Tab. II.

1

^2

i
ii
in

314,0
-3,44
-7,10

-3,44
9,93

-0,443

I

- 7,10 - 0,528

-0,443 0,474
4,643 | 0,712
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D'oü n 0,00262,
vi 0,0558 m

v2 0,1628 m,
et d'apres (14) et (15)

Mt - Mlfi - 1,264 - 200,5 • 0,00262 + 10,54 • 0,0558
-1,264 - 0,526 + 0,590 - 1,200 tm

Mx /W1>2 =¦ 0,736 + 113,5-0,00262-7,10(0,1628-0,0558) -1,199 tm
Vi - Vio Ki2 3,44 • 0,00262 - 0,997 • 0,0558 + 0,443 • 0,1628 + 0,563

0,00902 - 0,0556 + 0,0722 + 0,563 0,589 t,
Vs - l/2(1 7,10-0,00262 + 0,443(0,0558-0,1628) + 0,838

0,0186 - 0,0475 + 0,838 0,809 t.

v,* 0,0556//£- f Oft® W=0,73?Im

UOOtm

l-OjeSW-1,263 tm ri

3 k 5 10 15
n i * i i i i i ii ¦ tm »..«iinr

10 20 30 W 50 Cm

5 tm

Fig. 9.

Variation du moment flechissant — Verlauf des Biegungsmomentes — Variation
in bending moment.

Deformation statique du mät — Statische Formänderung des Mastes — Static deformation
of the mast.

a) Echelle des longueurs — Maßstab der Längen — Scale of lengths.
b) Echelle des moments — Maßstab der Momente — Scale of moments.

c) Echelle des deformations — Maßstab der Formänderungen — Scale of deformations.

II ressort des figures 6 et 8 que les deplacements evalues satisfont les
equations (16) et (17). La figure 9 montre la deformation du mät et la
Variation du moment flechissant.

Les forces axiales du mät. Le poids propre du mät est in-
signifiant en comparaison avec les composantes verticales des tensions des
haubans. On peut alors considerer la force axiale du mät comme constante
dans chaque travee et egale ä la force axiale au milieu de la travee corres-
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2- 0,919(1850 + 395) -4130 kg

pondaute. On peut evaluer la composante verticale des tensions des haubans
d'apres la formule:

TV 2 cos l*,i(S*,i + Sk,\i).

La force axiale est alors dans la travee 1—2:
La composante verticale des tensions
des haubans 1

du poids propre du mät

et dans la travee 0—1 :

La force A4,2
du poids propre de la moitie de ia travee 1-2
des tensions des haubans 1,2
du poids propre de la travee 0-1

On ne peut evaluer les contraintes dans les tubes du mät qu'apres la
Solution du flambage, qui est traite dans le chapitre suivant.

Les tensions dans les haubans ressortent directement des figures 5 et 7.

On a Si,i 870 kg, ShU 200 kg, 52,i 1850 kg, S2,u 395 kg.

2. Solution du flambage.
L'etude exacte du flambage des pylones haubanes serait un probleme

tres complexe parce qu'on ne peut pas exprimer Pelasticite des appuis par
la relation lineaire et parce que les deplacements des appuis produisent le
changement des tensions des haubans et alors de meme des forces axiales
du mät.

J. 16,00 35,44 - 280 »

M,> -4410 kg

- 4500 »

- 4500 kg
- 280 »

-2-0,785 (870 4

49,90
200)

—
1680 «

- 470 »

A/o.1 „
- 6930 kg

--7000 >.

pw}

\Nn,n-i j
ywd

j Nk.M

k

Nk,k-1

1

Fig. 10

Vk,k-1

k,k-1

7"-'lf n
k-J,k Vk-hk(k-1)'\

/ Mk-1,
k-1

Non ^\ Fig. 11

En resolvant le flambage des portiques on neglige Finfluence de la
charge portee sur les deformations des membrures et on n'envisage que les
forces axiales. De cette fagon le calcul de la securite contre le flambage par
la methode de deformation est relativement facile 2). D'apres les meines prin-

2) Chwalla Jokisch: Stahlbau 1941, p. 33.
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cipes on peut determiner la securite des pylones d'antenne haubanes. On
ne conserve de la charge que les forces axiales et au surplus on ne se soucie
pas de Finfluence du deplacement des appuis sur les forces axiales du mät
et on fait Pabstraction de la ciroonstance que la relation entre les deplacements

des appuis et leurs reactions n'est pas lineaire. Dans ces conditions
le pylone est considere comme une poutre continue sur appuis elastiques.
L'idee qu'on se fera sur le flambage des pylones haubanes sera certainement
assez inexacte, mais la question pourra etre traitee par le calcul.

Dans la figure 10 est representee la poutre continue sur appuis
elastiques, chargee seulement par les forces axiales (dans la travee k—1, k par
la force Nk_ltk qui est negative comme traction). Aux extremites de la barre
k—\,k dont les bouts peuvent subir les rotations yk-i,yk et les deplacements
Vk—i,Vk (fig-11)j naissent les moments et les forces dont la valeur depend
de la grandeur de la force axiale de la barre. Si le Systeme flambe, les
conditions d'equilibre des forces et des moments pour tous les appuis doivent
etre satisfaites

Mk(k i) + Mk(k+i) 0 (18)
Vk{k i) 4- Vk(k+1) + VktP 0 (19)

On obtient les forces V et les moments M aux extremites d'une barre
ä section constante, en resolvant l'equation differentielle

EJ (20)

N etant la force axiale dans la barre (negative comme traction), m
le coefficient de securite. Apres Pintegration de Pequation (20) dans le
cas de la barre comprimee on a

(21)

(22)

„ _ X — X
v — C\ + C2x + C3 cos^ + C4 sin z

ou z 'F -jnN
~EJ

Vk-1.kle-!
1k-1J'

Vk-1

Fig. 12

^\Mk,k-i
lk' >

%,k-i

De l'equation (21) et des conditions d'appui on peut calculer les forces
et les moments flechissants d'une barre, dont les deformations aux extremites

sont connues. Si par exemple une barre est attachee rigidement ä une
extremite (point k) et par une articulation ä Pautre (point k—\) (fig. 12),
les conditions d'appui sont donnees par les valeurs vk-u Mi-i,l =-¦=- —£7v"(0),
vi, yk et les constantes d'integrations auront la forme suivante
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7k

C4

sinz
sinz- zcosz
-h'k+Vk- vk~i

Vk Vk-l zcosz
l sinz-zcosz'

(23)

sinz-zcosz

et, partant, pour la deformation on a avec ——AJ y>\

v=Vk-i + y>x + (yfc v;)
sinz

sinz-zcosz
(x- }- -sinz*). (24)
V sinz / ' v '

Pour les forces et les moments aux extremites d'une barre on peut ecrire
ensuite

y* vio\
z* sinz

/'(sinz-zcosz)
z2sinz

n iv//'(sinz-zcosz)

+ Vk r
+ Vk-l

z^sinz
-v*wi

z^sinz
//'(sin z-z cos z) //'(sin z-z cos z)'

zöcosz
vk nvl

z°cosz
/2/'(sinz-zcosz) /2/'(sinz-zcosz)'

z3cosz
+ Vk-

z°cosz_ z-smz
*,*-i —"^//'(sfn^Z^osz)-^ ^/'(sinz-zcosz) ' WR

/2/'(sinz-zcosz)'

(25>

L'elasticite des appuis est exprimee par la formule
1

V„,p
/.k

Vk- (26>

\S0B3

WO

tooov

#00

?000

Fig. 13.
Variation du determinant A en fonetion de la force axiale — Verlauf der Determinante
J in Funktion der Axialkraft — Variation of the determinant A as a funetion of the

axial force.

Si Pon substitue les expressions pour les forces et les moments aux
extremites dans les formules (18) et (19), on obtient un Systeme d'equations
pour la Solution du flambage de la poutre continue. Le nombre des equations

et egal ä celui des deformations cherchees. En absence de membres
absolus, on aura la Solution non triviale, si le determinant des coefficients
des inconnues s'annule. La securite au flambage du mät est determinee par
m correspondant ä cette Solution.
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Exemple numerique.
Pour le pylone de la fig. 4 du chapitre I. 1. c. nous obtenons des

equations
Tab. III.

n

in

zo,i sin z0,i
/o,i(sinzo,i-zo,icosz0,i)

+ 77-
^i,2Sinzi,2

Vi v?

z^i sin z0,i
/o,i/o,i(smz0,i 2o,icosz0,i)

2
zi)2 sin zi>2

/i,2 (sin zi>2 - zi>2 cos zi,2) 4,2 //,2 (smzij2 - zX}2 coszij2)

~zi"2sinzi>2

k 2/l,2(SinZi>2~2l,2C0SZi,2)

-z0>iSinzoti £o,i cos z0,i
— -t-

V/o,i(sinz0,i-z0,icosz0,i) I i*rfttl(sinz0,i-z0,icosz0,i)

zi^sinzi^ +^r- Zi 2 cos Zi)2

-Zi)2C0SZii2
1

| /l!2/l,2(SinZi,2 ^l,2C0SZi,2)

4,2/if2(Sin^i,2-2ri,2C0S2ri,2) /i^2/l,2(SinZi>2-Zi,2C0SZi)2) '-i

-^i,2Sinzi>2 Zl,2 cos Zi)2 Zi,2C0SZi)2

/l,2/i,2(SinZi)2-^l,2C0SZi)2) /i^2/i',2(Sinz1)2-Zi)2COSZi)2) /lVv2(Slll5rl,2 ^l,2C0SZi,2) x2

0

^0

=0

ou JL _ ^Al _ 21,5-10b. 0,5899- 10"

/o,i /oj 19,0
1 66,8

66,8 tm,

3,51 t, ^ ^ 0,1850 t/m,

1 £7i,2 21,5-106-0,2814-10"4

/o,i/o,i 19,0
JL _ 3>51

4',2 /l,2 16,0
1 37,8

2,36 t,

37,8 tm,

1 2,36
0,1477 t/m.

4,2 /i,2 16,0 ' ' /^/^ 16,0

Pour les forces axiales: —N12 4500 kg et — iV01 7000 kg on a:

^1,38^,a:1>2 16,0j/^ 4,500 • m

5-106-2814,06-lO"8

** ,9'° Väi^w
,000 m

5898,77-10"8
1,41 V/w.

On substitue ä m successivement differentes valeurs et on calcule chaque
fois z0fl et z1>2 et les coefficients oorrespondants du Systeme des equations
(Tab. III). La Variation du determinant A est represente graphiquement en
fonetion de zlt2 dans la figure 13 et dans la figure 14 o'ü est ajoutee la
Variation des determinants mineurs. (Syx \ etant le determinant mineur
correspondant au coefficient de la ligne I et de la oollone y± etc.).

II ressort de la figure 13 que le premier cas du flambage est donne par
(3 10\2

2^2 3,10. De cela il resulte le coefficient de securite /wi l-föö) =~5,05,
la force axiale critique dans la travee 1—2 m1N1 2 =- 4,5 • 5,05 =- 22,7 t,
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dans la travee 0—1 fn1M01= 7,0 • 5,05 35,2 t, et les longueurs au
flambage

/ii2 -v==_ _ ^ _ - - 16,2 m,
r/(-/KiM,2) i/ 22,7
|/ £71|2 f2\,5.10^0,2814. 10-

/o,i - l/ 3M
P 21,5-10*.0,5899-10^

18,9 m.

J#
***E^ *fcW"Kt*>

I«

/: /
/I

A d'i«- "^ / :\ /->§ «<. '«^

r V*¦?
b^> ^NN <sT^*U^K 3,3 *« -M/ 3«

V. \ X

\ \ ^4*l ¦

NX

£\\ T*!KX

\
Fig. 14.

Le determinant et les determinants mineurs formes des coefficients des inconnues dans
les equations du flambage — Determinante und Unterdeterminanten der Koeffizienten
der Unbekannten aus den Knickgleichungen — Determinant and sub-determinants of

the coefficients of the unknowns in the equations of buckling.

Les rapports des deformations sont determines par les rapports des
determinants mineurs correspondants

n
V2

s*s,i
3*2,1

13,95
2,60

5,37 m
Vi

v2

-2,06
2,60 - 0,793

La courbe elastique dans le cas du flambage est representee dans la
figure 15.
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Tensions dans le mät. Si l'on oonnait les longueurs au ilambage
dans chaque travee on peut calculer les contraintes de la fa^on habituelle.

Si Pon a dans la travee 1—2 }'2 _ =- =- 206, on suppose (d'apres
iiy2 /,o/

les reglements tchecoslovaques) c -- ^ 8,28 et pareillement dans la travee

0—1 .°'1 197, c ~ 7,58. Au point 1 dont la section est sollicitee par
le moment M± — 1,2 tm et par les forces axiales —N1>2 4500 kg resp.
—A^o,i 7000 kg (les dimensions des tubes etant les memes que dans
l'exernple du chapitre I 1 c) on a les contraintes:

dans la travee 1-2 v - -2^°° - ,t5^-8,28 489 821 - 1310 kg/cm-\246 45,435 &'

dans la travee 0 1 v -l^^°- ^~ .7,58 =-284-830 1114 kg/cm-'.

IL La Solution dynamique des pylones haubanes
Les pylones d'antenne sont exposes aux influences du vent qui repre-

sentent, a cote du poids propre et des tensions initiales des haubans, la partie
essentielle de leur charge. L'etude dynamique y'est d'importance eminente.
Les vibrations peuvent prendre naissance dans le sens de la direction du
vent, si la valeur de la poussee du vent varie plus ou moins regulierement
et peut ainsi produire une charge periodique du moins pour un court intervalle
de temps.

Cependant, les constructions minces, exposees a la poussee du vent
peuvent osciller meme dans le plan perpendiculaire ä la direction du vent.
Ces oscillations peuvent etre causees par le tourbillonnement de Karman,
si le mät est cylindrique, ou peuvent etre provoquees automatiquement par
le tourbillonnement qui est produit ä son tour par le mouvement de la
construction de certaines formes. Alors, les deux dernieres vibrations peuvent
se produire particulierement dans le courant d'air d'intensite constante.

La construction se met ä vibrer dangereusement, si la periode des forces
variables s'accorde avec celle de la Vibration propre de la construction. Une
teile resonnance apparait tout ä fait accidentellement, si la Vibration est
causee par la poussee variable du vent. La deuxieme cause possible de la
Vibration, le tourbillonnement de Karmän, depend de la vitesse du vent et
la Vibration importante ne se produit que dans certaines limites de la vitesse
du vent. Enfin, si la forme de la construction est teile, que le mouvement
meme provoque les forces qui augmentent les oscillations on ne peut parier
de la resonnance proprement dite. L'amplitude des vibrations croit regur
lierement avec la vitesse du vent.

II faudrait accorder Pattention surtout aux deux derniers cas de Vibration.

Malheureusement, nous ne possedons pas assez de bases experimen-
tales, qui rendraient possible le calcul des forces engendrees. La valeur
de l'amplitude des vibrations depend en outre de Pamortissement qu'om
peut determiner seulement empiriquement. Au point de vue mathematique,
le calcul des vibrations forcees est extremement difficile, parce que les
vibrations aux grandes amplitudes ne sont plus harmoniques.

On analyse, ci-dessous, surtout la Vibration propre dont la periode ne
depend pas beaucoup de Pamortissement. En supposant l'amplitude infiniment

petite la Vibration demeurera harmonique. Au chapitre II 1 l'on etudie
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la Vibration propre approximativement sans tenir compte de la masse vibrante
des haubans, au chapitre II 2 Pinfluence du mouvement de la masse 'des
haubans est envisagee et au chapitre II 3 on traite Pinfluence de la force
statique axiale sur la periode et sur les formes de la Vibration propre.

Les vibrations forcees sont etudiees sous des suppositions simplifiees
au chapitre II 4.

1. La Solution approximative de la Vibration propre des
pylones haubanes par la methode de deformation.
Si Pon suppose les amplitudes des oscillations infiniment petites et si

l'on fait Pabstraction de Pinfluence de la Vibration des haubans, le pylone
haubane represente (comme on Pa dejä suppose pour la Solution du
flambage) la poutre continue sur appuis elastiques. Pour sa Solution dynamique
on peut appliquer la methode de deformation3).

-un

r2-\

5.37,7T=

v, =-0,793 v2

y<<*

Echelle - Masstab -Scale

LH- '?. rPn

Fig. 15.

> La premiere forme du flambage — Erste Knickform — First form of buckling.

On part de l'equation de la Vibration transversale

Hx1EJ^--lAV>*V 0

dont Pintegrale generale est

l k l I
v CiCosä- x + C2SinÄ — x + C3 cos - x + d sin x

(27)

(28)

3) V. KolouSek: Stahlbau 1943, p. 5.
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Les conditions d'extremites etant donnees, on peut determiner les constantes
d'integration et d'apres les equations

M= EJS (29)- T=~EJ% <30>

determiner les moments et les forces aux extremites. Si les deux extremites

de la barre ä section constante sont rigidement attachees (voir fig. 11
oü cependant les symboles signifient les amplitudes oorrespondantes) on a

;Wa-i,* - \ nW-y^i + y,-Ft(k)-yk- -jjrnii) vk t - ~F*(l) vk, (31)

Mktk-i \, Ei{l).yk i f *, E2(l)-yk+ ^ F*(l) v^i + ^ E±(X) vk, (32)

Vki,k=- ]r n(X)• yk i + jfK (l)• n + pF n M vk-i + pt,
Es (X) vk, (33)

Vkyk-i - 1, Es (X)• yk-i + Xut E4(X) • yk + /tl, F5 (A) vk_t + ^ E, (X) vk (34)

oü signifie k IV ^ (35)

(oü ju est la masse par metre courant, co la vitesse angulaire de Vibration)

_/x sin hX — sin/ ,„.et Fi (a) - A ——T 1 (36)v ' cosA/lcosÄ-l ' v '
_ cosA AsinA ~ sinAÄ cos/t /0_.

' cos A Ä cos A -1

.,/n .9 cosA/l —cos/lf3(i)=-A-^ü^n ' (38)

F4W= A«
sinAAsinA

v 7 cosA/lcosA-1 y '

W)= »-J^±™\ (40)v ' cos A A cos XX1 v 7

_/ .„ cos AA sin A + sin hl cosa /if<.r6(A) =—a°— ;—^— (41)v ; cosAÄ COSA-1 v '
Si la barre k—1, k est dans le point k—1 articulee le moment Mk..ltk

doit etre egal ä zero, ainsi, qu'il vient de l'equation (31) pour Pangle yk^.1
la relation:

Si Pon substitue Pexpression (42) dans les formules (31)... (34), on a

A*M-i ^ jF, (X) yk + Tv F8 (X) vk^i + j^Fg (X) vk, (43)

Vk i,k ir Fs(?) yk + pr En(X) vk i + l¥j, E10(X) vk, (44)

Abhandlungen VIII g
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KM-i ]v F* (*) 7k + pp Fio (A) Vk i + p£,
En (A) vk (45)

c-/-,\ tt /ov ^i2W 2sinAAsinA

/% W /*(*) + -^^ ** - .t^^t- -, > <47>w /^(A) cosAAsin A — sinAAcosA v 7

f n\ f n\ -i_ ^iMW) a 2 cos AAsinA +sinAAcosA
'n77 ^4(A) + r^TTv — "A" -r—r—^ -. r^ (48)7 ' E2(X) cosAAsinA sinAAcosA * '

p- m *"i\ ¦ F4(X)E*(X) cosAA + cosA
/^)--/*l*) + -— ^-^cosAÄsinr-sinAAcosA^ (49>

Fii(t) />,(A) ~ f^ A» -l^c^* (50)v ' w /=•> (l) cos ä A sm l — sin h l cos L ' v '

p /)\ /7/j\ ^*2^) >3 cosAAcosA + 1

F12(/) W_ ^ K coshls{nls^nhlcosl ¦ <51>

Si Pon envisage les deplacements infiniment petits, Pelasticite des appuis
des pylones (non charges) symetriquement haubanes est la meme dans
toutes les directions et alors les vibrations restent aussi les meines quel-que
soit le plan de Vibration. Le plus facilement on etudie Poscillation dans
le plan des haubans. De (4), il s'en suit pour le deplacement horizontal
de Pextremite superieur du hauban

v _ <Fl +
Ss

+ J?*? §>s /52)
24 S2 cos g EU cosa 24 S°2 cosa EU cos o

'

Parce que V 2(S—S0)cos o, il vient apres la differentiation en substituant
S=50:

dv ^ 19!ls 5
_ /«.dS- 24S<>3cos<x + EUcosa

' K '

2 ¦ cosa (54)

et pour Pelasticite des appuis

dV Q»s S
' dV 24S°'cos»<j + 2EÜcos*o' { '

Si le premier membre dans Pexpression (55) est petit, il vient apres
le developpement en serie de Taylor

1 __dV __ ^2 EU cos* o _ (2 EU cos2 a\2 Q02s

x° ~ dv ~~
s \ s 24S"3cosätf

' '
Q°s 1 8/°Avec —0 /° et

0 ^ \2 (oü q est le rayon de courbure de la

parabole de flexion) on peut ecrire l'equation (56) en forme suivante
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/ EU \
dV 2EUcos*o ^EU 1 2

.0 T" COS °\

2 £77

5
cos o cos (y + -^

\ (57)

J/ etant la \ariation de la superficie entre la corde et la parabole de flexion
conespondante au deplacement horizontal d'appui egal a 1'unite (fig. 16).
L'amplitude de la force d'appui est exprimee par la formule

Vk,„= \vk- (58)
^k

fr la/3 i

Fig. 16

Les equations pour le calcul des amplitudes des deformations ressor-
tent des conditions d'equilibre dans les noeuds singuliers. Nous les ob-
tiendrons en substituant les expressions "de (31) jusqu'ä (34), de (43)
jusqu'ä (45) et (58) aux equations (18) et (19). En absence de la charge ex-
terieure variable periodiquement, les membres absolues n'apparaissent pas
dans les equations et la Solution non triviale n'est possible que si le
determinant des coefficients d'inoonnues est egal ä zero. La frequence oü cela
survient est la frequence de la Vibration propre. La forme de la Vibration
propre est donnee par les rapports des deformations qui sont egales ä ceux
des determinants mineurs.

Exemple numerique.
Considerons de nouveau le pylone d'apres la figure 4, dont les dimensions

sont contenues dans le chapitre I 1 c. Nous obtenons le Systeme de
trois equations exprimant les conditions d'equilibre dans les noeuds de la
construction.
Les donnees numeriques sont les memes que dans le chapitre I 1 c. En
outre on a

An
/'o,i«>2 _ioni' 0,04990i / ,"0,1 co - i o n 1 / u,u*yyu ftQKni/«,i /o,i| -gj^ ^'O}^«.^.^^

4 ~ ö 4
M,2«>2 _,Anl7 °>03544

•¦-»Y7Z ^IW^^u.,» ^=^>' v».
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Tab. IV.

n Vi ^2

1
0

0

0

M

M

II

I
lo,i 4,2

f

^9(^0,1) F9(Xlt2) Fs(Xli2)
4,1*0,1 4,2 4,2 4,2 4,2

II

III

7-77- ^9 (Ao,t) - j—jr- Fg (Ai)2)
lo,i h,i 4,2 4,2 72 „ Fn(h,l) + ,2 „ /7ll(Äl,2)+ ^

4,iA),i 4,24,2 *i 72~7r ^10 (M
4,24,2

Fsßii2)
4,2 4,2

1

0 ^10(^1,2)
4,2 4,2

1 r n x l
2 ri2(Ai,2)+ 0

4,14,2 *2

D'apres (56) oü

ö
COS'' ffii- fei si)2 (0,21 -10-S-24,2P 25,8-10"« /2, &« 0,500t,

(g2s2y (0,41 • 10'J • 38,1)2 244 • 10« t-, S2° 1,01,
COS" ff2

il vient

dVi_\_ _2.16,01060,224 10 ^0,620
dv-i.

~~
xi ° 24,2

/216,0-10"-0,224 • 10~* • 0,6202\2 25,8 • 24,2-106 n««*m-\- ~~^r ~)~W.Öy =n.38-0,0270 ll,35tm

dV2 1 2 • 16,0 • 10« • 0,439 104- 0.394 -

dV2 X2° 38,1

/2-16,010^0,43910-*0,394^2 244-38,1 10" nmo7* sti tml 38^1 ^ —24-1,0« 5J2 "°'°1275 5J1 tm

5 # 7 « * 10

«' 012 GJ

Fig. 17

Variation du determinant A en fonetion
IH SM de la frequence.

Verlauf der Determinante A in Funktion
V j der Frequenz.

Variation of the determinant A as a
tu w funetion of the frequency.

Nous evaluons les coefficients des equations du Tab. IV successivement
pour les differentes valeurs de la vitesse angulaire, calculons le determinant
A des coefficients et le representons graphiquement (fig. 17). Les points
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oü la courbe coupe l'axe des abscisses determinent la vitesse angulaire de
la Vibration propre. Dans la fig. 18 sont en plus representes les
determinants mineurs.

La premiere vitesse angulaire propre est w\ ^ 11,28 sec-1, la frequence
propre est alors 1,80 par seconde (X0>1 2,856, Xlt2 2,657). Pour les
rapports des deformations on a

ri 5^ ^ ^^ _/0,8^\ _ 20,0=^/z5!8\
»2 S,„i S„„„ S,,,m \-5fl) 143 142/ U,14Um '

vi S,1(I S,,,,, SVl>lll /-20,0\ 478 /143\
»2 8^ ^ ^ ^l^8J ~-i43 =^l-42-) ~3'35-
La formule (42) donne les rotations au point 0 et 2:

0,109 + 0,453 0,562 irr1,
y2 ^(2,657) E3 (2,657) F4 (2,657)
V2 F2(2,657) ' 16,0^(2,657) ' 16,0-F2(2,657)

0,6890,140-0,139.3,35 + 0,0573 0,0965-0,467 + 0,0573 0,313 m"1

La figure 19 montre la premiere forme de la Vibration propre. Les
moments aux extremites sont evalues ä l'aide de la formule (43):

Mlt0 c^- 88-0,140i/2 + 15,5.3,35i/2 ^ 39,7 v2 t,
Mlj2 c^j-69.0,140 v2-5,l .3,35v2-13,l i>2 oo 39,9 v21 ^ -yWij0

Analogiquement on determine les forces d'apres (44) et (45).
Pour cou ™ 13,12 see-1, c. ä d. pour la frequence 2,09 par seconde

(A0j1 3,080, X1>2 2,865) on a le deuxieme cas de la Vibration propre. Pour
les rapports des deformations on a

n_ ~20,8_ -21,3 -118 _ ni7R.
vi -21,3 /-22\ -120

et d'apres (42)

^ -0,940.0,178 + 0,167.0,181 ^o_ 0,137 m1,
v2

y^-= -0,784.0,178-0,162.0,181 +0,034= ^-0,135 m1.
v2

La deuxieme forme est reprösentee dans la figure 20. Les moments aux
extremites sont d'apres (43)

Afif0 24.0,178i/2 + 29,5.0,181 v2 oo 9,6f2 t,
Mlj2 —48-0,178 1/2-10,8-0,181 v2-16,2v2 -v-9,6v2t =-x -M0,i.

2. L'influence du mouvement de la masse des haubans.
Si nous envisageons l'influence du mouvement de la masse des haubans,

Pelasticite des appuis depend de la vitesse de la Vibration. Pour pouvoir
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calculer les pylones par la methode de deformation nous devons determiner
les forces agissant ä Pextremite superieure du cäble en fonetion de la
frequence en cas d'oscillation du point d'attache du hauban.

Considerons un hauban vibrant (fig. 16) et supposons encore que les
amplitudes des oscillations sont infiniment petites. Nous faisons ci-apres
l'abstraction de l'influence de la Vibration longitudinale sur les tensions
des haubans et nous n'envisageons que leur Vibration transversale.

K#X\"5 *** \S\3F

\ \ \ \
V ¦

\\ \N \
of°, ,1% ^* Sfe\ N"^ X

\̂X \"%

\ \
^\ Nh

\ \X
N \n*\ %x •v

Fig. 18.

Determinant et determinants mineurs formes des coefficients des inconnues dans ks
equations de la Vibration — Determinante und Unterdeterminanten der Koeffizienten
der Unbekannten aus den Schwingungsgleichungen — Determinant and sub-determinants

of the coefficients of the unknowns in the equations of Vibration.

L'equation du mouvement de Pelement du hauban devient

ßdx ¦ ^M [St,"(t) + A S(t)y"] dx (59)

ju etant la masse du hauban par metre courant, y la fleche dans la position
x, dx la longueur de l'element, 5 la tension du hauban immobile, \)(t) va-

d2 Vriation de la fleche en Vibration, AS Variation de la force S, y"= —-\. Dans

l'equation (59) on a supprime la composante infiniment petite du deuxieme
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ordre AS(t)tf'(t). Si Pextremite superieure du hauban se deplace ä la
distance v(t) dependante tu temps (fig. 16), on peut ecrire d'apres le theoreme

des travaux virtuels, qu'on applique au travail des tensions du hauban
immobile sur les deplacements en Vibration:

Sv(t)cosa-Sv(t)4fsma=\S^ J^> -^ +fV-*<0-*,
5 .' 0 cos e eucos £ cos 6 J o

d'oü il vient
v (t) • cos a 4^sin o v (t) ~y" f51) (/) - dx

JS(t) EU s — °
w r* dx

J0 COS^€

En substituant

i>(t) v(t) *-sina + 9W> (60) f - ^^- \ (öl)

oü q designe le rayon de courbure de la parabole de flexion du hauban
immobile et avec

/' t) (t) dx — 4 - sin a\ xdx +/' \ q(t)dx= ' i>(*) sin <j +/' I
X) (t) dx

Jq S" s «'0 j0 5 J0

f COS3£

on a

EU EU 1 rI5(/) o. v(t) — cos rr + Q W ^ • (62)
s • 0

II resulte de (62) que l'equation (59) est lineaire pour i) et x. C'est
pourquoi la Vibration du hauban (precisement dit sa partie stationnaire) est
harmonique avec la vitesse angulaire co, si v(t) est harmoniquement variable
(v (t) v cos co t). En substituant t) (t) t) cos co t, AS(t) AS cos <o t on
obtient de l'equation (59)

uco2l) + S\)" + ASy" 0 (63)

et apres la Substitution de (60) et (62)

ho)*.v
X

smo + ßco2l) + Sy'+vEUcoso-y"~-EUy"2[ t)dx 0. (64)
s s J s J J0'

On peut ecrire l'equation (64) en forme

Ät) + Bt)" + C\ qdx + vD+vFx 0, (65)

ou
I // n^ lf\f\\ _ FÜ

(69)
A iico2,

B S,

(66)

(67)
£> cosa-y

s J

c -fys (68) - fico2
E -— sin g.

5
(70)

Si Pon developpe tj, \xjdx, D et Ex d'apres la serie de Fourrier, on peut
ecrire o



128 Vladimir Kolousek

(F 7ix 2nx 3 tix \ ,__n 1/ Li sin 1- L2sin (- L3sin + (71)
\ 5 5 S }

g" -i> »Li sin + 4L2sin - + 9L3sin + (72)
S- \ 5 5 S /

I t) dx — n dx • sin + -=¦ sin - + - sin \- I

J0 ^ J0 \ 5 J 5 5 5 /
8s(r 1

_
1

_ \/ 7ix 1 3jtx 1 5nx \ .__,^(^+3 U+ 5
Z-5 + ....)(s,nT +

3 sin - - + ^sm — + (73)

D .,T" s
+ 3

S'n — + 5
8,n — + ••••)' (74)

F* 2Fst xx 1 .2tt^ 1 3 ji jczrs/ -ta: i Anx \ önx \ .„_,
n \Sm~s ~ 2S,n ^ +TSm T -••••)• (?5)

Apres la Substitution des expressions (71)... (75) dans Pequation
(65) on a j

j/r tix T 2tzx \ Bn2(v tix Ar 2nx \A Li sin + L2 sin — + — Li sm — + 4 L2 sin —— + I +Vs s / s2 \ s s /
8Cs{r 1 \/ Tix 1 3nx \ ABI Tix 1 3^jc \

+ -^~\U » y^ + ...)(s.n s
+ „sm—+ + —(s.n s

+
3 sin — + ..¦) +

2/s/ jt# 1 2tijc 1 3jix \ _ ,_,.+ - Isin -„sin +^sin 1 0. (76)
71 \ S 2 S 3 S /

Pour que cette equation ait une Solution pour chaque x, il faut que

/. B^\ 8Cslr 1 1 \ 4D + 2Fs _ .„.

/ .- 9Bji*\ 8Cstr 1 1 \ 4ß + 2fs _ ,_av

/ .- ä25tt2\ 8Cs/ 1 1 \ 4D + 2Fs .„,Lk{A —)+—{lla.-U+-U+ ....)+ £- - 0, (79)

pour tous les k impairs. Pour les k pairs on a

Si nous multiplions l'equation (79) par & et la soustrayons de (77),
nous obtenons pour k quelconque impair

1 J2"
fc=T*i ~~2. (82)

S^
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De l'equation (81) il vient pour k pair

RIX

2Fs

129

(83)

Apres la Substitution de (82) ä (77) on a

('-"."VSK
A

Bnv-

s* 1

+ ;

A- Bjv

d'oü
2

71

9 - 9jgOT» 25 25£tt2
4 __ 4 _ _

S2 S2

2D + f5
-OTT2

^* 8C5 L 1 5S

5^ TT2 \ 9 QBtZ*
+

+-(2Z) + /r5) 0 (84)

Ä-l7f

k'1

A-k
s-

~Bna-

(85)

La courbe de flexion est determinee par Pequation (71) apres la
Substitution des expressions (85), (83), (82). On peut calculer l'amplitude
AS de la formule (62) oü on remplace AS(t), v(t), t)(t) par les amplitudes
correspondantes:

AQ EU EUAS=V — COS(T +
5 S QJ0

1 f* EU EU
\ t)dx v - cosa-\-v

:U 1 2s/r 1

Li+^S Q TT \ 3
3L3+J.L5+...).(86)

Si le pylone est haubane symetriquement en quatre directions et s'il
oscille dans le plan des haubans (soit I et III), nous obtenons pour l'amplitude

de la force d'appui

>o c
V 2AS-COSO nEU [ 1 2s (F 1

_ Yl 1
2 — cosa| coss + ^* + ^ Z* + )J —0 (87)

Q Tt

On procede ensuite de la meme maniere qu'au chapitre precedent avec

la seule difference qu'on substitue aux equations de deformation pour —0
Pexpression (87), qui depend de co.

Ä

Comme nous avons mentionne, nous ne pouvons faire aucune abstraction
du membre AS(t)t)"(t) dans Pequation (59) que si l'amplitude des
oscillations est infiniment petite. Si les oscillations ont la grandeur finie Pequation

du mouvement n'est pas lineaire et la Vibration n'est pas harmonique.

L'exemple numerique.

Envisageons de nouveau le pylone du chapitre I 1 c comme au chapitre
precedant. Pour les haubans attaches au premier appui on a

sin a 0,785, cos g 0,620, Q° 0,21 • 24,2.0,620 3,15 kg,

-1 W W °'0214 k^mäsec2'

Ä fi • co2 0,0214 co2 kg/m2-sec2,
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0 - 500 kg

8/_ Qo _ 3,15 _ ooooaeo,,.^ _
1

EU 16-IQ6-0,224-10-*
s 24,2 14,8 t/m

C ft/ 14800 ¦ 0,0002602 - 0,001000 kg/m •,

EUD cos a ¦ y" -14800 • 0,620 • 0,000260 - 2,385 kg/m'-,

/=s /ji<o*> sin ff 0,0168 oj2 kg/m-'sec2,

5ji8 500 -^
-fr

s2 24,22

8C5 _ _
8 • 0,001000 • 24,2

TT2
~~ ~

2s

8,42 kg/m2,

0,01965 kg/m2.
TT

15,4 m.

Fig. 19

La premiere forme de la Vibration propre
Qrundschwingungsform EMk-MassiaFMe '->

Fundamental form of natural Vibration. ti±Lu. «-

fi*&X?r.

-0,313 v, ti

•3.35v, LA-r, •-0,llti v,n

-0,360,

Avant tout nous voulons calculer la force V oorrespondante au deplacement

v egal ä l'unite, si la vitesse angulaire co est egale ä zero. Cette force

doit etre egale ä la valeur de -—^ du chapitre II 1 (exemple numerique), que

nous fournit la oontrolle du calcul. On a

w 0,
.4 0,

_ 2 2-2,385

" -8,42-0,01965(1 + ^ +

et d'apres (87)

V
2.14,800-0,620[0,620 + 0,000260.15,4(-0,360-i0,01335...)]

11,380 - 0,0738 • 0,365 11,380 - 0,0269 oo 11,35 t/m

Pour la premiere vitesse angulaire de la Vibration propre (d'apres le
calcul approximatif du chapitre II1 an ~ 11,28 sec-1) il vient

Ä 0,0214-11,28* r^2,71 kg/m2,
Fs= 0,0168-11.282 c^ 2,13kg/m2,

Ls 2jLi -0,01335,

L2 — 0
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2 2 (-2,385)+ 2,13

131

* 2,71 8,42-0,01965(1+ J2^8% + -)
U 2,1 \ - 8,42

0,293,

3 2,71-9-8,42
1 2-2,13

2.-7 2,71 -4-8,42

0,00762,

0,0218

11,380 + 0,0738 (- 0,293 - _
0,00762 ,380 0,0218 11,36 t/m

Pour la deuxieme frequence propre (<y=^13,12 sec-1) on a

Ä 0,0214-13,122 3,70 kg/m2,
Fs 0,0168-13,122 2,90 kg/m2,

2 2 (-2,385)+ 2,90
U

L3

n 3 70-842-001965^1 +
* ?'70~M2 + Ij,*u ö,4^ u,uiyo^i+Q 37Q_9.8>42

+ .-.j
Z.1 3,70-8,42

0,251

3 3,70-9-8,42
0,00547.

1

^2= ^
2-2,90

2^3,70-4-8,42 0,0307,

V
11,380 + 0,0738(-0,251 - |-0,00547...) 11,380-0,0186 11,36 t/m

II resulte de cela, que Pelasticite de 1'appui 1 reste ä peu pres la meme
entre les limites de la frequence dans lesquelles nous avons etudie les vibrations

du pylone.
Conformement, nous calculons les haubans de 1'appui 2. Les constantes

ont la valeuf

sin o 0,919, cos a 0,394,
Q° 0,41 -38,1 -0,394 6,15 kg,

0,41
fx — 0,0418 kg/m2-sec2,

9,81

Ä — 0,0418-co2 kg/m2-sec2

£ S2° 1000 kg,
6,15

y 1000-38,1

EU 16-106-0,439 10~4

"7 38,1

-0,0001615 nr1,

18,450 t/m,

T2—0,135vs

v.° 0,161 v.

Q178

%*T0137v3

C -18450-0,00016152 -0,000482 kg/m3,
_____£ -18450.0,394-0,0001615 =-1,174 kg/m2, "7 _- ' Fig. 20

Fs 0,0418 • 0,919« a;2 0,0384 co2 kg/m2-See2, La deuxieme forme de la Vibration
Bit1 1000. TT2 Äml ; 96,79 kg/m2,

38,12

propre.
Zweite Eigenschwingungsform.
Second form of natural Vibration.
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8Cs _ 8-0,000482-38,1
71' 71-

2s 2-38,1
— - - 24,2 m
7t JT

-0,0149 kg/m2,

JI vient, si m — 0,

2 2-1 174 1

£.!= '' "i r =-0,220, Z<3=^L1 =-0,00815
-t -6,79-0,0149(1 + ^ + 27

et d'apres (87)

— 2-18,450 0,394 [0,394 + 0,0001615-24,2 (-0,220-J 0,00815 ...)]

5,720-0,0568-0,223 5,720-0,0127 5,71 t/m,

ce qui repond ä la valeur determinee pour ~~ au chapitre II 1. Pour
m\ oo 11,28 n ous^ obtenons V2

Ä 0,0418-11,282 5,32 kg/m2,
Fs 0,0384-11,282 4,88 kg/m2,

_ 2 2(-l,174) + 4,88
Li — 9 _ ft ö~ — — l,Uö/* W2-6.TO-<W»49(l +i^^s +

* T 53^5^5 <*»« •

K
5,720 + 0,0568 (1,087 + J 0,00955 + 5,720 + 0,062 5,78 tm

Pour co oo 12,76 sec-1

Ä 0,0418-12,76* 6,81 kg/m2,
Fs 0,0384-12,762 6,26 kg/m2,

_ 2 -2,348 + 6,26 _1—
.-i 6,81-6,79-0,0149(1 +

— ^ ~ °° '

V
— =r oo + oo
V

Pour co oo 13,12 sec-1

Ä 0,0418-13,122 oo7,27 kg/m2,
Fs 0,0384-13,122 oo6,68 kg/m2,

Ll _
-2,348 + 6,68

=- -583* 7,27-6,79-0,0149(l +j ^1^^ +

_ fr 7,27-6,79 _^ ~ T T^T^ToJÖ - " °'°173 '
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L2-

V

-0,107,
1 ^2-6^68

2:* 7,27-4-6,79

5,720 + 0,0568 (- 5,83 - J 0,0173) 5,720 - 0,332 5,39 t/m

II est evident que le mouvement de la masse du hauban influence eon-
siderablement Pelasticite de 1'appui 2 dans l'intervalle etudie de la frequence.

2,60

GW

sec

/ & (d'apres h fig 13)

Fig. 21.
L'influence du mouvement des haubans sur le determinant A — Einfluß der Bewegungen
der Abspannseile auf die Determinante A — Influence of the movement of the stays

on the determinant A.

Les equations du tableau IV valent avec la seule difference, qct'on
1 V

substitue pour n les valeurs de — determinees tiklessus. Le determinant
x° v

A est graphiquement represente dans la figure 21 en fonetion de co. II re-
sulte de la figure 21 que la premiere frequence a reste ä peu pres la meme
qu'au calcul approximatif. Au oontraire ä la vitesse angulaire co « 13,12 sec-1,
la Vibration propre n'intervient pas du tout. A co 12,76 sec-1 intervient
la Vibration propre des haubans 2.

3. L'influence de la force axiale statique ä la Vibration.
Le poids propre et surtout les composantes verticales des tensions des

haubans provoquent des forces axiales oonsiderables, qui restent ä peu pres
constantes, si nous ne oonsiderons que les petites oscillations. Teiles forces
axiales ralentissent la Vibration propre du Systeme.

La Vibration de la barre ä la section oonstante, qui est sollicitee par
une force axiale statique est exprimee par Pequation

EJ
d4v
dx4

d2v
N —dx2

U 0)2V 0 (88)
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avec Pintegrale
» bx _ bx _ ax t „ ax /onvv — Qcosä + C2s\nh + C3 cos + C4sin (89)

oü

a •=¦ l

(/V etant la force axiale, negative comme la pression; a b X2). On peut
resoudre Pequation (89) pour les differentes conditions aux extremites.
Apres la determination des constantes d'integration on peut obtenir les
formules pour les moments et les forces aux extremites de la barre dont les
deux bouts sont soit rigidement attaches, soit Pun d'eux est pourvu. de
Particulation.

Si la barre est attachee par Particulation au point k—1 et rigidement
au point k (comme dans la figure 12), on obtient

A*M-i= l &(a,b)yk+ ^ %*(a,b)vk^i + )p %*(o,b)vk, (92)

Vk-i, k j-p Ss (a, b) yk + /2/,
g12 (ß, b) vk_i + ^ g10 (a, b) vk (93)

Vktk-i n,
dd (a, b) yk + g10 {a, b) vk-i + 2 Sn (<*, b) vk (94)

-/ ia (a2 + b2)s\nhbs\na
ou &»m)=-—t^T~ ' (95)

88(B,*) ^-<*^+^iM> (96>

^ a£(a cos/?# sina + & sin hb cosa) ,„.&M)=-- ^ (97)

o / u\ ab(b2 coshb+a2 cosa) /ftQ.s"<a'*>=—-—Töä) ' (98)

' %«{a'b) ^-^±^S-M-COSß, (99)

a^[2ö2^2 + a^(^*--a2)sinÄ^sina + (a1+Z?4)cosÄZ?cosa] /inru&,(«,*) _-_____-_ ; (100)

f(a,b) =bcoshbs'ma — asmhbcosa. (101)

Le reste du calcul par la methode de deformation ne differe de celui au
chapitre precedent.

Exemple numerique.
Pour le meme pylone que dans les exemples precedents (voir fig. 4),

nous obtenons les equations du Tab. V qui ne differe du Tab. IV qu'en cela
que les fonetions F (X) sont remplacees par les fonetions %(a, b).
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Tab. V*).

135

1 n Vi v2

1 1
1 &(*,*)+,, Ma,b)

*o,i h,z
1

*0,l/0,l *1,2*1,2 *1,2*1,2
O

O

1
O

II

II

II

^0,1*0,1 '1,2*1,2
o &iM)+,2 „ SnMH o .2 ,—SM«,*)

'o,l4,l ^l,2/l,2 ^1 *lf2*l,2

"I1 -. V M*>b)
£1,2*1,2

1 1 1

,2~„ SloM) ,"2",, 3l2M)+-ö
/l,2*l,2 h,2ky2 *2

La force axiale dans les barres du pylone non surcharge a pour valeur:
dans la travee 1,2

la composante verticale des tensions
des haubans 4-1000 0,919 3680 kg

le poids propre (d'apres le chapitre 11 c)

dans la travee 0,1
la composante verticale des tensions

des haubans
le poids propre

Pour a, b on a ä la travee 0,1

A/0.1 _ 6,4

280 >_

- Nt-2 3960 ^ 4000 kg

N12 4000 kg
4-500 0,785 1580 »

750 »

A/0,1 6330 -x, 6400 kg

2£70,i " 2-21,5-10«-0,5899-10 *'
«o,iw3 _ 0,04990 w-
EfT'i. ~ 9,81 • 21,5-106-0,5899-10

0,00252 nr-',

_x 0,00000401 m'm-*,

«o,i 19,0 ]/0,00252 + V0,00000636 + 0,00000401 m2,

b0il 19,0]/-0,00252 + VÖ^WÖ63eT+ 0,Ö0ÖÖÖ401 m*,
ä la travee 1,2

-M.2 4,0
2£71)2 2-21,5-10"-0,2814-10"

0,00330 m 2,

"1J«)! 0,03544 CO2 n/wmncm ¦> t

«1,2 lö,0 j/0,00330 + V0,00001093 +0,00000597 ^2,

bly2 16,0 ]/-0,00330 H^VÖ^Wo!W+ 0^0ÜÖ059fco2.

Nous calculons les coefficients des equations du tableau V pour les
differentes valeurs de co et determinons la \ariation de leurs determinant A

4) Les indices de la barre sont supprime^ dans les symboles gr (ß, b); ils seraient
les memes comme ceux du l.
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en fonetion de co. Elle est graphiquement representee avec les determinants
mineurs dans la figure 22. Les forces axiales diminuent la premiere vitesse
angulaire de la Vibration propre ä g>i* ^10,8 (^1,2 2,595). Pour les
rapports des deformations on a

n ___ srui _ 5^t,H
___ 5^,iii __ A 17 vi __

SVxy\
__

SViyU _ 5^,111
___ n -

— — ^— — ^ — 7; — rxj — 1 1 # 111 — — — - — c — lV,Jr'
V2 o„2,i 0^,11 Or2fin V2 0,.2,i 0„9,n Ojsju

La figure 23 montre la forme de la Vibration propre.

4. La Vibration forcee.
Puisque la resolution precise du probleme est extremement difficile

si non tout ä fait impossible, nous simplifions les suppositions du calouL
Envisageons le pylone d'antenne comme une poutre continue sur appuis
elastiques — oonformement ä Petude de flambage — faisons Pabstraction
d'influence du mouvement de la masse des haubans et supposons que la
charge est uniforme et harmoniquement variable.

««^ s fc, ^\ NN \X
^X X^ XX X\ ^ \X<c \^ X

<s*

?&***.*

Fig. 22
L'influence des forces axiales statiques sur le

determinant A et les determinants mineurs.
Einfluß der statischen Axialkräfte auf die

Determinante A und die Unterdeterminanten.
Influence of the static axial forces on the
determinant A and on the minor determinants.

JÄtfk/j?/*•-*

vrfy*

Tr-tity

%=ZS3vsm\

Echelle-Masslab -Scale
0 12 3*5

Fig. 23

Influence des forces axiales statiques sur
la premiere forme de la Vibration propre
Einfluß der statischen Längskräfte auf

die Grundschwingungsform.
Influence of the static axial forces on

the first form of natural Vibration.

La Vibration forcee stationnaire peut des lors etre anaiv see d'apres les
formes de la Vibration propre. Nous developpons la charge et la deformation

dans la serie infinie (ö(i)(#), t>(n)(jc) designe la premiere (deuxieme)
forme de la Vibration propre, %>(/), V(U)(f), V(m)(t) etc. exprime la par-
tieipation de la Vibration propre correspondante)
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p(x,0 f* [pm(0 • ö(i)(*) + AH)(0 • ö(ii)W + ....] (102a)
v (x, t) vm {t) • ö(i) (*) + v(n) {t) • ö(n) (x) + vm (t) • D(iii) (*) + (102 b)

^w M^5roW&f m(0==f/>fe0^(*)<fa.') (io3)
j> ö(i)(a:)^a: jM(H)(*)rf*

Si la charge est en resonnance avec la premiere Vibration propre, il suffit
de oonsiderer le premier membre de la serie (102a) et (102b).

La Vibration harmonique amortie est ensuite determinee par Pequation:

^g^ + 2o»^aW + mi2V(l){t) P{l)Sinmt (104)

cob etant coefficient de Pamortissement, p(I)(t) p(I) sin corf; d'oü Fampli-
tude de la Vibration v(I)(t):

»<D «-05- (105)' 2co\cob

Exemple numerique.
Supposons le pylone du chapitre I 1 c, la charge uniforme p(x,t)

0,00934 sin cot (tonnes par metre courant) dans la travee 0—1, p(x,t)
0,00767 sin cot dans la travee 1—2, co egale ä la premiere vitesse angulaire
de la Vibration propre a>7= 11,28 sec-1 et cüö 2jr-0,l sec-1. La premiere
forme de la Vibration propre soit donne par les valeurs y(i)1 — 0,140,
ü(i)i 3,35 m, b(/)2=l m (voir Pexemple numerique du chapitre II 1).

On evalue les integrales (soit par la sommation graphique) et Pon
obtient

J* p(x, t) D(i) (x) dx 0,870 sin co\ t
JI" ö(i) (*) rf* 1,488

d'oü, d'apres (103)
0 870

p(l) (t) p{]) sin wi t -^~öq sin co\ t 0,583 sin co t
l,4oo

et d'apres (105) il vient
°>583 nrvrn'<'> 2.11,28.0,628 -°-0411

et il s'ensuit que l'amplitude du deplacement d'apres (102b) est

au point 1 : vt v{Y) • \>m 0,0411 • 3,35 0,138 m
au point 2: v2 V(\) • b(i)2 0,0411 m

Table alphabelique des notations utilisees 6)

a distance d'apres la figure 1

a, b valeurs d'apres les formules (90), (91)
c coefficient du flambage
rf diametre interieur du tube

5) Hohenemser-Prager : Dynamik der Stabwerke, Berlin 1933, p. 284.
6) La signification des symboles utilises dans la partie II 4 est expliquee a Tendroit

meme.

Abhandlungen VIII 10
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/ la fleche du hauban, mesuree au milieu du hauban per-
pendiculairement ä la corde

f(a,b) fonetions d'apres (101)
g poids propre du mät par metre courant
g poids propre du hauban par metre courant
/ rayon de giration
k " designation d'un appui
k' designation d'un appui deplace
/ portee de travee

[ EJ
l longueur au flambage
m coefficient de securite
n longueur de la normale
n nombre totale des appuis
p frequence; (Vk,P designe la force agissant sur Pappui

elastique)
q charge transversale par metre courant du mät
q charge transversale par metre courant du hauban
f charge totale par metre courant du hauban
5 portee du hauban
As Variation de la portee du hauban
t temps
v deplacement, amplitude du deplacement
v comme indice signifie: vent
x direction de Paxe X (comme Pindice)
x abscisse d'une section
y direction de Paxe Y (Pindice)
y fleche du hauban mesuree en position x perpendiculaire-

ment ä la corde
t) Variation de la fleche du hauban pendant la Vibration
t) Variation de la fleche mesuree de la corde
z d'apres (22)
A ]
B \ constantes d'apres (5) jusqu'ä (7)
c]
A
B
C_ \ constantes d'apres (66) jusqu'ä (70)
D
F
Gl, C2, C3, Q constantes dans l'equation de Vibration
Ol, C2, C3, C4 constantes dans l'equation de flambage
D diametre exterieur du tube
ZI =: 21,5-106 t/m2 module d'elasticite d'aeier
E= 16-106 t/m2 module d'elasticite des cäbles
F(X) fonetions d'apres (36) jusqu'ä (41), (46) jusqu'ä (51)
%(a, b) fonetions d'apres (95) jusqu'ä (100)
AF Variation de la surface determinee par la corde et la courbe

du hauban pendant le deplacement horizontal unite du
point d'attache superieur
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H tension d'antenne
J moment d'inertie du mät.
K constante d'elasticite de Pappuis d'apres (9)
L constantes d'apres (82) jusqu'ä (85)
M moment flechissant; amplitude du moment
Wl moment d'encastrement de la barre chargee
N force axiale
P force
Q charge transversale de la portee entiere
R designation de Pextremite inferieure d'un hauban
R resultante
R resultante de la charge totale d'un hauban
S tension dans le hauban
AS Variation de la force 5
Syy i, Syj ii etc. determinants mineurs
T effort tranchant
U surface de la section du mät
U surface de la section du hauban
V force ä Pextremite de la barre, force agissant ä Pappui;

amplitude de ces forces
2B force ä Pextremite d'une barre encastree
X, X, Z axes de coordonnees
ß angle entre la direction du vent et le plan du hauban
y rotation du noeud
d Pepaisseur de la paroi du tube
€ angle de la tangente au point x d'apres la figure 16
£ angle avec Paxe Z
rj angle avec Paxe Y
x constante d'elasticite de Pappui d'apres (9)

=<t-£
masse du mät par metre courant

ß masse du hauban par metre courant
v tension normale
| angle avec Paxe X
q rayon de courbure
g angle entre la corde du hauban et le plan horizontal
90° — <p angle de la resultante de la charge totale sur la diree-

tion du hauban
Vk—Vk-l

lk-i,kV
Lk-l.k

vitesse angulaire de Vibration (frequence circulaire)
cob coefficient d'amortissement
A, Ä determinant des coefficients des equations
cp diametre du hauban

Indices. Les chiffres arabes designent le numero du noeud du mät
(generalement k), les chiffres romaines le numero de Pancrage du hauban.
Les indices des noeuds et des ancrages sont ecrites en bas; tous les deux
designent la travee du mät ou le hauban, le premier d'eux le point d'appli-
cation. Par exemple, M12 est le moment sur la barre 1—2 au point 1,
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vlti le deplacement du point 1 du hauban 1—I. L'indice v designe le vent
(qv la charge transversale du vent), o la charge permanente (5° la tension
du hauban oorrespondante ä la charge permanente).

Convention des signe s. Dans les calculs par la methode de
deformation, les rotations et les moments agissants aux extremites de la
barre sont supposes positives dans le sens du mouvement des aiguilles d'une
montre, les forces et les deplacements dans le sens de gauche a droite,

Resume
La premiere partie de Particle contient le calcul statique des pylones

d'antenne haubanes et la Solution de leur flambage.
La deuxieme partie etudie les problemes dynamiques de ces constructions.

Par suite de la hauteur considerable des pylones, de leur profile mince
et de leur surcharge engendree par le vent qui varie en fonetion du temps
et de la hauteur au dessus du sol, les deformations dynamiques peuvent
depasser les deformations provoquees par les charges stables. L'etude
dynamique y est alors d'importance eminente.

On analyse dans ce memoire les vibrations propres, l'influence du
mouvement des haubans et des forces axiales du mät ä la Vibration et
approximativement la Vibration forcee des pylones haubanes.

Zusammenfassung
Im ersten Teil der Abhandlung wird die statische Berechnung

abgespannter Antennenmaste und ihre Stabilität behandelt. Im zweiten Teil
werden die dynamischen Probleme dieser Bauwerke untersucht. Infolge der
beträchtlichen Höhe und der Schlankheit dieser Mäste und ihrer durch den
nach Zeit und Hohe veränderlichen Winddruck verursachten Belastung
können die dynamischen Formänderungen die statischen übersteigen. Die
dynamische Untersuchung erhält dadurch wesentliche Bedeutung. Es werden
die Eigenschwingungen, der Einfluß der Bewegung der Abspannseile
und der Axialkräfte des Mastes auf die Schwingungen und angenähert auch
die erzwungene Schwingung des abgespannten Systems untersucht.

Summary
The first part of the paper deals with the static calculation of stayed an-

tennae masts and their stability. In the second part the dynamic problems
of these structures are investigated. In consequence of the considerable
height and the slenderness of these masts, and because of the loading caused
by wind pressure varying with time and height, the dynamic deformations
may exceed the static ones. Dynamic investigations are therefore of essen-
tial importance. Investigation is here made on natural vibrations, on the
influence of movement of the stay ropes and of the axial forces of the mast
on the vibrations, and approximately also on the forced Vibration of the
stayed System.
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