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DIE BIEGUNG EINES BALKENS AUS BAUSTAHL IM
PLASTISCHEN BEREICH.

LA FLEXION DANS LE DOMAINE PLASTIQUE D'UNE POUTRE
EN ACIER DE CONSTRUCTION.

THE BENDING OF A STRUCTURAL-STEEL BEAM WITHIN.
THE PLASTIC REGION.

Prof. Dr. J. FRITSCHE, Deutsche Technische Hochschule in Prag.

Fiir die Beurteilung der Sicherheit von Stahlbauwerken ist ihr Verhalten
bei Uberschreiten des elastischen Bereiches von groBer Wichtigkeit. Die
frithere Annahme, daB dafiir die untere FlieBgrenze o des Zugversuches allein
entscheidend sei, konnte nach einer genaueren Beobachtung und gedanklichen
Durchdringung der tatsidchlichen Erscheinungen nicht aufrecht erhalten
werden. Einmal kommt auch das Ubergangsgebiet zwischen P- und F-Grenze
durch FlieBvorgidnge zustande, andererseits ist die FlieBgrenze des Zugver-
suches kein Spannungsmaﬁstab fiir das FlieBen bei der Biegung, da infolge
der Wirkung des elastischen Spannungsfeldes lings der Hauptschub-
spannungsflichen eine Hebung der P- und der F-Grenze verursacht wird,
wobei allerdings noch eine vom Feingefiige ablLingige GroBe ¢ den EinfluB
der Stahlart zum Ausdruck bringt. Da durch Gefiigestérungen verschiedener
Art Schichten verschiedener Festigkeitl) zustande kommen, ist ¢ fiir den
Baustahl keine unverinderliche GroBe, sondern schwankt in einem bestimmten
Bereiche, so daB sich den Schichten geringster Festigkeit, die fiir die P-
Grenze verantwortlich sind, ein Kleinstwert ¢, und den Schichten héchster
Festigkeit und vollig storungsfreiem Gefiige ein GroBtwert ¢ zuordnet.

cp und cr bestimmen auf bekannte Weise 2) fiir jede Querschnittsform
die gehobene P- bzw. F-Grenze o’p bzw. ¢'f, die durch die Feldwirkung an
den Gebietsgrenzen

i“p = u bZW. “F — u (1)
op ofF

zum Ausdruck gebracht werden soll. Fiir ¢'p <o’ << o’r ist die Feldwirkung

o'—o0 . . "
o und dafiir soll, solange noch keine niheren Untersuchungen vor-

=

liegen, der geradlinige Ansatz

x:xp—i—(x;:——xp)i (2)
Ul

1) Unter Festigkeit wird in diesem Zusammenhange jene Grenzspannung verstanden,
die Gefiigeverinderungen auslost, wie z. B. die P- oder die F-Grenze.

2) J. FritscHE, Zur Mechanik des FlieBvorganges. Stahlbau 1938, Heft 16 und 17.
— Derselbe, Die neuere FlieBbedingung und die Ergebnisse der \X/erkstoffprufung
Stahlbau 1939 Heft 3.
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angenommen werden, worin # die dimensionslose Zahl
' O"F—— 0'13
o'p

O.I____ O.IP

und ﬁp =

@)

bedeutet, die den Giitegrad oder die Festigkeit einer Einzelschicht kenn-
zeichnet*). Das FlieBen einer solchen Einzelschicht von der Dicke s soll in
einer ruckartigen Winkeldnderung s yr bestehen, genau so wie es beim Zug
in einer ruckartigen Verlingerung von der GroBe sir vor sich geht. Da-
nach setzt dann wieder eine Verfestigung ein und es soll angenommen werden,
daB nun innerhalb eines begrenzten Verformungsbereiches die betrachtete
Schicht keinen Beitrag zur plastischen Verformung mehr leistet. Die Span-
nungsdehnungslinie einer Einzelschicht von der Festigkeit ¢’ wird daher eine
Stufe, deren Trittfliche entsprechend dem Elastizititsgesetz geneigt ist. Es

17 - G’P

G
P
———d
i
---- 1;7/?3,06'
S (6r) -1 =
£ "eSpAJ’F (61) — -~
/,/
/
!
€ resp.
Zs (64) 70 : =
Fig. 1 Fig. 2
Das Forminderungsgesetz einer Einzel- Verteilungsgesetz der Festigkeiten z(s¢")
schicht von der Festigkeit ¢’ — La loi in der Lange 1 — Loi de répartition des
de déformation d’une couche unique de résistances z(s’) sur la longueur 1 —
résistance ¢’ — Law of change of shape Law of distribution of the strengths
of a single layer of the strength o’. z(c’) in the length 1.

ist natiirlich klar, daB im Verfestigungsbereiche weitere Spriinge mit ab-
nehmender Stufenhohe erfolgen, die neuerdings eintretenden, plotzlichen
Anderungen im Feingefiige ihre Entstehung verdanken, doch tritt dies erst
bei starken Verformungen auf, die fiir die hier beriicksichtigten Erscheinungen
nicht mehr in Betracht kommen. In Fig. 1 ist dieses Verformungsgesetz der
Einzelschicht dargestellt; die vollgezogene Linie ist der Rechnung zu Grunde
gelegt, die gestrichelte wird den tatsdchlich vorliegenden Verhéltnissen ent-
sprechen. Von der Festigkeit o’ = o (1 + %) oder vom Giitegrad » sind im
Stab von der Liangeneinheit z Schichten vorhanden; nimmt man mit Riick-
sicht auf die Randbedingungen fiir z den Ansatz3) (Fig. 2)

g o

*) ¢’ ist demnach jene Spannung, die die Festigkeitszahlen o’p und o's der Span-
nung ¢ des Zugversuches zuordnen.

8) J. FritscHge, Das Forméinderungsgesetz des Baustahles im bildsamen Bereiche.
Stahlbau 1939, Heft 14/15.
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an?), so erhdlt man die plastische Winkelinderung der Lingeneinheit d y,,
beim Ubergang von den Schichten mit der Festigkeit o’ zu den Schichten mit
der Festigkeit o’ | d o’ mit '

dyp = ksyrz(l + #)dy, ®)

denn es liegt nahe, daB das MaB des ruckartigen FlieBens einer Einzelschicht
umso groBer ist, je hoher die Feldwirkung die Festigkeit dieser Schicht
hinaufgetrieben hat. % ist darin eine versuchsmiBig zu bestimmende Ver-

haltniszahl. Damit bekommt man mit der Abkiirzung » = 1

nF
_ yp = ksyrzenr[(1 + 2p) f1 () + (vr— #p) f2 (¥)], (6)
worin
/1 (V)ZV-—%V‘/I——vz——;arc sin » (7)
und /2 (”):%3’2—%[1——‘/(1—1/2)3]
bedeutet.

Es ist nun eine nur durch genaue Beobachtung von Versuchsreihen zu
klarende Frage, ob bei der Biegung der FlieBstoB durch eine bezogene
Winkeldnderung yr oder durch eine bezogene Randfaserdehnung i gekenn-
zeichnet ist, die dann jedenfalls der FlieBlinge des Zugversuches entsprechen
miiBte. Die derzeit aus dem Fachschrifttum bekannten Versuche lassen eine
eindeutige Beurteilung dieser Frage noch nicht zu, und es miissen daher beide
Moglichkeiten rechnerisch verfolgt werden, um vielleicht dann aus den
Rechenergebnissen entsprechende Schliisse ziehen zu kénnen. Fiir den Fall a)
erhdlt man aus (6) die plastische Randfaserdehnung unter Annahme des
Ebenbleibens der Querschnitte mit

h
&p = —z—ks JFZF YF [(] + #p)f1 () + (2F — 2p) f2 ("):I» (8a)
fiir den Fall b) ist —121~ vr zU dem Festwerte 1 zusammenzuziehen und es be-
rechnet sich
e = kshrzene [(1+ 22 () + (e — 20)fs ()] (8b)

Die GroBen %, s, yr, Ar und zr sind im Einzelnen nicht bekannt und koénnen -
nur durch genormte Biegeversuche ermittelt werden. Wenn es sich nur um
die Berechnung von ¢, handelt, erscheint es am zweckmiBigsten, die
plastische Winkeldnderung y,, r oder die plastische Randfaserdehnung ¢’,;, r =

—/22“ v, F in dem Augenblicke zu messen, in dem die Spitzenspannung des

4) Es ist dort bereits ausgefiihrt worden, daB es mit Riicksicht auf Versuchsergeb-
nisse notwendig werden kann, das Verteilungsgesetz z (¢’) einer Verbesserung zu unter-
ziehen, Versuche mit [-Stdhlen lassen den SchiuB zu, fiir das Auftreten von Schichten
geringerer Festigkeit noch kleinere Wahrscheinlichkeiten anzunehmen, als der elliptische
Zusammenhang zum Ausdrucke bringt, und die Linie noch besser in den von der ¢’-
Achse und der Geraden ¢ = ¢’y gebildeten Winkel hineinzuschmiegen. Allerdings sind
darin dann auch andere Abweichungen enthalten, wie z. B. die vom Ebenbleiben der
Querschnitte, was mit wachsender Plastizierung immer weniger zutrifft.
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elastischen Feldes den GroBtwert o' erreicht hat (Fig. 3); dafiir ist 5 =1y,
und ez ist nach (8a)

&yl F = % ksyrzr F [(1 —-‘})(1 + #p) + - (AF— /p)] (9a)

Bezeichnet man die fiir einen Versuchsbalken rechteckiger Querschnittsform
und geringer Balkenhohe 7 gemessenen GroBen mit %p, 2 und &, r, dann
ist im Falle a)

2 1
hyr (1 + 7p) + 0,777 (7 — %P) ’

wenn der betrachtete Balken aus dem gleichen Werkstoff besteht und die
Hohe £ hat, dann ist schlieBlich

K, = ksypzr = 4,660 &y, (10a)

k(14 291 () + (¢r — 2P) 2 () | (11a)

— 4,660 Ty,
“ E T U 78 + 01T (e — 7P)

G

, Le;zf
OF Fig. 3

A
¢ el JT-em Das Formadnderungsgesetz des Baustah-
les bei der Biegung — La loi de défor-
© Gp mation de l'acier de construction pour
la flexion — Law of change of shape

of the structural steel when bending.

Epor

Fiir den Fall b) lauten nach (8b) die diesbezﬁglichen Gleichungen

Epl F = ksApzF [(1 — 4-) (1 4+ #p) + — (/LF — Ap)] (9b)

K, — hshpzr — 4,660 r 1 d (10b
2 = RSIFZF =% pl’FnF (14 zp) + 0,777 (%F — %p) und  (10b)
£ = 4,660 Ty, T D1 () + (er — %) ]2 () (11b)

(1 + /Lp) + 0,777 (/F-—- Ap)

Dte in den Gleichungen (10b) und (11 b) auftretenden, durch Messung zu
bestimmenden GroBen wurden zweimal {iberstrichen, um zum Ausdruck zu
bringen, daB sie sich auf einen anderen als den im Falle a) gekennzeichneten
Versuchsbalken beziehen kénnen.

 Die Gleichungen (11a) und (11b) sind auf der Voraussetzung aufge-
baut, daB das FlieBen plétzlich und ruckartig die ganze Balkenhohe durch-
setzt und der Querschmtt dabei eben bleibt. Zunichst trifft dies aber nur
fiir niedrige und ma551ge Querschmttsformen zu, nicht aber fiir hohe, diinn-
wandige Querschmtte wie sie im Stahlbau iiblich sind. Aus den Versuchen
erkennt man, daB ein schmaler Steg nicht mehr durch die ganze Hoéhe des
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Balkens durchschieBende FlieBschichten erzwingen kann, sondern daB es viel-
fach vorher zu einem selbstindigen FlieBen der Flanschen kommt. Da die
UngleichmaBigkeit des zum Flansch gehérigen Spannungszustandes nur sehr
gering ist, wird dies kein BiegeflieBen mehr sein, sondern lediglich ein Ab-
rutschen von Stabteilen aneinander durch Gleitvorginge in diinnen Schichten.
Dabei muf8 dann angenommen werden, daf dies um den Betrag ir erfolgt,
der als FlieBlinge der Spannungsdehnungslinie des Zugversuches zu ent-
nehmen ist; in solchen Fillen werden daher die Voraussetzungen des Falles b)
gegeben sein. Der Querschnitt bleibt dabei allerdings nicht mehr eben; die
plastizierten Teile eilen den nur elastisch verformten voraus. Das selbstindige
FlieBen der Flanschen wird aber sofort verwickelte Spannungsinderungen
im Steg bedingen, und die dabei auftretenden recht scharfen Spannungsspitzen
werden sehr rasch ein Eindringen von FlieBschichten in den Steg bewirken.
Wenn daher auch der zeitliche Ablauf der Ereignisse mit den getroffenen
Annahmen nicht ganz iibereinstimmt, so wird sich doch im Endergebnis ein
Zustand einstellen, der durch die Rechnung recht gut wiedergegeben wird.

Wie die Uberpriiffung von gemessenen Linien ¢’,, zeigt, ist das FlieBen
des Flansches in der Regel darin nicht deutlich ausgepriagt; die Linien zeigen
einen stetig gekriimmten Verlauf bis zum Erschopfen der Tragfihigkeit
bei o’F.

Die Erfahrung zeigt®), daB die Abhangigkeit » (y) nur sehr gering-
filgig sein kann und es muB daher in Hinblick auf sonstige Naherungen zu-
lassig sein, diese Abhingigkeit zu vernachlidssigen; dann entfillt das Glied
mit xr — »xp und man erhilt die fiir die weiteren Untersuchungen ausreichende
»gekiirzte Losung mit

h 14+ 2

&'y = 4,000 &'y, F TR (») bzw. (12a)
_ 1 . .
5m::4ﬁﬁoﬁbbrf{5§;ﬂ(” (12b)

In einer fritheren Arbeit3) habe ich der Berechnung von ¢,; auch eine
Annahme zugrunde gelegt, die sich an die von KOsTER ¢) angegebenen Vor-
stellungen iiber das FlieBen von Baustahl anlehnt. Damit ergab sich

1+«

1iiy”“”' (12¢)
Die Untersuchung gemessener Linien ¢, bei [-Querschnitten 148t erkennen,
daB (12c) an die Versuche besser herankommende Ergebnisse liefert. Dies
kann natiirlich nicht nur in der Weise ausgedeutet werden, daB man es als
Beweis fiir die Richtigkeit der K6sTER’schen Vorstellungen heranziehen darf;
das schiarfere Anwachsen der plastischen Verformungen gegen die Tragfihig-
keit zu kann vielmehr auch mit den rechnungsmiBig nicht mehr zu ver-
folgenden, stufenweisen FlieBvorgingen, wie sie besonders bei I-Stihlen
auftreten, und dem damit in Verbindung stehenden Nichtmehrebenbleiben
der Querschnitte zusammenhingen. Doch erscheint es zweckmiBig, auch mit
diesem Gesetze, ohne eine scharfe Begriindung fiir seinen rechnerischen Auf-

'9’pl = 4,660 g'pl,p

%) F. RinacL, Uber die FlieBgrenzen bei Zug- und Biegebeanspruchung. Der Bau-
ingenieur, 1936, Heft 41/42. ,

6) W. KosTER, H. v. Kockritz und E. H. ScnuLz, Zur Kenntnis der Form der Span-
nungs-Dehnungskurven auf Grund der Messung des zeitlichen Verlaufes der Alterung
weichen Stahles. Archiv fiir das Eisenhiittenwesen, 1932/33.
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bau angeben zu konnen, die Erscheinungen durchzurechnen, um unter Um-
stinden zu einer besseren Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Er-
fahrung zu kommen.

A. Statisch bestimmte Stiitzung.
1. Biegung eines einfachen Balkens durch gleiche Endmomente.
Nach Festlegung des Verformungsgesetzes bis ¢’ kann der Modul der
gesamten Verformung 7 = 7 (Fig. 3), der dann die
€ gesamt

Berechnung der verformten Stabachse ermt')glicht. Es ist

1 _ &g + 8’pl

T o’

=5+ 6” (13)

und da nach den Voraussetzungen der neueren Plastizititslehre ein plasti-
scher Abbau der Spannungen nicht erfolgt, und auch nach dem FlieBen die

Randspannung gleich der Nennspannung oy = % bleibt, ist daher auch

1 1 W

—f:E;~—|-—7wf-8,pl. (14)

Die gesamte Winkeldnderung y,..... betragt bei Ebenbleiben der Querschnitte

2o _ M2
Ygesamt — BT EJ] T pls

die Differentialgleichung fiir die Durchbiegung y der Stabachse lautet nun
bei iiblicher Vernachlissigung der Steigung y’

II___ 44__ 3_ ’
yr=— g+ o), (15)

aus der durch zweimalige Integration y berechnet werden kann. Da in diesem
Falle M und ¢, nicht von x abhidngig sind, ergibt sich

M 2 2
y= — ()—wf + W 8'pl) % + Cix + G,

und nach Bestimmung der Festwerte C, und C, aus den Randbedingungen
der Aufgabe

y— Lx(z—x)(Mj 28,,,) (16)

Eine derartig parabolisch verformte Stabachse setzt natiirlich gleich-
maBigen Werkstoff in der ganzen Stablinge voraus; d. h. das angenommene
Verteilungsgesetz (4) der verschiedenen Festigkeiten muf} in jedem beliebig
klein gewahlten Stiick des Balkens erfiillt sein. Streng genommen ist dies
natiirlich nicht moglich, da sich das Gesetz von selbst ausschlieBt, wenn
man mit der GroBenordnung des betrachteten Stiickes an die Schichtdicke
herankommt. Da diese Schichtdicke aber sehr gering ist und mit etwa 1073
bis 104 cm geschitzt werden kann, darf wohl fiir die iibliche makroskopische
Betrachtungsweise trotzdem mit einem gleichmiBigen (quasi-isotropen)
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Werkstoff gerechnet werden. Solche offensichtlich o6rtliche Hiaufung von
Schichten niedriger Festigkeit, wie sie RINAGL %) unter seinen Versuchen
beobachtete, und die nach der Entlastung einen fast polygonal geformten
Balken ergaben, geh6éren wohl doch zu den Seltenheiten.

Um Gleichung (16) zahlenmiBig auswerten zu kénnen, ist es notig, ent-
weder M mit » oder ¢, mit M zu verkniipfen. Bezeichnet man das Moment
~ der inneren Spannungen, bei dem die Randspannung die gehobene P-Grenze

o'p erreicht, mit My, = W o’p und das Tragmoment, von dem ab der Balken
unter der Last wegflieBt, mit My = W ¢’F, so kann man, da beim FlieBen
das elastische Spannungsfeld aufrecht erhalten bleibt, fiir einen Zwischenwert

Y M — Mp

M= Mp -+ V(MF — MP) bzw. vV —= 77; — m (17)

anschreiben. Damit erhdlt man als Durchbiegung f in der Stabmitte
s M (M Mp)] + ¢ r (ﬂ— + & ) (18)
f= ik EW[ p+ v(Mr— Mp)] + pl} a5 \Fw T )

wobei ¢, unmittelbar in Abhingigkeit von » nach (11) oder (12) einzu-
setzen ist.

2. Biegung durch eine Einzellast P in der Stabmitte.
Das Neuartige dieses Belastungsfalles (Fig. 4) ist ein geradliniges Ge-

setz zwischen M und x, denn es ist M = x; damit wird auch ¢, in der-

2
selben Weise von x abhidngig. Einer strengen Berechnung der verformten
Stabachse stehen in diesem Falle wegen des Auftretens von Querkriaften
groBe theoretische Schwierigkeiten im Wege. Die Hauptschubspannungs-
flachen sind keine Ebenen mehr, sondern verwickelt gekriimmte Zylinder-
flaichen; auBerdem sind die Schalen, in die schmale Schichten bei der Ver-
formung iibergehen, nicht mehr kongruent und es wiirde sich dann nicht
nur darum handeln, Spannungsintegrale langs der Hauptschubspannungs-
flichen zu bilden, sondern vor allem jene herauszusuchen, bei denen diese
Integrale einen GroBtwert erreichen. Das sind Aufgaben, die zu ihrer Lésung
einen grofen mathematischen Aufwand erfordern wiirden, wenn es iiberhaupt
gelingt, alle dabei auftretenden Schwierigkeiten zu iiberwinden. Wenn man
daher an den Navier’schen Voraussetzungen festhilt, darf man nicht iiber-
sehen, daB man damit eine Reihe von Nidherungen gemacht hat, deren EinfluB
auf das errechnete Ergebnis nicht mit voller Sicherheit abgeschitzt werden
kann. Die Feinheiten der Erscheinungen, vor allem der Ort des ersten Auf-
tretens von FlieBlinien, sind unter diesen Umstinden natiirlich nicht erfaBbar.

Fir Mp <M < Mr besteht die verformte Stabachse aus einem lediglich
elastisch verformten Stiick von der Linge '

ZWO‘p 2Mp
P P (19)

und einem elastisch-plastisch verbogenem Stiicke innerhalb der Grenzen

Xp =

xp<x<é. Die Differentialgleichung fiir die verformte Stabachse lautet
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"o ﬁ__ Px
L J =77 27) (20)

die sich in den beiden Bereichen nur
dadurch unterscheidet, daB im elasti-
schen an die Stelle von T die Elastizi-
tatsziffer E tritt. Beriicksichtigt man
Gl. (14), so erhilt man .

. Px 2,
J —Q—E—/“*Tepl- (21)

——x—-J

Aus der Form dieser Gleichung ist zu
erkennen, daB man die Durchbiegung
y statt in zwei Stiicken, die dann durch
passende Wahl der Integrationsfrei-
werte stetig zusammenzufiigen sind,
auch durch Zusammensetzen des elasti-
schen und des elastisch-plastischen
Zm,pl Anteiles der Verformung bilden kann:

Y = Yea + yp; ye ist die bekannte elasti-

sche Losung der Aufgabe, y,, besteht
bis x, aus einer geneigten Geraden, an die sich dann erst die eigentliche
plastische Verbiegung anschlieBt. Es ist daher

Ipt = ypr + Apxp, (22)
wobei A, nichts anderes vorstellt als den Auflagerdruck eines einfachen

Yel

Yot
Fig. 4

Balkens von der Spannweite 7/, der mit k,2{ ¢, belastet ist. Es berechnet sich

daher I

2
Apl = —17 je’pla’x.
xp
Beniitzt man fiir diese an sich langwierigen Rechnungen die gekiirzte Lésung
(12b) fiir ¢,, die den EinfluB einer Verinderlichkeit von » vernachlissigt,
so erhdlt man mit den Abkiirzungen

o = 1 4+ =
B = 9,320 &y, F m,
PN
~ 2(Mp— Mp) (23)
h — — ML . op
o MF——MP—_VV OF —0p
die GroBe
2 1 1 .
= ¢ = B|(ax+0) - 5 (ax+0) V[1_(ax+b)2] -~ arcsin (ax +8)].
Damit berechnet sich nun mit £ = ax - &
Ay = —li [52—— —L (2 + &y /Ta g2 — Zarcsin 5]1/2 .
# 2a 3 1/ e
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Beriicksichtigt man, daB nach (17)
PL_
f(4) = d—gr =
2) 7 Mgp—Mp

und
§(xp) = axp+ b = 0
ist, so ergibt sich endlich

Apl_—:—B—[Sv‘l——(Z—}-ﬂ)‘/l——v2——3varcsinv+2]. (24)

6a

Fiir v = 0 muB man natiirlich 4,, (¢) = 0 bekommen.
Die Differentialgleichung fiir y,, lautet nun

_ B .
y’pz:~~-w[25—~§‘/1-52 arc51n§], (25)
aus der man durch Integration
_ B
P = — o5 7 () + G (26)
und
— B
Jpl = — 064a¢ P2 (fé) + Cié¢ + G, (27)
erhilt, worin
¢ (§) =38 — 2+ &) Y1 — & —3¢carcsiné (28)
@s (£) = 1683 — 28 (13 +2£2) Y1-£2 — (4 + 24 E2) arcsin& — arcsin (282 1) (29)

bedeutet. :
Die beiden Integrationsfestwerte C, und C, sind aus bekannten Rand-

werten der Aufgabe zu bestimmen. Es muB zunichst y',,,( L): 0 sein; daraus

2
bekommt man mit E(é)z Y

B
Ci=g500). (30)

Als zweiten Randwert beniitzt man am zweckmaiBigsten die Beziehung
Vu(x,) = 0 und damit berechnet sich mit & (xp) = O

B arcsin(— 1) 4+ C, =0

96 a®
und daraus mit arcsin (— 1) = _%
« B
© =3 0607 (31)

Nun bekommt man in dem Bereiche xp<x<%

_ B 7E
Tt = goer |3 — 929 + 1680, 0)] (32)
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B . 1 .
wnd =g [ le 0+ A 00— g O+ Sl (69

Den blastischen Anteil der Durchbiegung in der Balkenmitte, dem die
op

hauptsichlichste Bedeutung zukommt, erhalt man daraus mit a xp = —
. F— Op

1 7T
Fop == 6?:2 {GF (jf on [ps (») + 2] + v, (v) ”‘E‘% (v) + 3—2} (34)

. . B . . . .
Der Klammerausdruck ist dimensionslos, 6 42 hat die Dimension einer Linge
und berechnet sich nach (23) mit
B B2 1

S = o .
6a 24 (V—I- op )

OF — Op/

Unter Zugrundelegung der Gl. (12a), die bei vollen Querschnitten ge-
ringer Hohe Bedeutung gewinnt, ist die Berechnung die gleiche, nur ist B
durch

— 1+ =
B, =—0320 &y p — 35
: IR+ %) (35)

zu ersetzen. Eine Berechnung von ¢, nach (12 c) ist mit Riicksicht auf groBe
rechnerische Schwierigkeiten schwer durchfiithrbar; dafiir wird spiter eine
Niherungsrechnung angegeben werden.

Die groBte Durchbiegung, bei der dann bei der geringsten Laststeige-
rung der Balken unter der Last wegflieBt, entsteht, wenn P die sogenannte

Traglast
4 MFp

Pr = Pr = i (36)
erreicht hat; dafiir wird » = 1 und man erhalt
B 3z 9\
fohF = gae [(5 — ) e + <2 - Ta)] (37)

Nach Einsetzen aller bereits ermittelten GroBen ist schlieBlich

2 (o — op\2_, 1+ = )
fo, F = 1,5533 i (J:o‘p_“j) Epb F v (0,2876 8—’?——6; + 0,2329). (38)

1 +% F—
. . 1 P2 . . .
Dazu kommt noch der elastische Anteil f, = is £ fiir Py ergibt sich
damit
__ 2 (FIF
fel)F — 6‘}; —E (39)

Fiir den elastisch-idealplastischen Korper verschwindet f,, » und der Balken
flieBt plotzlich bei erreichten f, r unter der Last weg.

Will man die ein wenig umstindliche genaue Berechnung des plasti-
schen Anteiles der Durchbiegung vermeiden, so empfiehlt es sich, den Aus-
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druck fiir die Kriimmung der verformten Balkenaxe in eine Reihe zu ent-
wickeln. Es ist

S 1 1 3 15 105
IR =5 — _ k2 " k4 _ T T k8 7T F10
T—& =1 S g e 3315 3840°
. oy B, 15 o 105, 045 .,
aresiné =&+ ¢ &+ 458+ 3355 Hag56 5 T qazag 5 T
Damit berechnet sich
28— «51/1 §"~arcsm§W~§3+l‘f°+—l~E7 10 t9+——7—E“+
20 1152 ° 1408 -

und man bekommt die nun niherungsweise giiltige Differentialgleichung fiir
den plastischen Anteil der Durchbiegung mit

B 3 3 0 g9 21 £11 )

y”pl12 — 6a2
Durch Integration ergibt sich nun
’ —— B ( 4 ] 3 3 &10 7 £12 >
Ve = — o lg ¥t g S st Teezac T
B 41
ra=—2 n@+a -
~__4L},¥ 1 &h 1 =7 14 9 3 11 13 )
Iol, 2 = 6a2<205 t g0t T 13aa S Tt g7z ° 73216§
B . . 42
+C1§+C2:—W’J’z(§)+cng+cz (42)

Die plastisch verformte Stabaxe setzt sich aus einem geraden Stiick inner-
halb o < x < xp mit der Gleichung y,,; = Cs;x und aus einem krummen

Stiick innerhalb des Bereiches xp,<<x <C 5 zusammen, dessen Form durch

(42) wiedergegeben wird. Zur Berechnung der drei Festwerte C stehen drei
Randbedingungen zur Verfiigung: es muBl y’,; o (é) = 0 sein; daher ist

B
Cl = 6? l/'l (V).

Aus y'pi, s (xp) = y'pi, » (xp) folgt % C; = C, oder C; = aC,; aus yp,; (xp)
= ypi,» (xp) erhdlt man schlieBlich Cyxp = C, und damit wird

= s asp + ) vy 6) — s (). (43)
Fiir € = » erhilt man wieder

i = oo lave 4 ) 0, 0) — 1), (44)
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und schlieBlich ergibt sich fiir P = Py und » = 1
for, F = 64 2(02856—- <+ 02311) (45)
OF —

eine Gleichung, die unmittelbar mit (38) die erreichte Genauigkeit abzu-
schitzen gestattet; in der Form (38) angeschrieben liefert sie bei Beriick-
sichtigung von vier Gliedern der entsprechenden Reihen

21-{—/? (
1_,_ pli

[2 O — Op

OF

0,2856 ———— + 02311)
OF — Op
der Fehler der Naherungsrechnung ist daher praktisch ohne Belang.

Die Berechnung von y, auf Grund der Gleichung (12c¢) ist ohne Be-
niitzung elliptischer Funktionen nicht mehr durchfiithrbar; man wird sich aber
in der Regel mit einer Niherungsrechnung durch Reihenentwicklung be-
gniigen konnen, wobei man es ja durch die Beriicksichtigung beliebig vieler
Glieder in der Hand hat, die Genauigkeit beliebig zu steigern. Man erhilt
nun aus (21) und (12c), wenn man die gleichen Niherungen wie friiher
macht:

B — .
Vipbhe = — 5 42 225 — &Yl — & —arcsiné]
und nach erfolgter Reihenentwicklung ergibt sich
B . 3 21 )
" —_— 5 - L7 _ t9 11 13
I ok = 6a2(5 205 T T 1152§ T 14085 To)  (403)
woraus sich nach Integration
!’ _ B ( 6 3 £10 10 ,2:12 3 14 )
Ve =~ galgst 160§ 560 ° T 4608° Tasies )t G
B
:—aﬁm@+a, (41a)
B /1 3 10 1
w— ?.'7 9 ll 13 15 4
Trhr = T g (42 480° T6160° *50004 ° Ti4080° t )+C1§+C2
B
= —_W22(5)+C1§+ C, (42a)

berechnet, wihrend y,, 1, = C; x unverdndert bleibt. Die Freiwerte C,, C,
und C; sind genau so wie frither zu ermitteln. Es ist aus y’,, , (v) = 0 die

B
GroBe C; = 6ot A1 (»). Aus y’, 4 (0) = ¥, (0) berechnet sich wieder

C3 = aC, und schlieBlich folgt aus der letzten Randbedingung y,;, ; (0) =
Vm, o (0) der Wert

B
C, = xp [Cs — 6a (”)]

Damit bekommt man

e = o [+ Y ne) — )], (432)

OF — Op
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Setzt man & = », so erhilt man aus (43 a) die Durchbiegung in der Balken-
mitte

= s |7+ )1 0) — )] @4a)

OfF —

und dessen GroBtwert mit v =

B OF
foo, F = 647 (0,1940 p— 0,0266>, (45a)
wobei zu beriicksichtigen ist, da wieder

B Bl? 1

BF_ZZ< op +V5é

OF — Op

ist.

Zur Vereinfachung der Ziffernrechnung sind in Zahlentafel 1 die Funk-
tionen f, (v), fo (¥), @1 (¥), @2 (¥), Wy (v), g (¥), . (¥) und y, (») fiir die Zehntel-
punkte ihres Bereiches angegeben worden.

Wenn bei verwickelteren Belastungsfillen diese Rechnung zu zeitraubend
und zu uniibersichtlich wird, wird man sich mit Vorteil baustatischer Ver-
fahren bedienen, die im wesentlichen auf die Ersetzung der Differential-
gleichung durch eine Differenzengleichung herauskommen; dies fiihrt in be-
kannter Weise auf das Stabzugverfahren.

B. Statisch unbestimmite Stiitzung.

Die fiir den elastischen Verformungsbereich durchgebildeten Berech-
nungsverfahren zur Ermittlung der inneren Spannungen und Verformungen
sind auf den bildsamen Bereich nicht iibertragbar, da sie in der Regel die
Giiltigkeit des Superpositionsgesetzes zur Voraussetzung haben. Da nun das
Verformungsgesetz von der Gré8e der Liangskrafte und Momente nicht mehr
unabhingig ist, erscheint es naturgemifB nicht mehr zulassig, den Spannungs-
zustand des statisch unbestimmten Tragwerkes durch Uberlagerung der Span-
nungen an einem statisch bestimmten Grundsystem und dazugehériger Selbst-
spannungszustinde so zu bestimmen, daBl die Verformungen des Grundsystems
durch den Zwang der Elastizititsbedingungen mit denen des gegebenen
statisch unbestimmten Tragwerkes zur Ubereinstimmung gebracht werden
konnen. Bei der Beriicksichtigung plastischer Verformungen steht lediglich
die Differentialgleichung der verformten Stabachse sowohl im elastischen
als auch im plastischen Bereiche zur Verfiigung, aus der durch iiberzihlige
Randbedingungen die statisch unbestimmten Gr6B8en berechnet werden
miissen. In der Elastizititslehre wird dieser Weg nur selten beniitzt, da er
in der Regel zu recht zeitraubenden Berechnungen fithrt und die die Rechen-
arbeit sparenden Uberlegungen der Baustatik in ihn nicht so leicht eingebaut
werden konnen.

Mit den hier entwickelten Grundlagen iiber das Forméinderungsgesetz
im plastischen Bereich soll nun ein durchlaufender Trager iiber vier Stiitzen
berechnet werden (Fig. 5), dessen Momentenverteilung bei symmetrischer
Ausbildung und Belastung in der Mitte des inneren Feldes durch eine einzige
iitberzidhlige GroBe, das Stiitzmoment X, gekennzeichnet ist. Ein dhnliches
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Tragwerk habe ich mit den Voraussetzungen der dlteren Plastizititslehre
bereits frither durchgerechnet?); ein Vergleich der beiden Berechnungsver-
fahren zeigt deutlich die grundlegenden Unterschiede in den Auffassungen
iiber die Ursachen des FlieBvorganges und die Entwicklung, die die Theorie

l e g l,

Fig. 5

seither durchgemacht hat. Das Trigheitsmoment / des Balkens soll unver-
dnderlich angenommen werden; grundsitzlich ist die Berechnung auch bei
gestuftem Triagheitsmoment moéglich, wobei an die Stelle von M einfach die

verzerrte Momentenfliche M’ = M {Jv— tritt, doch wird damit die Berechnung

4

My s My —m

Fig. 6

bereits auBerordentlich mithsam. Im Hinblick auf den Eintritt des FlieBens
sind zwei Fille zu unterscheiden: 1. es kommt am Orte des Lastangriffes
zu volligem FlieBen, ohne daB iiber der Stiitze die gehobene P-Grenze er-
reicht wird (Fig. 5); 2. bevor die Balkenmitte vollig flieBt (Erreichung der
gehobenen F-Grenze), treten auch bereits iiber der Stiitze FlieBerscheinungen
auf (Fig. 6). Die beiden Fille 1 und 2 erfordern eine rechnungsmiBig ganz
verschiedene Behandlung.

) 7:4FR1TSCHE, Arbeitsgesetze bei elastisch-plastischer Balkenbiegung. Ztschr. fiir
angew. Math. und Mechanik, 1931, Heft 13.
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1. Die Balkenmitte flieBt ohne gleichzeitiges FlieBen iiber den Stiitzen.
~a) Die elastische Losung.

Mit dem Stiitzmoment X ist das Moment in der Seitenéffnung M, =
p
— X (1 —}—li) und in der Mitteloffnung M, = o5 X X, worin sich die Ab-
1
szisse x auf den linken Stiitzenquerschnitt bezieht. Bezeichnet man die Durch-
biegung in der Seitenéffnung mit y,, in der Mittel6ffnung mit y,, so ist be-
kanntlich

I!_i_{_ X " — P X +_)(_
W =FEr T ER Y Y =T ET F T E)
, X X x? , P x* X
Ji —EJx+E/ll +Cl JYa —-———2—E7 ij+C3 (46)
X x~ X P x3 X x2
yl -——E]‘ 2 Ejl 6 +C1x+C2 y2 ———“—2E]_6'“+EJ 2 +C3x+C4

Die Freiwerte C und X berechnen sich nun aus den Randbedingungen der
Forméinderungsaufgabe. Es muB 1. ... y; (¢0) = O sein; daraus folgt C, = 0.
A /
3 EFJ 3. lsty‘,(z)

2. muB y, (— {;) = 0 sein; daraus berechnet sich C; =
= 0 und damit C; = ! (Pl X). SchlieBlich perechnet sich X aus der

2E/\'8
Ubergangsbedingung y’; (0) = y’5 (0), aus der C; = C; und damit

3 Pl 3 Pl Pl Pl
8 3+2% 8 Y 4 89

(47)

folgt. Die 5. Randbedingung y, (¢) = 0 braucht nur dann ausgewertet zu
werden, wenn auch die Durchbiegung bestimmt werden soll; sie liefert C, =0
und damit die Durchbiegung in der Balkenmitte
P 9 )

I= 48 EJ (1 49/ (48)
In gleicher Weise erhilt man die iiblichen Lésungen der Baustatik bei quellen-
maBiger Darstellung der Differentialgleichung der elastischen Linie. Die
elastische Losung bleibt solange in Giiltigkeit, als die Nennspannung in der
Balkenmitte kleiner als ¢’y ist; der Grenzwert Pp berechnet sich aus M,, = Mp
mit

89 Mp |
Pr= s —3) =
der zugehorige Wert des Stiitzmomentes ist Xp — 2—33{4_1"3 und es mufl daher

wenn die Voraussetzung 1 erfiillt sein soll, ¢ recht groB sein; sie gilt folg-
lich fiir eine im Verhiltnis zur Mittel6ffnung weitgespannte Seitenoffnung.

b) Die plastische Ldosung im Bereiche Pp<<P <Pr.

Bei Uberschreitung von P, beginnen die schwichsten Schichten zu
flieBen, ein Vorgang, dér mit wachsender Last auch die Schichten héherer
Festigkeit erfaBt, bis schlieBlich beim Erreichen von Pr die innere Wider-
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standsmoglichkeit des Mittelquerschnittes erschopft und dort ein Plastizitats-
gelenk entstanden ist, das bei einer Uberschreitung von P der Verformung
keinen Widerstand mehr entgegensetzen kann. Zum Unterschied gegeniiber
der ilteren Plastizititslehre bleibt jedoch das elastische Spannungsfeld der
Biegung erhalten, ein allméhlicher plastischer Abbau der Spannungsspitzen
findet nach der neueren Auffassung nicht statt.

Die verformte Stabachse zerfillt nun in drei voneinander getrennt zu be-
rechnende Stiicke, in das Stiick y; in der Seiten6ffnung, das elastische Stiick
y, und das elastisch-plastische Stiick y; in der Mitteloffnung. y; und y, sind
durch die Gleichungen (46) bestimmt, y, berechnet sich aus

.o P B [ e 5 . ] '
Js = ZEJ x + - / — 5 2§ S ‘/1 — & arc s ‘.E ) (50)
worin £ = ax - b und die beiden Zahlen « und & durch
___ P __ X+ M
a = 5 (Mr — M) und b = My — Mp (51)
festgelegt sind. Durch Integration erhalt man
, P X2 X

B
Jy = Y -7 T E Y T 6P (&) + Gy

P x? X x? B
= 9k 6 YEf 2 g6ar @ T Gr G

] ; (52)
|

@, (&) und ¢, (¢) sind durch (28) und (29) bestimmt.

Die Berechnung der sieben Festwerte ist mit Hilfe von sieben Rand-
bedingungen ohne weiteres moglich; 1. folgt aus y; (0) = 0 der Festwert

C, -+ 0; 2. berechnet sich aus y, (—/) = 0 C, Mit 3. y’; (o)

3 E
= y’y (0) ergibt sich C; = C5 und 4. erhdlt man aus y’g (é) = 0 eine Be-
- ziehung zur Ermittlung von C,. Mit der Bezeichnung
!l 1 Pl ) '
- () S S il
*(.2>“”—MF—MP(4 X Me (33)
ergibt sich daraus
P2 X/
Co=16r) 2E7 *6ah®

Die statisch unbestimmte GroBe X bekommt man nun aus der Ubergangs-

bedingung y’s (xp) = y’s(xp); mit xp = % (X -+ Mp) und & (xp) = 0 bekommt
man sie zunichst in der Form
. B
Cs = Gy + 32’
aus der sich nach Einsetzen von C, und C, die Gleichung
P2 89 X) B o
16 E/ (1 — 3 pi) Tga2t =0 (54)

Abhandlungen VI 8
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berechnet. Daraus ergibt sich nun

3 Pl BE] 3 PI 2BE] (MF —

_ 3 P - M)

Es erscheint zweckmiBig, X in seinen elastischen und seinen plastischen Teil
zu trennen und X = X, -+ AX anzuschreiben. Damit berechnet sich nun

2BE] (Mr— M
ax = 2BELHE = M0 (3 4 g, ) (56)

und Pl ,
My = 89 (29 — 3)— 4AX. (57)

Die Ermittlung von 4X ist jedoch aus dieser Gleichung nicht ohne weiteres
moglich, da auch v von X abhingig ist und man muf} sich zur Auswertung
von (56) eines teilweise auch zeichnerischen Verfahrens bedienen. Verhalt-
nisméBig leicht gewinnt man zunichst die Grenzlast P, dieses Bereiches,

da fiir M,, = Mg die Zahl » = 1 wird. Damit ist ¢, (1) = 3 (1 —Z),

2
2+, (1) = 0,2876 und
BEJ (Mr — Mp)

AXrF = 05752 Proi (58)
Nun ist beim Erreichen der F-Grenze in der Balkenmitte
Prl

My = Mfr = 89 (29 — 3) — AXF;

nach Einsetzen von 4 Xr nach (58) erhidlt man die quadratische Gleichung

89 MF BE] (Mr— Mp)
29--3)1 29 —3)

P2 Pr— 4,6019 =0, (59)

aus der sich nun Py und damit auch 4 Xr ohne besondere Mithe ermitteln 1a8t.
Fiir einen Zwischenwert P, < P << Py erscheint es am geeignetsten, einen”
beliebigen Wert » zwischen Null und 1 anzunehmen; man kennt dann auch
¢, () -+ 2 und hat den zugehorigen Wert P aus der quadratischen Gleichung
G Pl 29 —3 ] »
IBE] (Mr — Mp) [ﬂ) o Pl Mp(1 — v) — v M| = 2 4+ ¢, () (60)

89

zu berechnen.

Nach Ermittlung der Momentenverteilung ist noch die Durchbiegung
in der Balkenmitte zu berechnen. Die 6. Randbedingung lautet y, (xp) =
s (xp), aus welcher sich die Beziehung

x B
— 5 ggar + (C—Chxp+ (C;— CY=0
ergibt. Aus der 7. Randbedingung y,(0) = 0 folgt C, = 0 und mit den
frither bereits ermittelten Freiwerten ergibt sich nun

B

7r k
Co = G2 (55 + 2‘”"’,)'
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Damit bekommt man nun

j= Zg% (1 o f;,;) + 6%2" {116 [72[ — Py (V)] + 2a [xp + ,i Ps (v)]} (61)

Der plastische Anteil von (61) ergibt sich nach Einsetzen von a nach (51)
und x, mit

=g e M mo e g M g 1)

Um den Grenzwert dieses Bereiches zu bekommen, hat man v = 1 zu setzen
7T

und erhalt 2L — @y (1) = 1572 —16 = 31,1238 und ¢, (1) = 3(1 — 5) ==
— 1,7124; fiir P ist der durch (59) bestimmte Wert P, einzusetzen und es

ist dann

B Mr — Mp{

=g o | [3,8005 (Mr — Mp)+ 4(X + M) — 08562 z} (61 b)

c) Die Berechnung der Traglast®r des durchlaufenden Trigers.

Nach Einschaltung des FlieBgelenkes in der Balkenmitte ist fiir jede
Laststeigerung iiber P, hinaus das Tragwerk statisch bestimmt geworden
und besteht aus zwei nebeneinander liegenden, einfachen Balken mit Krag-

" l " .
armen von der Liange 5 Das Stiitzmoment ist nun

/ .
X:XF+4(P'—PF); (62)

wiahrend das Moment in der Balkenmitte die Gr6Be My unveriandert bei-
behilt; allerdings muB dabei eine neuerliche Verfestigung des Werkstoffes
ausgeschlossen werden. Die Traglast ist erreicht, wenn auch X = Mg ge-
worden ist; dann ist

Mr = X + — (Pr — Pr) und Pr = P 4 - (MF — XF), (63)

wihrend sich bei einem elastisch-idealplastischen Korper

8 Mg

Pr==5

(63 a)

ergeben hat.

Beim Ablaufe des FlieBens in der Balkenmitte muB dleee Stelle trotz-
dem imstande sein, die Steigerung der Querkraft aufzunehmen. Wenn auch
gerade an der Lastangriffsstelle die Spannungsverteilung auf Grund der
technischen Biegungslehre nur einen ungefihren Anhaltspunkt fiir die wirk-
lichen Verhiltnisse liefert, so ist doch nur schwer verstiandlich, wie der Quer-
schnitt eine weitere Steigerung der Querkraft verarbeiten kann, wenn nach
den Vorstellungen der dalteren Plastizititslehre die Spannungsverteilung
durch zwei Rechtecke beschrieben wird. Nach den Gleichgewichtsbedin-
gungen am Korperelement hitte dann die Querkraftsteigerung in einem
engen Bereiche um die Stabachse herum abgegeben werden miissen. Dieser
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wunde Punkt der idlteren Vorstellungen entfillt nun, da die neuere Theorie
die viel wahrscheinlichere Annahme machen muB, daB das FlieBen bei Auf-
rechterhaltung des elastischen Spannungsfeldes erfolgt.

Was den Durchbiegungszuwachs anbetrifft, so ist dieser nun am statisch
bestimmten, einfachen Triger mit Kragarm bei Belastung des Kragarmendes
mit £ (P — PF) zu berechnen. Solange X <My, ist die Verformung elastisch;
bei X = M, ist mit Hilfe des angegebenen Verformungsgesetzes dhnlich wie
in A 2 vorzugehen.

X(P) resp. M, (P)

Fig. 7.

Der Momentenausgleich eines
Durchlauftrdgers im Falle B1 —
L’égalisation des moments d’une
poutre continue dans le cas B1 —
Equilisation of moments of a con-
tinuous beam in case B 1.

Mn(P)

X, | AL 2=

b

In Fig. 7 ist der Verlauf von X () und von M,, (P) dargestellt, wie er
sich auf Grund der vorstehenden Rechnung ergibt. Man erkennt deutlich das
Bestreben zum Momentenausgleich, der allerdings, wie bereits StUssi3) be-
merkt hat, umso schwieriger ist und umso eher von der Verfestigung des
Werkstoffes gestért werden kann, je groBer der Neigungsunterschied a der
beiden Geraden X () und M, (P) im elastischen Bereiche ist, je groBere
innere Kraftverlagerungen durch das FlieBen vor sich gehen miissen. Wie
man aus Fig. 7 weiter erkennt, muBl die bei der Berechnung des Momenten-
ausgleiches gewohnlich getroffene Voraussetzung des Werkstoffes als
elastisch-idealplastischen Korper zu einer etwas zu geringen Traglast Py
fithren.

2. Die Balkenmitte flieBt erst nach Uberschreiten von Mp iiber der Stiitze.

Bei kleineren Werten von ¢ wird der Betrag von X nur wenig kleiner
sein als der von M, und es miissen daher FlieBerscheinungen iiber der Stiitze
auftreten, bevor M,, = Mg geworden ist. Der Bereich rein elastischer Ver-
formung ist wieder bei P, abgeschlossen, das nach (49) zu berechnen ist.
Nun beginnen plastische Vorginge die Spannungsverteilung zu beeinflussen;
die Berechnung erfolgt zunichst genau so wie unter A, doch ist dieser Weg
nurmehr solange richtig, solange X <Mp ist. Ist X = Mp und P> Py, muf}
die Berechnung in anderer Weise gefiithrt werden.

a) Berechnung von P,.
Auf Grund der bereits geschilderten Bedeutung von P, ist
. 3 Pyl

8) F. Stusst und C. F. KoLLBRUNNER, Beitrag zum Traglastverfahren. Bautechnik
1935, Heft 21.
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und Pyl

L _29 —3 Py 7AX1+MP_T_2MP_.
Y7 89 Mp—Mp Mg — Mp Mg — Mp
Damit erhialt man

setzt man diesen Ausdruck in (60) ein, so erhdlt man zur Bestimmung von v,

Die Losung der Gleichung (65) geschieht am zweckmaiBigsten auf zeichne-
rischem Wege; man trigt die linke und die rechte Seite der Gleichung punkt-
weise auf und sucht den Schnittpunkt dieser beiden Linien. Mit v; 148t sich
dann leicht P; und 4 X, berechnen.

b) Die Berechnung von Pg, wenn M, = Mg und Mp<<X < Mg.

In diesem Falle tritt ein bildsam verformtes Gebiet zu beiden Seiten
der Mittelstiitze zu den fritheren Stiicken der verformten Stabachse hinzu,
wodurch sich die Rechnung wesentlich verwickelter und zeitraubender ge-
staltet. Bezeichnet man die Durchbiegung dieser beiden neuen Bereiche mit
y, und y;, so hat man

"o__ X X _? Lo _E)e __ in &
7= EJ + EJi, X+ 5 [2& — &V —&) arc sin &]

, X X x? B "
Wo=Erc Tt E 2 + 6a, P1 (&) + C (66)

X x? X x? B

Y4 :E/?—{_ E—-ﬁ:?‘l‘gﬁag@z(%) + Crx + Gy
und
P X B .. .
y = — 2E) X+ - EJ + 5 [2& -— & y(l — &)? — arc sin &)
P x? X B
Y= "aFr 2 TEF T 6g, TG [ ©D
P x3 X x2 B
y57: 2E/6 +Ej2 +96a ¢2(55)+C9X+C10
Darin bedeutet
1 x\
54 = Qy X "}‘ b4 == M-Ftﬁl; [—X(l + ll") + MP] bZW
B X _ Mp— X |
a, = — ZOW—F”—-— ) und b5, = Mr— Mp (68)
Je gilt bis x, = — 2 =L .1 (mp— X).
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Ebenso ist
1 P
c —_— i N
55_a5x+b6_MF Mp(Zx X + Mp) bzw.
P _ Mp—X
%= oy — My M 0T i g = O (69)
b 2(Mp— X)

y5 gilt nun bis x; = , = p

Zur Berechnung der Freiwerte C, bis C,, und X stehen nun elf Rand-
bedingungen zur Verfiigung: 1. folgt aus y,(—/;) -= 0 die Gleichung

X

3._Ej~Cll1 + C, —=0.
Die erste Ubergangsbedingung lautet ¥’y (xy) = ¥y, (x,), woraus sich mit
@, (0) = — 2 die Beziehung

B
3a,

C, =C, + (fi ¢,(0) oder C,-—C, = — ergibt.
4

3. ist ¥’y (0) = y’; (0); daraus folgt

C—C = g [;5 71 (b5) — ’;4 71 (bAt)] .
Weiter i_st 4. y’5(x5) — ¥'5(x;), und man bekommt daraus C, — C; = 3125 .
Nuu erhdlt man 5. aus y’, (xp) = y’3 (xp) die Beziehung C; —C; = B’Ba'
Aus der 6. Randbedingung y’, (L) =0 bekoxnmt man die bereits frither

2
angegebene Gleichung ‘

[ (Pl B
C5 g 2“5, <§ s X) + _ﬁ—a (pl (,’)'

Durch Zusammenfiigen der Gleichungen aus den Bedingungen 6, 3, 4, 3
und 2 erhilt man schlieBlich

A Elrno]+ 50 )

a5 (14

Damit berechnet sich aus der Randbedingung 1
oty ) BT nons (- o no
C, =4 {65] 8 Pl— X3 | + 6 | 4 2 + ¢ ()] + o« [2 + ‘291(174)]”-
Zur Ermittlung einer Gleichung, in der nur X als Unbekannte vorkommt,
sind nun noch die zwei weiteren Randbedingungen 7 und 8 zu beniitzen;
sie lauten y, (x;) = y, (x,) und y, (0) = 0. Man erhilt aus der letzteren
B
Cy = — 06 a,° P2 (bs)
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und aus der 7. schlieBlich

6“'E‘](3 Pl— vx) E [ 2+ 91 ()] +( ;) [2+‘P1(”4)]]
. i ‘ " (70)
34, JZ 06a,%l [z (0) = 2 (Ba)].

Um zu dem Grenzwerte Pg zu kommen hat man zunichst in dieser Gleichung
v = 1 zu setzen; damit wird 2 |- ¢, (1) = 0,2876 und man erhalt

l-x2(3 X?
Jﬁ/ (* Pl — X«?) + 05752 & (Mr - Mp) + [2 + ¢4 (8))] ’ﬁ (2X + PL) (Mr— Mp)
2 1 . (71)
+ 206 (Mr -~ Mp)* — ol (Mr — M [030) 3 (6] = 0.
1 Pl
Da V= Mp—Mp(4 X“M")
war, berechnet sich mit v = 1 daraus
4 ) _ Mp - X
Pr = 7 (XF + Mp); aus by = Mr — Mp
1aBt sich der zugehorige Wert Xy in der Form X, = M, - by (Mg — Mp)
anschreiben. Damit wird nun
4
Pr = i (Mr + Mp) — bp(Mp — Mp), (72)
worin 0O jenen besonderen Wert &, vorstellt, der gerade P,: bzw. X
bestimmt; nun kann die Gleichung (71) in einer Form dargestellt werden,
in der nur b7 als Unbekannte vorkommt. Sie lautet:
31 1
2 BEJ [(Mr+Mp) —br (Mp—Mp)] [Mp-bF(Mr—Mp)]*- BEj [Mp—br(Mp--Mp)]?
(Mp—Mp) [Mp—br (Mp—Mp)]* (73)
+ 057527~~~ T
4[(MF+MP) bF(MF Mp)]
 Vo=6r Bt MLy 1) |+ 25 b ) -6 (1+2 4 (Mp )|
. R — RN ()

2 (MF+MP) bF(MF Mp)

5 l %)
+2/ bF(MF“MP)Z“']'Lﬁ(MF“MP)Z[992 (0) =@, (6F)] = 0.

Diese Gleichung 16st man am besten versuchsweise auf; man wahlt
b = -]10, wobei » jeden ganzzahligen Wert zwischen 0 und 10 annehmen
kann. Dann berechnet man Pr (v) und X, (v), entnimmt der Zahlentafel 1
1 (]%) und ¢, (])0) und ermittelt damit den Wert der Gl. (73), den man

nun in Abhidngigkeit von » in einem Axenkreuz auftragt. Im Schnitt dieser
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Linie mit der Bezugsaxe findet man den gesuchten Wert &f, mit dem sich
dann Pr und X, leicht berechnen 14Bt.

Um die Tragfihigkeit Pr zu erhalten, hat man genau so wie frither nach
(63) vorzugehen. In Fig. 8 ist der Momentenausgleich wieder in iibersicht-
licher Form dargestellt.

Die Durchbiegung / in der Balkenmitte erhdlt man erst nach Aus-
wertung der drei noch nicht beriicksichtigten Randbedingungen 9, 10 und 11,
welche folgendermaBen lauten: y, (0) = 0, y; (x5) = vy, (x5) und y, (xp) =
y5 (xp). Man erhilt aus 9

B 5 @2 (b5), und aus 10

CIO - 96

B
(Co— Ci)xs + (Cio— Cy) = — 0642 72 (0);

daraus berechnet sich nun

. B 1 B
C4' 96 2 [972( ) N (bb)] + 7&‘ X5
Aus 11 folgt schlieBlich (C; — Cy) xp -I- (Cy —Cg) = _—_66%_992 (0),
und daraus ermittelt sich dann
B |1 1 1
Co = g6 a3 7@ + s O —m ol + T (g + ).
Damit berechnet sich nun mit ¢, (0) = ;—IZ
o PE (9 B [ﬁ ] B [/E_ ] E[ ]
4557 |1 “40) Foow |3~ 70 gz |5 e @] gy |25 )
1 B
e TN

Die zahlenmiBige Auswertung dieser Gleichung macht keine besonderen
Schwierigkeiten, da X bereits bekannt ist und daher die Zahlen v und & und
die GroBen «, a; und x, unmittelbar berechnet werden koénnen.

3. Einige Bemerkungen zum Momentenausgleich.

Wie man aus dem Vergleich der Fig. 7 und 8 erkennt, geht der Mo-
mentenausgleich umso leichter und storungsfreier vor sich, je kleiner der
Offnungswinkel « zwischen den beiden elastischen Geraden X (P) und
M,, (P) ist. Beim beiderseits eingespannten Balken ist, abgesehen vom Vor-
zeichen, X und M,, gleich groB, der Offnungswinkel « wird gleich Null, der
Ausgleich ist daher von vornherein bereits gegeben. Derartige Anordnungen
sind mit Riicksicht auf das Erreichen der Tragfihigkeit ohne eigentliches
FlieBen in einem oder in mehreren FlieBgelenken als die baulich am zweck-
méaBigsten zu bezeichnen, da sie plastizititstheoretisch die gréBte Steifig-
keit ergeben. Solche Tragwerksformen sind daher anzustreben und es ist
ohne weiteres erkennbar, daB der bei der Bemessung der Tragwerke iibliche
SpannungsmaBstab diese Voraussetzungen schafft. Eine durch Anpassung
des Triagheitsmomentes an die Momentenlinie gewonnene Werkstoffvertei-
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lung verbiirgt daher auch plastizititstheoretisch hochste Tragfihigkeit und
groBte Steifigkeit. Der Sicherheitsiiberschufl statisch unbestimmter Trag-
werke gegeniiber statisch bestimmten verschwindet dann, wenn das Trag-
werk in allen maBgebenden Querschnitten genau nach der Elastizitatstheorie
bemessen worden ist.

\ 2(P) resp. Mp(F) /
M, /// AXe
. / ~XE),
Fig. 8. MnlP). 7
Der Momentenausgleich eines M b axe
Durchlauftrigers im Falle B2 — g 27
L'’égalisation des moments d’une
poutre continue dans le cas B2 —
Equilisation of moments of a con- e
tinuous beam in case B 2.
&
Y,
b AARAH

4. Die Versuche von Maier-Leibnitz. ?)

Zur Uberpriiffung und zum weiteren Verstindnis der hier vorgetragenen
Zusammenhinge sollen nun die bekannten und in ihrer Art klassischen Ver-
suche von MAIER-LEIBNITZ herangezogen werden, bei denen mit groBer Scharfe
die hier errechneten Gr6B8en durch Messung bestimmt worden sind. Der
Querschnitt des Versuchsbalkens ist ein neigungsloser Breitflansch-Stahl
IP 10, dessen Widerstandsmoment W = 90 cm3 und dessen Triagheitsmoment
J = 453 cm# betriagt. Unter der Annahme, daB8 die FlieBschichten plétzlich
die ganze Hohe des Querschnittes durchsetzen, berechnet sich nach Gl. (7)

der unter FuBnote 2 angefiihrten Arbeit mit ¢ = ,310 ... urp = 0,0874 und
daher » = 0,212. Damit ist o'y = o (1 +x) = 1,212 0.
Bei dem einfachen Balken von der Spannweite / - 120 cm ist nach

Fig. 3 des Versuchsberichtes die Tragfihigkeit etwa bei Py, = P = 9,75 t
vOllig erschopft; beachtet man, daB infolge einer 6 cm breiten Steife an der
Stelle des Lastangriffes die ungiinstigste Beanspruchung am Steifenrande
entstehen muB, so erhilt man dort

P (1
n=t (4 -3),

und wenn dieses Moment gleich M; = o' W geworden ist, muBl der oben
erwihnte Grenzzustand eingetreten sein. Daraus ergibt sich

, _ Pr (1 a) _ 975 . \
OfF = W é‘ - 3) = 1§0 « BT = 3,09 t/Cm .
Mit » = 0,212 berechnet sich nun
3,00 ,
OfF =— m s 2,55t/cm3.

9) Maier-LeiNiTZ, Versuche zur weiteren Klarung der Frage der tatsiachlichen Trag-
fahigkeit durchlaufender Triger aus Baustahl. Stahlbau 1936, Heft 20.
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Auf Grund von Zugversuchen mit Probestiben aus den Flanschen wurde eine
mittlere FlieBgrenze des Werkstoffes von of = 2,46 t/cm? bestimmt; die
Ubereinstimmung ist befriedigend, da die Abweichung im unvermeidlichen
Streubereich liegt. Die P-Grenze ist leider nicht unmittelbar gemessen
worden. Schitzt man sie mit op = 1,90 t/cm?, dann ist unter Annahme einer
Unabhingigkeit der Feldwirkung von der Festigkeit der Einzelschicht auch

O"p == 1,212 ap = 2,30 t/'Cmg.

Damit berechnet sich die Last, bei der voraussichtlich die ersten FlieBlinien
und die ersten bleibenden Dehnungen auftreten miissen, mit

pp = 20FW _ 180-230 o6t
T, 57
2

Maier-LEiBNITZ gibt an, daB tatsidchlich bei P = 7,33 t bleibende Durch-
biegungen aufzutreten beginnen.

& resp.

p-10 % 5 —

09 < A

o7 ///A//
// / § . i |

a6 ; i +

/ ; Lquation
a5 b\ Gleichung (12 §) +————
] Equation |
. 7 oo o (20T
03 mesuré
| d:{ gemessen
a2 measured
or .
6p ' Epl
20 z % 5 8 10 12 %o
Fig. 9.
Die plastischen Dehnungen in der Balkenmitte des von Maier-Leibnitz
gepriiften einfachen Balkens — Les allongements plastiques au milieu

de la poutre simple auscultée par Maier-Leibnitz — Plastic elongations
in the middle of the simple beam tested by Maier-Leibnitz.

In dem Bereiche o'p <0’ <o’y ist nun, da z = z ist, nach (12b)
&p = 4,660 &, 1 [ ()5

&'y, p ist diesen Versuchen mit 0,006 zu entnehmen; damit ist nun ¢, -
0,005592 f,; (») und nach (12c) erhilt man ebenso ¢, = 0,005592 »2f, (v).
In Fig. 9 sind nun die errechneten und die gemessenen Werte ¢, einander
gegeniibergestellt worden; mit Riicksicht auf die lange MeBstrecke von 20 cm
konnen jedoch die gemessenen Dehnungen, die einem Mittelwerte in der
MefBstrecke entsprechen, nicht unmittelbar den in der Balkenmitte errech-
neten gleichgesetzt werden; Fig. O ist daher mit einer geschatzten GroBt-
dehnung gleich dem doppelten Betrage des gemessenen Wertes gezeichnet
worden, doch lassen die Umstinde keinen halbwegs sicheren SchluB auf den
wirklichen Wert zu. Man erkennt, daB die tatsachlichen Dehnungen noch
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rascher wachsen, als es der Rechnung entspricht, doch kénnen dabei auch
Einfliisse der Querschnittsform eine Rolle spielen. Es ist nun B = 0,010184
und damit

B B 1 B 6,7104

o (e o) 20

Der Zahlentafel 2 sind die Werte /,, nach Gl. (34) zu entnehmen. In Fig. 10
ist wieder Rechnung und Messung gegeniibergestellt. Um den EinfluB des

p
075
£ a — ===
50 A//r/- d
925 p Mt
A/

Gleichungt (12 &)

200 <,
ars / [/ /- { f};ua//my}
b:

850 i1l — Equation
i c: v v (I2¢)
&z mesuré
800 a4 gemessen
measured
775
750 —_—
Fot
Fp =125 7 ? 3 % 5 3 T

Fig. 10.

Die plastischen Durchbiegungen in der Balkenmitte des einfachen Balkens

(Versuch von Maier-Leibnitz) — Les fléchissements plastiques au milieu de

la poutre simple (Essai de Maier-Leibnitz) — Plastic deflections in the middle
of the simple beam (Test by Maier-Leibnitz).

Forminderungsgesetzes zu zeigen, sind auch die Werte /,, nach Gl. (44 a)
eingetragen worden. Man muf3-daher, wie aus dem Vergleiche ersichtlich ist,
wirklich mit sehr groBen Werten von ¥,, » rechnen, wenn man die gemessenen
plastischen Durchbiegungen erkldren will. ‘Dehnungsmessungen mit sehr
kleinen MeBliangen diirften auch tatsichlich viel gréBere Werte von ¢, er-
geben, als sie MAIER-LEIBNITZ gefunden hat; sie scheinen demnach die obige
Schitzung noch zu iibertreffen und bereits nahe an die Verfestigungsgrenze
heranzukommen.

In Fig. 18 a bis d des Versuchsberichtes von MAIER-LEIBNITZ ist als eine
die plastische Biegung kennzeichnende GroBe die gegenseitige Drehung der
nach der Entlastung gerade bleibenden Balkenstiicke in Abhangigkeit von M
dargestellt worden. Diesem Zusammenhange legt MAIER-LEIBNITZ grundsétz-
liche Bedeutung bei, da sich damit naturgemaf die Berechnung der plastischen
Verformung der Stabachse aufbauen 148t. Sie hat den Vorteil leichter und
genauer MeBbarkeit und es ist in dieser Hinsicht nicht ohne Belang, daB
sie, wie (il. (76) erkennen 14Bt, nur von Werkstoffgr6B8en abhingig ist, und
die Querschnittsform darin nicht in Erscheinung tritt. Aus der Bedeutung
von z,, , folgt, daB <, ,, = 2A,, woraus sich mit Hilfe von (24) die Be-
ziehung
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Bl 1
Tm, pl = 6 ar ) . [¢1 (”) + 2] (75)

O — Op

ergibt. Legt man der Rechnung das Forminderungsgesetz (12 c) zu Grunde,
SO ist Ty, ,» = 2C5 und man erhalt

Bl 1

U= gy O (152)

O — Op

In Fig. 11 und in Zahlentafel 2 ist diese Linie dargestellt worden; die von
MAIER-LEIBNITZ versuchsmiBig ermittelte Abhangigkeit <, ,, (M), die er der
verfeinerten Deutung seiner Versuche zu Grunde gelegt hat, ist hinzugefiigt,
so daB ein Vergleich der beiden Berechnungsverfahren leicht moglich ist.

M
tem
whb— e
M. =278 e 4
Mp = 207 —
200
700
L’ | Impl
o010 0015 4020 0030 0040
‘ Fig. 11.
Die Linie zm, pr (M). & bezieht sich auf (12b), d ist von Maier-Leibnitz
der Deutung seiner Versuche zu Grunde gelegt worden — La courbe

tm, pi (M). b se rapporte & (12b), Maier-Leibnitz a basé sur d l'inter-
prétation de ses essais — The line tm, pz (M). b refers to (12b), d was
determined by Maier-Leibnitz, based on his tests.

Der Versuch mit dem Durchlaufbalken ist durchgefiihrt worden, um die
von StUssi geduBerten Bedenken iiber die Richtigkeit des Momentenaus-
gleiches zu iiberpriifen. Es ist /; = 240 cm, / = 120 cm und damit treffen
dafiir zweifellos die Voraussetzungen fiir den unter B 1 beschriebenen Fall
zu. Man erhilt zunichst nach (49) mit Mp = 90.2,30 = 207 tcm ... Pp =
8,78 t und X, = 56,52 tcm. Mit dem aus Dehnungsmessungen ermittelten
Werte £ = 2035 t/cm? berechnet sich nach (48) f, = 0,233 cm.

Zur Ermittlung der Spannungsverteilung im plastischen Bereiche ist mit
B = 0,005592 die GréBe BE/ = 0,005592- 2035 - 453 = 5155,013 und man
erhidlt nun damit aus (59) Pr = 12,65 t. Aus (58) berechnet sich 4 X =
19,856 t cm und aus (55) X = 80,402 -~ 19,856 = 100,258 t cm. Fiir einen
beliebigen Zwischenwert Pp <P < Pr nimmt man zweckmiBig einen Wert»
zwischen Null und 1 an, kennt dann ¢, (») -+ 2 und erhilt damit eine qua-
dratische Gleichung fiir P. Fir »=1 ist z. B. ¢; (3) --2 = 0,0161 und GI.
(60) lautet damit
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P

YA ap [p19—~3 l 1 O + ©

p —
SBEJ or —apl 89 My 2 ap '| = ootsr,

aus der man nun den zugehorigen Wert P = 10,34 t bekommt. Dazu gehort
X = 660,486 - 1,359 = 67,845 t cm und M, = 243,724 — 1,359 = 245,083 t cm.

Die Tragfahigkeit 7 berechnet sich nach (63) mit Py = 12,641 |- 5,928
= 18,569 t. Um den EinfluB des , Erweichungsgrades‘ im plastischen Be-
reiche festzustellen, ist das Tragwerk auch mit dem geschatzten Werte &', ¢
= 12 v. T. durchgerechnet worden. Man erhilt nun B = 0,010184, BE] =
10310,026 und damit Pr = 13,30 t, 4 X = 37,500 t cm und X = 86,075 -I-
37,500 = 123,575 tcm. Die Tragfahigkeit P, ergibt sich nun mit P, = 13,386
-+ 5,151 = 18,537 t. In Fig. 12 ist mit diesen beiden Annahmen in der {iib-

M
tem
300 |——q e e ey _—
M =278 - -~ SN SN SR
’ Wit /
]
f
7T |
t
Mp-207) - |__| -_____/ i L
007 T 1 i o i
: L :
| U 1‘ !
- i m T i
Xe -12a58) ,,,,,,7/”,4 R !
Xe=10026| _ . e ! !
0000 1 i T |
! - i
|
Xpn5s.5zk_‘_/__‘.hx L ;
A4 ] - [ 1T !
/ V 1 { |
L] : b = ; p
{ 1| i | >—
® 8888 5 t
N o w8y NN © ®® R
& at &
Fig. 12.

Der Momentenausgleich des durchlaufenden Versuchsbalkens von Maier-Leibnitz.
L’égalisation des moments dans la poutre continue auscultée par Maier-Leibnitz.
Equilisation of moments of the continuous experimental beam of Maier-Leibnitz.

lichen Art der Momentenausgleich dargestellt. Um zu einem Vergleiche der
Rechenergebnisse mit den von MAIER-LEIBNITZ durch Auswertung seiner Mes-
sungen ermittelten Linien X (P) und M, (P) zu kommen, ist vor allem zu
beriicksichtigen, daB sich infolge einer 6 cm breiten Steife am Orte des Last-
angriffes eine Verschiebung des Ortes des ersten FlieBens von der Balken-
mitte weg an den Rand dieser Steife ergeben muBl, da sie eine wesentliche
VergroBerung des Trigheitsmomentes bedeutet. Versucht man, diesen Ver-
haltnissen wenigstens an den maBgebenden Stellen Rechnung zu tragen, so
ist zunidchst das Moment am Orte des ersten FlieBens

P2 Pl :
Mg = T X="re— X.

Der EinfluB der Steife auf das Stiitzenmoment darf wohl vernachlassigt
werden. Damit ist dann
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89 Mp
290 — 3)1’

woraus sich mit ¢ = 0,95 der Wert Pp = 9,38 t ergibt. Dazu gehort X, =
60,30 tcm. Bei der Berechnung von Pp ist nun in Gleichung (59) der Wert
29 — 3 durch 29 ¢ — 3 zu ersetzen und man erhdlt nun mit B = 0,005592
P, = 13,45 t, wozu sich nach (56) ein 4 X, = 18,67 tcm und ein Xp =
36,44 - 18,67 = 105,11 tcm berechnet.

Um die Tragfihigkeit P; unter Beriicksichtigung des Steifeneinflusses
zu bestimmen, darf man nicht vergessen, daB der statisch bestimmte Trager
nun ein durchlaufender Gelenktriger ist mit einem Schwebetriger von 6 cm
Linge in der Mittel6ffnung, da sich nun gleichzeitig zwei FlieBgelenke an
den Steifenrdndern ausbilden. Dafiir ist das zusitzliche Stiitzmoment

Pp =

P — Ppl
X = Xr + £_~,,,,erl__, .0,
und es berechnet sich mit X = My
Pr— Pp + i‘f’.wféil"&l — 1345 + 0,76 — 19,52t.

Fig. 13.
Der EinfluB der Steife an der Lastangriffsstelle auf den Momentenausgleich.
Influence du raidisseur placé au point d’application de la charge sur ’égalisation des moments.
How the stiffness at the point of application of the load affects the equilisation of the moments.

Um auch die Linie M, (P) eintragen zu kénnen, hat man zu beachten,
daB an die Stelle von M, nun eine GroBe M, p kommt, die das Moment in
der Balkenmitte vorstellt, wenn das Moment Mp = My geworden ist; in
dhnlicher Weise bedeutet M, r ein Moment M,,, wenn Mp = Mg ist. M,
entsteht schlieBlich fiir Mp = My und X = Mp. Aus Fig. 13 erkennt man
deutlich, wie diese GroBen berechnet werden kénnen; man erhalt M,, » = 221,
M, r =298 und M,, ; = 307 tcm. In Fig. 14 sind nun die errechneten und
gemessenen Linien X (P) und M,, (P) einander gegeniibergestellt worden.
Abgesehen von den kleinen Abweichungen im elastischen Gebiete, deren Ur-
sache schwer feststellbar ist, ist die Ubereinstimmung gut; vollige An-
gleichung zwischen Rechnung und Erfahrung wird niemals zu erzielen sein.
Wie man aus dem Bilde erkennt, kommt es zu Verfestigung des Werkstoffes,
bevor der Momentenausgleich vollkommen zustande gekommen ist; das liegt
an der Art der Trigeranordnung, die starke plastische Verformungen in der
Balkenmitte verlangt, die aber der Querschnitt ohne Verfestigung nicht leisten
kann.
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Die Ubereinstimmung wiirde sich noch befriedigender ergeben, wenn
man in der Rechnung das die Versuche besser beschreibende Formanderungs-
gesetz (12c) angewendet hitte. Da dies rechnerische Schwierigkeiten be-
reitet, soll es erst dann Beriicksichtigung finden, wenn es durch weitere
Versuche bestitigt sein wird.

Was die Durchbiegung in dem elastisch-plastischen Bereiche anbetrifft,
so ist nach (61 a) fiir » = { die bleibende Durchbiegung in der Balkenmitte
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Fig. 14.

Gegeniiberstellung von Versuchsauswertung und Rechnung.
Comparaison entre les essais et le calcul.
Comparison between test results and calculations.

fo: (3) = 0,01307; ihren GroBtwert erreicht sie mit v = 1, der sich aus Gl.
(61b) mit f,, r = 0,17173 berechnet. Die gesamte Durchbiegung ist dann
feesame, r = 0,33497 |- 0,17173 = 0,50607 cm. Nach Erreichen von Pf schalten
sich an den beiden Steifenrdndern FlieBgelenke ein, die verbleibenden Krag-
trager verbiegen sich wieder rein elastisch, bis iiber der Stiitze das Moment
X = Mp geworden ist. Der Belastungszuwachs betrdgt bis dahin 4P =
Mi[—~i(1) = 3,56 t und der zugehoérige Durchbiegungszuwachs ist 4} =

p 2
”;]_‘*4péj(lx+) —g— — 3) = 0,688 cm. Daran schlieBt sich ein Bereich, der durch

FlieBen iiber der Stiitze entsteht; die dabei auftretenden Durchbiegungen
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sind der Berechnung zugénglich, doch ist der Rechenaufwand bereits ein
recht betrichtlicher. Eine Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Erfah-
rung kann bei so groBen plastischen Verformungen, wie Fig. 15 zeigt, nicht
mehr in dem fritheren MaBe erwartet werden, da sich dabei bereits Ver-
festigungserscheinungen in der Balkenmitte geltend machen miissen, die in
der Rechnung nicht beriicksichtigt sind. Auch die Steife bringt Unsicherheiten
in die Rechnung, die sich im Sinne einer Verminderung der Durchbiegung
auswirken miissen. Man darf aber nicht vergessen, dafl diese Trigeranord-
nung als ungewdohnlich zu bezeichnen ist und daB sich bei den im Bauwesen
tiblichen Verhiltnissen zwischen / und /;, diese das FlieBen stérenden Er-
scheinungen nicht so deutlich zeigen wiirden.

AP
t
22
f./*’
20
Pretasrl L1 L b L
8 ———
Petbzr |\ _ | _|_ 2
76 b L~
% 4 s
P <12651 -1 -+
d 72 ; ]
t [
0 -
pp ‘8.78—**7{ i
8 7 |
6 : g
! i
4 l ;
! i
2 : } =
D cm
Fig. 15
Die Durchbiegung der Balkenmitte des Durchlauftrigers nach Messung
und Rechnung — Le fléchissement au milieu de la poutre continue sui-
vant les essais et le calcul — Deflection at the middle of the continuous

beam as determined by measurement and by calculation.

Fiir den Fall baulich iiblicher Werte von ¢ stehen derzeit leider keine
Versuche zur Verfiigung, die eine Uberpriifung der unter Ziffer B2 auf-
gestellten Beziehungen gestatten wiirden.

Zusammenfaésung.

Die Statik des Stahlbaues erfordert bei der Uberpriifung der Tragfihig-
keit und der wirklichen Sicherheit der Bauwerke ein Eingehen auf die plasti-
schen Verformungen, besonders bei statisch unbestimmter Ausbildung. Da-
bei ist die Frage der Plastizititsbedingung von groBer Wichtigkeit, die aus
den beim FlieBen zu beobachtenden Erscheinungen zu entwickeln ist. In der
vorliegenden Arbeit ist entsprechend der Erfahrung angenommen worden,
daB das FlieBen nur in Schichten erfolgen kann, die von Oberflache zu Ober-
fliche des Korpers reichen, im Gegensatz zu der sogenannten &dlteren Plasti-
zitatslehre, die von der Mdoglichkeit eines ortlichen FlieBens ausgeht und

Abhandlungen VI 9
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zum plastischen Spannungsabbau gefiihrt hat. AuBerdem ist beriicksichtigt,
daB der Baustahl kein homogener Koérper im Sinne der Mechanik ist, sondern
daB auch Schichten von herabgesetztem FlieBwiderstande vorhanden sind,
womit sich bei Annahme eines Verteilungsgesetzes dieser geschwichten
Schichten die Spannungs-Dehnungs-Linie des Baustahles errechnen 14Bt.
Beim Anlegen eines lings der Hauptschubspannungslinien verinderlichen
Spannungsfeldes ist auch die Feldwirkung auf den FlieBvorgang zum Aus-
druck zu bringen, welche von der Form des Korpers abhingt und durch eine
neu eingefithrte Werkstoffziffer ¢ rechnerisch erfafit werden kann.

Unter diesen Voraussetzungen ist die elastisch-plastische Biegung eines
Balkens bei statisch bestimmter und bei statisch unbestimmter Stiitzung
durchgerechnet worden, sowohl beim Angriff von Stabendmomenten als auch
von Einzellasten in den Balkenmitten. Zur Uberpriifung der entwickelten
Zusammenhinge sind die bekannten Versuche von MAIER - LEIBNITZ herange-
zogen worden; sie lassen erkennen, daB die versuchsmiBig gemessenen
GroBen durch die Rechnung iiberraschend gut wiedergegeben werden. Sie
liefern damit den Beweis, daB in dieser Art mit der Nachrechnung plastischer
Vorginge sehr weitgehend an die Wirklichkeit herangekommen werden kann.

Résumé.

La statique des constructions métalliques exige, lors du controle de la
résistance et de la sécurité réelle des ouvrages, une étude des déformations
plastiques surtout si I'on se trouve en présence d’ouvrages hyperstatiques.
La condition de plasticité tirée des phénomenes observés au cours de 1’étire-
ment de ’acier est de la plus haute importance. Dans le présent mémoire,
I’auteur admet, sur la base de ’expérience, que ’étirement ne peut se faire
que par couches qui s’étendent d’une surface a ’autre du corps; cette théorie
est en opposition avec ’ancienne théorie basée sur la possibilité d’un étire-
ment local qui conduisait a une réduction plastique des contraintes. L’auteur
tient en outre compte du fait que ’acier de construction n’est pas, au sens
mécanique, un corps homogeéne mais, qu’au contraire il possede des couches
de plus faible résistance a I’étirement; il en résulte qu’on peut calculer la
courbe des tensions-allongements de ’acier de construction si ’on admet
une loi de répartition de ces couches de faible résistance. Dans le cas d’un
champ de tensions variable le long des lignes de cisaillement principales il
faut également exprimer l’action de ce champ sur le processus d’étirement,
action qui dépend de la forme du corps et qui peut €tre exprimée numérique-
ment par une nouvelle caractéristique ¢ du matériau.

Se basant sur ces hypothéses, 'auteur calcule la flexion élastico-plastique
d’une poutre sur appuis statiquement déterminés et hyperstatiques, soumise
soit a des moments de flexion agissant a ses extrémités, soit a des charges
concentrées appliquées en son milieu. Les essais connus de MAIER-LEIBNITZ
ont permis de contrdler les résultats obtenus; les résultats des essais pré-
sentent une concordance €étonnante avec le calcul. Ils fournissent donc la
preuve que le calcul fait de la sorte permet de calculer les phénomeénes
plastiques d’une facon se rapprochant fortement de la réalité.

Summary.

The statics of steel construction, when checking the carrying capacity
and the actual safety of a structure, requires an investigation of the plastic
deformation, particularly in the case of statically indeterminate forms.
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Thereby the question of the conditioning of plasticity is of great importance;
this is to be deduced from the phenomena observed during the straining.
In accordance with experience, it is assumed in the present article that the
straining can occur only in layers which extend from one surface of the
body to another, in contrast to the so-called older theory of plasticity, which
started with the possibility of a local strain and led to the plastic reduction
of tension. Besides that, it is to be considered that structural steel is no
homogeneous body in the sense understood in mechanics, but that also layers
of reduced strain-resistance are present, so that, assuming a law of distri-
bution for these weakened layers, the stress-strain line of the structural steel
may be calculated. By applying a tension-field which is variable along the
main lines of shearing stress, also the field-effect on the straining is brought
to expression; it depends on the shape of the member and can be expressed
mathematically by a newly-introduced material-coefficient c.

Under these assumptions the elastic-plastic bending of a beam is cal-
culated with statically determinate and statically indeterminate supporting,
at the point of application of the rod-end moments as well as of loads con-
centrated at the middle of the beam. For checking the developed connections
the known tests of MAIER-LEIBNITZ are made use of; they show that the re-
sults obtained by experimental measurements agree surprisingly well with
those calculated. They thus furnish the proof that in this way, the calcu-
lations made of plastic occurrences may approximate very closely to what
actually happens.
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