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KUGELSCHALEN UBER VIER- UND VIELECKIGEM
GRUNDRISS.

COUPOLES MINCES A PLAN RECTANGULAIRE ET POLYGONAL.

SPHERICAL CUPOLA SHELLS, RECTANGULAR OR POLYGONAL
IN PLAN.

A. AAS JAKOBSEN, Oslo.

1. Vorwort.

Eine wichtige Konstruktionsform des Schalenbaus ist die Kugelschale
iiber vier- oder vieleckigen Grundflachen. Es wird aus einer Kugel ein
Flachenstiick mit der gewiinschten GrundriBform ausgeschnitten und diese
mit Binderscheiben abgesteift (Fig. 1). Die Tragwirkung besteht jetzt darin,
daB die Kugelschale ihre Vertikallast durch Schubspannungen nach den
Bindern iibertragt. Die Binderscheiben konnen senkrecht zu ihrer Tragflache
keine Krifte aufnehmen. Es besteht jetzt die Moglichkeit, die Binder so zu
konstruieren, dafl die Druckspannungen in der oberen Faser der Binder, wo
sie mit der Schale verbunden werden, mit der
Druckspannung der Schale iibereinstimmen fiir
eine durchschnittliche Belastung z. B. Ejgen-
gewicht — 1, Nutzlast. Die Randstérungen, die
bei den anderen Belastungszustinden auftreten,
sind dann klein und auf eine schmale Randzone

Binderscheibe beschriankt. Die Spannungen in der Schale wer-

Ferme en disque

Gatle fruss den darum durch den Membranspannungszustand
Fig. 1. (Spannungen gleichmiBig iiber die Schalenstirke

verteilt) sehr genau wiedergegeben.

Die Erfindung dieser Schalenform stammt von Professor Dr. DISCHINGER,
der hierfiir auch das erste Rechenverfahren geschaffen hat und dieses im
Jahre 1930 bei dem Preisausschreiben der Akademie fiir Bauwesen zusammen
mit anderen Arbeiten eingereicht und dafiir den ersten Preis erhalten hat!).
Fiir die Berechnung dieser rechteckigen Kuppel unter Verwendung der
Kugelschalen hat DiscHINGER vorgeschlagen, den rotationssymmetrischen Be-
lastungs- und Stiitzungszustand durch die Lésung der homogenen Differential-
gleichung der Kugelschale zu iiberlagern und damit die Randbedingungen
zu befriedigen.

Eine allgemeine Fassung des Membranspannungszustandes ist von
A. PucHEr?) gegeben. PucHEr hat gezeigt, daB die Membranspannungen
durch eine Spannungsfunktion beschrieben werden, und daB diese Spannungs-
funktion durch eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung bestimmt ist.

1) ErLLerBEck: Preisaufgabe der Akademic des Bauwesens aus dem Gebiete des Eisen-
betons. Zbl. Bauverw. 1930, H. 24. — DiscHINGER, Fr.: Eisenbetonschalendicher Zeiss-
Dywidag zur Uberdachung weitgespannter Riume. 1. Intern. KongreB fiir Beton uud
Eisenbeton, Liittich 1930. Edition ,,La technique des Travaux‘. — DiscHinger, Fr.: Die
Rotationsschalen mit unsymmetrischer Form und Belastung. Bauing. 1935, H. 35— 38.

1034 91)1P%3HER, A.: Der Spannungszustand in gekriimmten Flichen. Beton u. Eisen
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2 A. Aas Jakobsen

Diese Gleichung 1aBt sich fiir viele Fille nur durch Niherungsmethoden 19sen
und ist oft mit viel Rechenarbeit verbunden. Zu diesen Fillen gehort auch
die Kugelschale iiber vieleckigem Grundrif.

In der vorliegenden Arbeit wird nun in Fortsetzung der Arbeiten von
DiscHINGER untersucht, in welchem Fall eine Losung mittels der Differential-
gleichung moglich ist und wie sie durchgefithrt werden muB, um fiir die ver-
schiedenen Lastfille eine moglichst gute Erfiilllung der Randbedingungen
zu ergeben. Es wird das praktische Rechnen durch mehrere Tafeln er-
leichtert. Weiter wird das Gleichgewicht in der Ecke ohne Heranziehen von
Biegungsmomenten nachgewiesen.

2. Spannungen des Grundbelastungszustandes.

Fiir die Ausrechnung der Schalenspannungen soll immer das Koordi-
natensystem gewihlt werden, das die Berechnung am einfachsten gestattet.
Fiir Eigengewicht, Schnee, Kuppelaufsatz bezw. jede drehsymmetrische Be-
lastung mit drehsymmetrischer Stiitzung (Grundbelastungszustand) gibt eine

Ny Ny

A o \<

Fig. 2a. Fig. 2b.

5

vertikale Bezugsachse die einfachsten Formelausdriicke. Die Gleichgewichts-
gleichungen eines Schalenelementes (Fig. 2) sind
fiir die Z-Richtung:
Ny, + N, +Za =0,
fiir die X-Richtung:

ﬂ(N,,,sinq))me cos ¢ + O Ny, + Xasing = 0,

o oy
fiir die Y-Richtung:
0N, 0 . g
_a—J + N, cosg + w(NW, sing) + Yasing = 0.

Diese partiellen Differentialgleichungen kénnen in totale iiberfithrt und inte-
griert werden3) und die Spannungen werden fiir Eigengewicht (konstante
Schalenstirke) :

Belastungen: Schnittkrifte : :
X=0 (la) N,p:—ga1+cc—);£:—~ga-/lg
: ' 1
Y = gsing (1b) N, =— ga(COS(p—~ T cgs_q;) =-—ga- B,
Z = gcosg (Ic) N,, =0

3) DiscHINGER, Fr.: Handbuch fiir Eisenbetonbau, Bd. IV. Wilhelm Ernst & Sohn,
Berlin 1928. '
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fiir Schnee (konstante Belastung p, pro Flicheneinheit der Horizontalpro-
jektion der Schale):

Belastungen: Schnittkrifte :
X=0 (2a) N, =-—pya-05 = —pya- A
Y = p,sinpcosp (2b) N, = pOaCOSZZ(p:-pOa-BS
Z = p, cos?p (2¢) N, =0
fiir Kuppelaufsatz:
X=Y=Z=0
Gewicht des Kuppelaufsatzes = P
1
__F (Ba) Npy=—N,=—p_——
P = 2%a ’ St

@b) Ny, =0
Verinderliche Schalenstirke bezw. andere Eigengewichtsbelastungen:

a) g = g,e%"; Z = gcosy
Y = gsing
X=0
Man erhilt:
N, = — —2580 N vesing d ——w-g‘o*— (csing —co ‘v +1}
» = sintg ), NP A0 = T sintg () (esing mcosg) @
Ny =—Za— N,; Nyyp =0
b) g =g, Coscy
__ &a [ _ g
» =" sinte) Coscosinpdyp = (T4 eY)sinp —cospCosce)
Am einfachsten werden g, und C durch folgende Ansitze bestimmt:
Scheitel : p =0 d. h. g =g,
bei einem mittleren Offnungswinkel ¢, : g1 = g, Coscg,
ArCos 2
oder £ o= —— 28,
P

¢) Durch den Ansatz g = a, + X,» a, cos» @ kann auch jeder beliebige Ver-
T

lauf der Eigengewichtsbelastung angendhert werden und zwar so, daBl die
Anniherung im Mittel die beste ist, indem eine harmonische Analyse ein-
gefiihrt wird.

Fiir n = 1 erhidlt man g = 4, + a,cos¢@. Diese kann als ein Eigen-
gewicht g, = a, und eine Schneelast p, = @, aufgefaBt werden und die
Spannungen werden durch die Formeln (1) und (2) der Belastung g und p,
erhalten.

3. Heraustretende Krifte an den Rindern einer Vierecksschale.

Die vieleckigen Kuppeln werden durch vertikale Binderscheiben begrenzt
und getragen. Da die Binderscheiben nur eine Steifigkeit in der Vertikal-
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ebene haben, miissen die heraustretenden Krafte senkrecht zur Binderscheibe
zu Null werden (Fig. 3). ‘

Ns cosd = 0

Indem cos é = 0, muB lings der Binderscheibe N; gleich Null sein und
die Schale wird also nur von Schubspannungen getragen. Um diese Rand-
bedingungen zu erfillen, kann der Grundbelastungszustand durch solche
homogene Spannungszustinde iiberlagert werden, daB Ny am Rand an-
nihernd zu Null wird.

N, fiir den Grundbelastungszustand wird am einfachsten aus den Glei-
chungen (1)—(3) durch eine Spannungstransformation gefunden. Der

4 Schalenrand |
Bord du voite | I
£dge of shell

Fig. 3. Fig. 4.

Winkel y zwischen N, und N, (Fig. 3) wird durch das Sinusgesetz fiir Kugel-
dreiecke bestimmt:

siny _ sin90°
sing ~ sing
Der Fig. 3 wird weiter entnommen:

sind = sing - siny
tg g =tgep-cosy

Hieraus:
. sin d
4 me — —-
( ) St Sin
. ind - 3
sin g = SN0 oSy
COs 0 - siny
Oben eingesetzt:
. Cosvy
5 sSin vy = :
© 4 Cos 0

y und ¢ sind durch dieselben transzendenten Gleichungen (4) und (3)
bestimmt und konnen der Tafel 1 entnommen werden. Als eine der unab-
hingig Verinderlichen haben wir ¢ gewaihlt, was u. a. den Vorteil hat, daf§
w fiir Schalen mit derselben Anzahl Eckpunkten zwischen denselben Grenzen
lauft und weiter sehr einfache Rechenformeln gibt.

Die heraustretenden Krifte an den Ridndern konnen jetzt durch Span-
nungstransformationen gefunden werden.
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Gleichgewicht gegen Verschiebung in der J-Richtung gibt (Fig. 4):

(6) N, = N, sin*y -+ N, cos*y + 2N, siny cosy.
Gleichgewicht gegen Verschiebung in der f-Richtung:
(7) Nyp = (Ny—N,)siny cosy + N, (sin?y—cos? y)
= 3(N,—N,)sin2y — N, cos2y.
In dhnlicher Weise wird N; gefunden:
(8) Ng = N,sin?*y + N, cos?*y — 2N, siny cosy.
Tafel 1.
Argument fiir . — Argument pour p. — Degrees of o for determination of angle ».

sl o o s 20 [ 2 |30 |35 a0 | 45| S8
§% (L) e £
ac } | i I |

B2 | 45 | 45°00° | 45°54’ | 470047 48°48’ | 51°17'| 54°44° 59°40° | 67°24’ | 90000'; 45 | =8
EE| 50 |40 00 | 40 45 41 44 |43 10 |45 11 |47 55 |51 42 |57 02 | 0522 || 40 | EE
§n§ 55 1135 00 |35 37 {36 26 | 37 37 |39 16 | 41 20 | 44 27 1 48 30 | 54 13 || 35 DE
<g| 60 |30 00|30 31 |31 11 3209|3328 !3515 3737 |40 44 | 45 00 || 30 <g
1] 65 (2500 | 2525 2557 |26 44 | 27 48 |29 13 i31 04 1332903642 25 | =
2| 70 |20 00 {20 20 | 20 44 21 21 |22 10 |23 16 |24 40 {26 31 | 28 55 ‘ 20 | g8
53| 75 ||1500 1514 11533 | 1559 | 16 36 |17 24 |18 25 119 45 | 21 28 || 15 |c»
Té“a 80 |10 00 {10 09 | 10 22 ' 10 39 | 11 03 | 11 34 j 12 14 113 00 | 14 13 { 10 [£%
28 90 | 0 , O 0 0] o0 0 | 0 0 0 | 0 «::3
=% Tm  n o s w5 ik
8 o0 | s0 75 | 70 65 60 | 55 50 45 28

| ! i i | . i oo

Argument fiir . — Argument pour ¢. — Degrees of y for determination of ¢,

Fiir jeden Punkt (v, 6) des Schalenrandes sind ¢ durch Gl. (4) und y
durch Gl. (5) bestimmt und konnen der Tafel 1 entnommen werden. Fir
den Grundbelastungszustand erhalten wir die heraustretenden Schnittkrifte

Ns, am Schalenrand, indem wir die Ausdriicke fiir ¥,, N,, und N, aus
Gl (1)—(3) in Gl. (6) einfithren. Sie werden:

fiir Eigengewicht:
) Nj, = —ga[Agcos®y + Bgsin®y]

=-—ga 1_4:1cos " [cos?y + (sin?2¢ + cos¢) sin?y],

fiir Schnee:
(10) Ny, = — poa [0,5 — sin? ¢ sin? y].
Fiir Schnee ist Ny = — p,a (0,5 —sin?p); also konstant lings einem Me-
ridiankreis durch die X- bezw. Y-Achse.

Kuppelaufsatz:

2., cinZa

(11) Ny, = —p 08 ‘s/i}] ;2;;1“4- - pgiﬁl% (2 cos?y 1)

N,, ist aus Tafel 2 zu entnehmen.

4. Zusatzbelastungen zur Erfiillung der Randbedingungen.

Um die Randbedingungen zu erfiillen, kann die Grundbelastung durch
einen Spannungszustand, der die homogenen Gleichgewichtsgleichungen be-
friedigt, iiberlagert werden.
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Indem fiir den homogenen Fall X = Y = Z = 0, gehen die Gleich-
gewichtsbedingungen in folgende iiber:

(12a) N, +N, =0
& .
(12b) —— (th sing) — N, £ =0
d N 0 .
(12¢) 3 w"’ + Ny, cose + oo (Ngy sing) =0
Tafel 2.
S| 0 |1 f 20 | 2 30 35 0 | 4
Eigengewicht -— Poids propre — Dead weight: N, = -— ga
45 [+04840 | 04615 | 04240 | 03673 | 02761 | 0,1246 |-0,1416 | ~1,000
50 0,4899 0,4757 0,4525 0,4162 0,3594 0,2689 | +0,1186 0 1500
60 0,4972 0,4932 0,4862 0,4746 0,4557 0,4249 03741 |+ 0 2887
70 | 05012 | 05025 | 05040 | 05049 | 05047 | 05015 | 04931 | 0,4749
80 | 05033 | 05073 | 05130 | 05200 | 05286 | 0,5386 | 05494 | 0,5605
90 | 05038 | 05087 | 05158 | 05246 | 0,5359 | 05497 | 0,5663 { 0,5858
Schnee — Neige — Snow: N, = —p,a
45 | 04689 | 04282 | 03675 | 02826 | 0,1667 | 0,0097 |-0,2039 |-0,5000
50 | 04781 | 04494 | 04067 | 03469 | 0,2653 | 0,1547 |+0,0042 |-0,2039
60 | 04806 | 04761 | 04559 | 04275 | 0,3889 | 03366 | 0,2653 |+0,1667
70 | 0,4959 | 0,905 | 04824 | 04712 | 04559 | 04351 | 0,4067 | 0,3675
80 | 0,4991 | 04978 | 0,4959 | 04932 | 0,4896 | 04848 | 0,4781 | 0,4689
90 | 0,5000 | 05000 | 055000 | 0,5000 | 0,5000 | 05000 | 0,5000 | 0,5000
Kuppelaufsatz — Lanterneau — Lantern: N, = —p

45 | -05141 | 05373 |-0,5667 |-0,6086 |-0,6667 |-0,7450 |-0,8526 |- 1,000
50 2,879 1,000 | 0,3210 [-0,0204 |-0,2300 |-0,4131 |-0,5798 |-0,7654
60 | 12,05 5106 | 2,783 1,643 1,000 |+0,5809 | +0,2686 0
70 | 22,25 9,884 | 5547 3,535 2,431 1,748 1,286 | +0,9394
80 | 30,17 13,54 7,726 5,033 3,567 2,683 2,106 1,706
90 | 33,16 14,93 8,547 5,599 4,000 3,040 2,420 | 2,000

Aus Gl. (12a) ist N, =
eingefiihrt wird

— N,, und indem folgende harmonische Analyse

gehen die Gleichungen in zwei totale simultane Differentialgleichungen iiber:

N, =—N, = N,, cosny
Nyy = Ny, sinny
dN,,
—2 4+ 2N, o, €@ + *7(}9 Nyy, =0
dN"”‘”" 2N,,, ct N, 0
do + wwncgﬁp"‘sm(p $n

Die Losung dieser Differentialgleichungen ist:

(13a)

N,

1

n = 2sin?¢g

(C,z tg” % + D, ctg” g)
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13b N, == ! —C,t D, ctg” -~
(130) von = gsiniy \—Crl8" 5 + Ductg

Die zwei Integrationskonstanten entsprechen zwei méglichen homo-
genen Belastungszustinden. Der Zustand D hat fiir ¢ = 0 und ¢ = 7z einen
Pol und bedeutet also Einzellasten bezw. Emzellastgruppen eine im Punkt
@ = 0 und eine entgegengesetzt gerichtet im Punkt ¢ = #. Der Zustand C
ist iiber die ganze Kugel regulidr und kann durch eine duBere Randbelastungs- ~
gruppe z. B. am Aquator erzeugt werden.

Falla) Zustand C.

Esist: D =0
tgnip_ inre—2
. 2 sin @
N‘pn - Nwlz =~ N‘P‘Prz = Cn 2sin2g ~ " (1?0‘5—9;9) F
l N, = C,F,, cosny wo F. — sin”~ o
(14) N, =-C,F, cosny ?n = (1+ cos g)”
[ Ny, =-Cy,F,, cosny

Die konstanten C, werden von den Randbedingungen des herausgeschnit-
tenen Schalenstiickes bestimmt. Bei der Ausrechnung der heraustretenden
Krafte zeigt sich der groBere Vorteil der fritheren Wahl der Koordinaten ¢
und .

Tafel 3.
A, | 10 | 15 20 E 25 30 33 | 40 45
N5, (n=14)
1072 | 1072 1072 | 1072 1072 102 | 107 102
45 [+0,01263 | +0,06953 | +0,2504 | +0,7377 | +1,963 | +5,110 | +14,39 | +100,0
50 | 0,06166 0,1873 | 0,4347 | 09361 | 1,946 4,040 | 8613 | 20,24
60 | 0,1349 | 03278 | 0,6486 | 1,1633 | 1,989 3,282 | 5,541 9,327
70 0,1709 | 0,4007 | 0,7572 | 1,2795 | 2,038 3,106 | 4,662 6,932
80 | 0,1888 | 04374 | 08110 | 1,335 2,054 | 3,024 4,336 6,077
90 | 0,1944 | 0,4487 | 0,8268 ( 1,353 2062 | 3,003 @ 4248 5,836
a
N, (n = 8)
1078 107 | 10°¢ 10-° 104 | 10 10 1072
45 |-3,056 | -8984 | -11,09 |-8935 | -5783 | -3,505 |-2,427 |-100,0
50 |-30,75 | —40,77 | -2823 | -1427 | -6,091 f -2,425 | -09713 |- 4,526
60 | -2752 | -3347 | -20,59 |- 8856 | -3,073 | -0,9304 -0.2571 | -0,6704
70 |- 8162 | - 9,516 | - 5508 | — 2,173 | -0,6730 | —0,1714  —0,03738 | - 0,06689
80 |+ 6306 | + 7.578 | + 4586 | + 1,927 | +0,6480 | +0,1981 1+0,05015 +0,1244
90 | +11,39 | +1349 | + 7,998 | + 3,269 +1,064 | +0,2968 | +0,07458 | +0,1732
a
N(Slz (72 = 12)
101 10-10 107° 10°8 107 | 10°¢ 1073 107
45 | +0,7300 | +11,60 | + 49,15 | +108,2 |+170,4 | +240,5 | +409,6 | +10000,0
50 | +8014 | 45457 | +1225 | +1568 |+147.4 |+119,]1 |+ 9360 |+ 89,07
60 | +1,403 | + 8497 | + 1608 | + 16,11 |+ 10,65 |+ 5055 -+ 1,600 [+ 0
70 | -1,183 | - 7339 | - 1446 | - 1530 |- 11,38 |- 6421 - 2,904 |- 1,344
80 | -0,1313 | - 0,7643| - 1,378 1280 |- 0,7840 - 0,3430 - 0,1071|~ 0,0176
90 | +0,6677 | + 4,055 |+ 7,938| + 7,900 |+ 5485 }+ 2,932 |+ 1,300 |+ 0,5008
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Wir erhalten nach den GIl. (6) und (14)
Ny* = C, F,, [(cos® y —sin? y) cosny — 2siny cos y sinny)
(15a) Ns* = C, Fyy, cos(2y 4 ny) = C, N,

N5 wird der Tafel 3 entnommen.

In ahnlicher Weise erhalten wir:

(]5b) ]VY/)‘ - Cll E”ll COS (2 7 + R ’l/))
(15¢) - Ngs= CyFy, sin(2y+ ny)
Diese Spannungen kdnnen durch duBlere Krifte am Aquator von der Form
Ny = C,cosny; N, = C,sinry erzeugt werden, indem F, =1 fiir ¢ = ;
Sifl’l —24(77

F, = . T
P (1 4 cos )"
ist der Abklingungsfaktor. Er ist fiir ¢ = ;T gleich 1 und klingt bei ab-

nehmendem ¢ sehr schnell ab und ist fiir ¢ = 0 gleich Null.

Bilden die auBeren Krifte am Aquator eine Gleichgewichtsgruppe und
istn = 4, 8, 12, ..., so werden bei einer viereckigen Schale die Spannungen
von derselben Symmetrie, wie die rotationssymmetrischen Grundbelastungs-
zustinde fiir Eigengewicht, Schnee und Kuppelaufsatz.

Zur Erfiilllung der Randbedingungen einer viereckigen Schale fiir Eigen-
gewicht, Schnee und Kuppelaufsatz stehen also die homogenen Spannungs-
zustinde fiir n = 4, 8, 12, ... zur Verfiigung und die Aufgabe wird sein,
eine moglichst gute Anndherung der Bedingung £ N, = 0 zu finden. Der
homogene Spannungszustand

Ny@ = 2, CuF,, cos(2y+ ny)

n=4,8,12...
WO y == arcsin S‘E}E‘_,
cos 9
liebig genaue Annidherung der Randbedingungen ist durch Zufiigung immer
neuer Glieder nicht moglich.

ist, wie man sieht, keine Fourierreihe und eine be-

Fall b) Zustand C = D.

Um eine bessere Erfiillung der Randbedingungen zu erzeugen, kann die
Schale im homogenen Zustand in verschiedener Weise aus der Kugel her-
ausgeschnitten werden, und zwar immer so, daB dieselbe Symmetrie der
Schnittkrafte wie die des Grundbelastungszustandes erreicht wird. Bei den
Polen ist Fall a) (Fig. 5) die einzige Moglichkeit. Beim Aquator bestehen
mehrere Moglichkeiten, wie in Fig. 5 angedeutet. Um die notwendige Sym-
metrie der Spannungen zu erreichen, miissen die beim Aquator herausge-
schnittenen Schalen um 90° gegeneinander gedreht und iiberlagert werden.
Der homogene Spannungszustand mufl beim Fall b) und c¢) durch duBere
Kriafte auBerhalb des Aquator erzeugt werden und aus Symmetriegriinden
des Grundbelastungszustandes und des #duBeren Gleichgewichtes halber

miissen die erregenden Krifte symmetrisch zum Aquator sein, d. h. fiir ¢ == ;
mufl N,,, = 0 sein. Dies ergibt C, = D, = d, und die Schnittkrafte werden :
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d, ( @ , (/>> (1+cosg)” + (1-cosgp)?
N = 2 n_ ) =d,— —— . SN
(16a) v 2sinZ¢ ctg 2 T tg 2 a 2sin"t2 g
dy ¢ q) (1+cos¢)” — (1-cos ¢)”
16b y, = o ( " g ) = A : T
(100) Nowy 2sin%g ctg 2 tg 2 a 2sin" 2 ¢

Bei den Féllen b) und c¢) (Fig. 5) hingt die Symmetrie der Spannungen nicht
von 7, sondern von der Herausschneidungs- und Uberlagerungsweise ab.

Fall
gl

Cas

Fig. ©.

Fiir Eigengewicht, Schnee und Kuppelaufsatz geniigt es, den Fall b)
heranzuziehen und zwar nur fiir # = 1, indem # == 0 ziemlich genau die-
selben Randspannungen wie Fall a) fiir » == 4 ergibt. Mit der Z’-Axe als
Bezugsaxe (Fig. 6) wird nach Gl. (16) fiir Fall b") (n = 1)

d
N,/ = - N,/ = N, cosny = -, ., Ccosy’
@ y Pn / S]n-‘pp’ "
N,,= N,, sinny = L sin v’
QY — (plp” / — Sin3(p/ / .

Da durch diesen Spannungszustand der Fall a) iiberlagert werden soll,
miissen sie auf eine gemeinsame Koordinatenaxe bezogen werden. Als solche
wihlen wir die Z-Axe und aus Fig. 6 und 3 ergibt sich

Jt

Jd = 5 = ¢’

p=y
Die Spannungen Ny am Rand / des Z-Axensystems werden gleich den Span-
nungen N, des Z’-Axensystems.

Um dieselben heraustretenden Spannungen an allen Randern zu erhalten,
muB noch ein Fall b”) nach Fig. 7 zugezahlt werden.

Die Spannungen lings des Randes / sind hier N,”, N,,” und N, und
die Spannungstransformation wird dieselbe wie fiir Fall a).

Wir erhalten:

v d,  sin?d o d, k
No" = — (1-sinzd ctg?¢)? Vl ©osiny  (sin? o+ k?%)2
wo % — 1 sin*d

sinzy
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Durch Uberlagerung dieser zwei Fille b’) und b”) ergibt sich:

| o1 n 1+k ]
7 b— N — — _
(172) No' == Ny’ = dlklc s*d  (sin%0+4?%)?

b . 1 1

(17b) N@ﬁ = — dl sin2 d Ctgl/) [6—0'*84—6 — g]?zdm]

Die Normalspannungen N,? an den Rindern kénnen der Tafel 4 entnommen
werden. Die Spannungen N, N, und N,, der Schale kéonnen mittels den
Transformationsgleichungen in geschlossenen Formeln mit v und 4 als un-
abhiangige Verinderliche abgegeben werden, aber ahnlich wie sich die ein-
fachste Rechnung fiir Fall a) durch Auflésung der transzendenten Gleichun-
gen (4) und (5) ergab, so auch hier. Man erhilt y aus Gl. (5) und Ny, N,
und N, aus Gl. (6) bis (8), indem man é und g mit ¢ und vy vertauscht.
(Vgl. Tafel 1.)

(182) N, =—N, = N;cos2y + Ngssin2y
(18b) N,, = Nssin2y — Ngscos2y
Nach der Bestimmung der Integrationskonstanten d;, wird N, und Ng,

mittels Gl. (17) ausgerechnet und in Gl. (18) eingefithrt und die verschie-
denen Belastungsfille konnen summiert werden.

Tafel 4.
P I I B CR 5 | 30 | 3 40 45
Ny (n=1)

i |
45 0o | 0 Lo o | o | o 0 0
50 | 00187 | 00444 | 00852 | 0,145 & 0228 | 0348 | 0495 | 0,600
60 | 00418 | 0098 | 01833 | 0307 0480 | 0718 | 1043 | 1478
70 | 00540 @ 01260 0801 | 1302 | 1.880
80 | 00602 | 01393 0076 | 1420 | 2,067
90 | 00620 | 01437 1000 | 1458 | 2121

0234 | 07387 |
0,258 0,426 | 0,658
0,266 0,437 |

5. Die Randbedingungen der Schale.

Die Schale wird durch Randglieder getragen, die nur in ihrer Vertikal-
ebene Kriafte aufnehmen konnen. Wie frither gezeigt, ist diese Bedingung
" durch

(19) SNy =0,

wo 2 die Summe der Grundbelastungs- und Zusatzbelastungszustinde be-
deutet, ausgedriickt. Diese Gleichung dient zur Bestimmung der Integrations-
konstanten der Gleichungen (13). Die Bedingungen der freien horizontalen
Ausweichung der Binderscheiben sind gewdhnlich gut erfiillt, wihrend die
Forderung derselben Spannungen der oberen Faser im Randglied und Schalen-
rand selbstverstindlich nicht fiir alle Belastungszustinde zutreffen kann.
Der Unterschied in den Spannungen, d.h. in den Deformationen lost am
Schalenrand eine Biegewelle aus, die doch nach dem St. VENANT’schen Prin-
zip sehr schnell abklingt und von wenig Bedeutung wird, wenn der Unter-.
schied der Spannungen in der Schale und im Randglied fiir die durchschnitt-
liche Belastung moglichst klein gemacht wird.
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5a) Bestimmung der Integrationskonstanten.

Das einfachste Verfahren zur Bestimmung der Integrationskonstanten
ist, die Gl. X Ny = 0 in einzelnen beliebig gewiahlten Punkten zur Erfiilllung
zu bringen und zwar in ebenso vielen Punkten wie Zusatzbelastungen heran-
gezogen werden. Man erhdlt dadurch ebenso viele Gleichungen wie unbe-
kannte Integrationskonstanten, aber die Bestimmung wird erstens ein wenig
zufillig und zweitens besteht die Gefahr, eine Zusatzbelastung heranzuziehen,
die zwar die Gl. (19) in einem neuen Punkt zur Erfiillung bringt, aber die
durchschnittliche Ubereinstimmung nicht verbessert. Dies kann bei.Fall a)
fiir kleine und groBe Offnungswinkel leicht passieren. Wie schon frither
erwahnt, stellt fiir den Fall a):

Nyt = X CnF,,cos(2y + nvy)
n=4,8...
keine Fourierreihe dar und eine beliebige Anniherung an eine gegebene
Funktion ist hierdurch nicht méglich. Bei kleinen Offnungswinkeln (6 — 0)
wird fiir die Eckpunkte ¢ = 459, y =~ ¢ und:
Ns == D} C,F, cos(2+n)45° = 0
n=4,8-:

Es bestehen also hier durch diesen Ansatz fiir kleine Offnungswinkel
Schwierigkeiten bei Erfiilllung der Randbedingungen in den Ecken (Fall ¢
fir n = 1 muB hier herangezogen werden). Bei grofen Offnungswinkeln
(0 — 45°) wird in der Nihe des Eckpunktes y = 90° = 2y

Ny~ 2C, Fy,cos(n+4)45° = 2C, F,,

Indem cos (2y + nwy) =<1, kann als Abschiatzung gesetzt werden
Ns <2 C,Fy,

Da bei wachsendem 7, F,, sehr schnell lings des Randes abklingt, werden
fiir zunehmendes 7 nur Krifte in der Ecke iibrig und man kann nur Aus-
gleich der Randkrifte in der Nihe der Ecke erwarten+). Durch Probieren
kénnen wir bei Heranziehen verschiedener Zusatzbelastungen als MaB fiir
die Gitte der Anniherung den mittleren Fehler

m = V@ wo [ee]

die Summe der Quadrate von ¢ = 0 — 2Ny, == — 2 N, in m ausgewahlten
Punkten z. B. fiir v = 509, 609, ... usw. ansehen. Fiir einfache Fille wird
dieses Verfahren zum zufriedenstellenden Ausgleich fiithren, aber in ver-
wickelten Fillen, wo man vorher nicht genau weiB}, welche Zusatzbelastungen
und wie viele herangezogen werden miissen, gibt das Probierverfahren viel

Rechenarbeit. Hier wird es einfacher, von dem Ansatz [e¢] = Min auszu-
gehen und die im Mittel beste Anndherung zu suchen. Wir haben:
(20) [88] :_I = I(Néo-Z'Néi)g ds = Min

Hier ist: N, = Randspannung des Grundbelastungszustandes
N;; = C;N;, = Randspannung des Zusatzbelastungszustandes.

*) Erzwingt man durch die Wahl von C, einen Ausgleich der Spannungen Vs am
Rand auBerhalb der Ecke, so treten in der Ecke grofie N5 auf. Diese Erscheinung, die
also von der Wahl der Zusatzbelastung abhingt, kann durch Zufiigung anderer Zusatz-
belastungen beseitigt werden.
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Fiir unsere Zwecke ersetzen wir das Integrationszeichen durch das Summen-
zeichen und indem wir fiir s Schalenpunkte mit Hilfe von » Zusatzbelastungen
die beste Annidherung suchen, erhalten wir

J =2 (No,— 2 Ci Ny;)* As = Min
1 1
Eingefiihrt wird C; = »; -+ x;, wo »; angeniherte Werte sind, die z. B. durch
Ny, — 23Ny, - 76 =0
1

fiir » beliebige Randpunkte bestimmt werden.
Durch Einsetzen erhalten wir:

) I ¥
/ e Z (N(30~~» 2 si Nhi_ 2 X }\/(3,1.)2 Ads = Min
| ) 1

Weiter wird gesetzt:
ZX,‘ N‘\i — A)V(;o = &

N I

J =2+ 2% Nyy)? s

1 i
J in 1st bestimmt durch

K
¢ Xy
wodurch man » Gleichungen zur Bestimmung von x,, %,, ... x, erhalt. Durch
Differentiation:
N r
—_ 22(6 -+ EX[Nai)N,snAS =0
1 1
oder:
r S N
(21) D% 23Ny, Ny As + 23Ny e As =0
1 1 1

S

> wird durch [ ] ersetzt und wir erhalten z. B. fiir » = 2:
1 xy [N, Ny, As] + x5 [Ny, Ns, 45] + [Ny, e 4s] = 0
x1 [Ns, N5, As] + x5 [Ns, No, As] + [Ns, e 4s] = 0
As kann als Gewicht aufgefaBt werden und es geniigt, die Werte zeich-

nerisch zu bestimmen.

Es ist weiter iiber die Genauigkeit der Spannungsbestimmung zu be-
merken, daB der maximale Wert von e auch die maximale Abweichung der
Schalenspannungen von den theoretischen Richtungen angibt.

6. Gleichgewicht des Membranzustandes fiir die Eckpunkte.

Fiir ein beliebiges Schalenelement gibt die Gleichgewichtsbedingung in
der Z-Richtung

N,+ N,+ Za =20
oder
N/; + N(s + Za = O
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Liangs des Randes ist Ny = 0 also
Ny = —Za.

In dem Eckpunkt ist N3 =+ 0, was keineswegs in Widerspruch zu den Rand-
bedingungen des benachbarten Randes steht, da N; nicht senkrecht auf dem
Rand steht und keine heraustretende Kraft, sondern eine Schnittkraft ist.
Als ein analoges Beispiel der zweidimensionalen Statik kénnen wir die nur
durch duBere, gleichmidBig verteilte Schubkrifte p beanspruchte Rechteck-
platte betrachten. Die Hauptnormalspannungen sind:

Ney=—N,=p
Ny =0
und die Spannungen sind sowohl an den Riandern wie im Innern durch die
Transformationsgleichungen oder den MoHR’schen Kreis verbunden und am
Rand verschwinden nur Spannungen, die normal zum Rande sind, nicht da-
gegen N, und N,.

Es muB in dhnlicher Weise fiir eine Schale im Membranzustand auch
in den Ecken die Spannung im Gleichgewicht sein, was nachfolgend durch
ein Beispiel beleuchtet werden soll.

Aus den Randbedingungen erhdlt man fiir rotationssymmetrische Be-
lastung durch Betrachtung einer Ecke (Fig. 8) mit den Koordinaten ¢ = g¢,,

yw = 45° fiir Verschiebung in der @-Richtung mit NJ)* = T
2 Tadg {1+ cose siny, —N,2adg cos ¢, = 0

0
Hier ist: sin y, = 90—845\ = _*\1\?-; "
cos d V1 + cos? g, N
Durch Einsetzen und Umformung:
(22) T = N, cos ¢,
oder: _ T
7 cosq,
N,=—Za— 1
COS @,

Verschiebung in Richtung g gibt (Fig. 8):
(N — N,)cosy, = T-siny,

Binderscheiben - Fermes en disque - Gable fruss

Hier ist Na = — Z a, also ist obenstehende Gleichung
erfiillt, indem COS @,
COS 70 B —
Y1+ cos?eq,
1 N
Sin 70 = ’{/\
V14 cos®eq, e
Wir wollen auch das Gleichgewicht der Ecke an einem \/
Beispiel nachweisen. Fig. 8.
Beispiel:
0 = 300, Belastung X = Y = 0, Z = konstant.
Grundbelastungszustand: N, = N,, N,, =0
Za
N, =—
Za R - Za
N, = — 5 (cos?y + sin?y) = - 9

N(Sﬂ — O
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Wir erhalten einen geniigend genauen Ausgleich durch die Zusatz-
belastungen Fall a) und zwar mit

C, = 50 _Zz_a’ 3°/, max. Abweichung der Spannungen.
[ C. = 489 523
Mit erhdlt man 6 °,, max. Abweichungen
c, =—802°
8 2
und 3°/y, mittl. Fehler, d. h. kleiner als der des Rechenschiebers. Der mitt-
lere Fehler der Zusatzbelastung Fall a) mit C, = SOZ—; ist ~ 2,59 und es

wird nachstehend der Ausgleich mit dieser Zusatzbeiastung durchgefiihrt.
Fiir den Rand ist:

N, = ——% + 50%F¢4c05(2y+4w)
Ny = ——%——50%&1’99@05(27—}—41;))

Z .
Ny = 50—2‘-1F¢,‘5m(27+4z,u)

Tafel 5.
Randspannungen (d=30°, y = 45°-0(°)

Diese Schnittkrifte sind in Tafel 5
v 2y Fp, | Ns | Ng | Nsg | ausgerechnet.

Die Schnittkrifte sind im Schnitt:
45° 1109°28" | 0,0589 |-0,02|-1,98 | -2,78

500 | 050507 | 0,0447 |-003|-197|-201| v = 0° (900)-
60° | 70°30" | 0,0306 |- 0,01 |-2,00 |- 1,32 7
70° | 46032 | 0,024 |+0,02| -2,02 |- 0,65 N, =—2%%150%2%F
80° | 23008 | 0,0216 |+0,03|-2,03 |- 0,31 ? 2 2
90° 0 | 00206 |+003|-203|- 0

Za

N, = — —— — 50 -
Multiplikator %ﬁ % 529_ v 2
Ny, =0
Tafel 6.
Schnittkrifte in Schnitt v =0° und y =45°
Fo =000 | v=4 | VT 450
@ Py
N N, N, Za Za
p | Ny ® v Nw:—T“’SOTFfm
010 -1,00/-1,00{-1,00|-1,00
10 |0,19-1072|-0,91|-1,09{-1,09 |- 0,91 Za
20 |0,83 , |-058|-1,42{-1,42)-0,58 Ny, =——5 + 50 2
30 |2,06 , |+0,03|-203{-2,03|+0,03
40 4,25 -3,12|+1,12 _ _ o
45 |5,89-10°* -3,94+1,94 Diese Schnittkrifte sind in Tafel 6
ausgerechnet.
Multipliator | 20 | Za | Za | Za) "
2 2 2 2
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Fiir die Eckpunkte: Nach Tafel 5 ist: Ny ~—Za

Aus Tafel 61 N, + N, = (—394+198) 5% = — Za

Es ist fiir die Ecke: @, = 45°

Nach Gl. (22) ist: T = Ny, = N, cosp, = — 394 - 0,707_.22_“ -

was mit dem in Tafel 5 ausgerech-, .

15

Za

—2,18 57

neten Wert der Schubspannung N g
fiir den Eckpunkt i == 45° iiberein-
stimmt. Es tritt also in der Ecke
keine Art Unstetigkeiten auf.

In Fig. 9 ist das Ergebnis bei
Ausgleich am Rand mittels verschie-
dener Zusatzbelastungen fiir eine
Schale mit 6 = 25° und mit Eigen-
gewicht belastet angegeben. Die
Wichtigkeit einer richtigen Wahl
der Zusatzbelastungen geht hier
deutlich hervor.

In Tafel 7 sind fiir die haufigst
vorkommenden Schalen und Be-
lastungsfille die Integrationskon-
stanten angegeben, die in einfach-

ster Weise die Randbedingungen
befriedigen.

7. Vieleckige Kuppeln.

Was iiber viereckige Kuppeln
gesagt ist, gilt auch fiir vieleckige.
Der einzige Unterschied ist nur,
daB v zwischen anderen Grenzen
schwankt wund fiir die Zusatz-
belastung Fall a) andere n gewihlt
werden miissen, um die Symmetrie
des Grundbelastungszustandes zu
erreichen. Es wird z. B. fiir:

6-Eck:

yw = 0—30° bzw.
w = 60° — 90°
0 = 0—60°
Fall a: n==61218- ...
8-Eck:
Y = 0— 22 1/20
) :0~>671/20
Fall a: n =81624 ...

Ausgleich der Randkréfte fur Eigengewicht
Egalisation des efforts aux bords pour le poids praore

41 Fqualisation of rim forces for desd weight
sng |l
|
003 \‘
| Foll -~ cas - case a:
| C,-039%.10 93
| TTTT 1 6--0333.10 ga
002 1

=0392.70 gs

c,
Ce=-019 .70 go
C,= 01 .10 g2

007

=001

001

Falf - cas - case b:
-0.10 H— &= 33 g3

l ~~~~~ d,=-0442 93
SN

Foll - cas - case 3 & b:
J C, =450.70 ga
| - -0352 gao

Fig. 0.

bzw. y = 671/, — 90°

DaB Fall a) zur Erfiillung der Randbedingungen bei bestimmten Off-
nungswinkeln ungeniigend ist, zeigt sich bei sechseckigen Kuppeln noch
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deutlicher als bei viereckigen. Es ist wie vorher fiir Zusatzbelastung Fall a):
Ns = C, F,, cos(2y+ ny)
Hier ist y derselbe Winkel wie friiher

Fiir den Eckpunkt (y = 60°) ist ny = 36009 oder ein Vielfaches von 2,
also cos (2y - ny) = cos2y. Fir 2y = 90° d.h. y = 45° und 6 = 45°

Tafel 7.
constant. | Myiplic. Elgengewu:ht — Pmds propre — Dead wexght
‘ ga- 658 | 170 | 50,0 14,07 ; 260 | - 1,05
d, ga- |-170 | -335 | -0352 | +0364 | 0472 0,419
Schneelast — Neige — Snow
e pea- | 608 | 146 372 | 780 | - 06
d, poa- |- 1555 | -265 | -001 | 0498 | 0517
Schneelast —— Neige — Snow
., Do - 1477 | 300 | 972 | 45 |-100
cs Do - 25 | 60 47 1 63,3 50,8
d, Do - 1 - 272 | - 0,066 | 0,433 | 0,344 | 0,661
|
Tafel 8.
Grundbelastungszustand Zusatzbelastung Fall a
Charge de base Charge supplémentaire cas a
Basic load Additional load case a
o s0 N } 0 | 4 30 3 | 40 45
Elgengewmm—Pmdsnmpre—ueadwelum: —-ga N;, (n = 6)

- | | |10 [ 10s T w0 | 1078
60 | 04557 | 0,4249 f 03741 | 02887 | 1,0325| 1,7135 |- 2076 | O
70 05047 | 05015 | 04931 | 04749 | -05736 | -~ 1,386 | -3,.203 | - 7,195
80 0,5286 ' 0,5386 ‘ 0,5494 0,5605 | — 1,277 ~2636 | -5117 | - 9517
90 0,5359 05497 ‘ 0,5663 0,5858 | - 1,481 -2,985 f - 5,629 i 0 10

Scnnee - Ne(ge - Snow —Po@ - Ns, (n = 12)
| | 107 | 107¢ 1078 104
60 0,38890 | 0,3366 | 0,2653 0,1667 10,65 } 5,055 1,600 0
70 0,4559 | 0,4351 | 04067 | 03675 | -11,38 | -6,421 | -2,904 | -1,.344
80 0,4896 0,4848 | 0,4781 0,4689 | - 0,7840 | - 0,343 -0,1071 | -0,0176
90 0,5000 0,5000 , 0,5000 0,5000 5485 | 2,932 1,309 0,5008
Kuppelaufsatz — Lanterneau — Lantern: — p - N, (n =18)

a B BRI 108 | 1077
60 1,000 0,5809 0,2686 0 10,97 | 14,91 1233 | 0
70 2,431 1,748 | 1,286 0,9394 | - 4,517 - 6644 | - 7,388 -6,246
80 3,567 2,683 | 2,106 1,706 2483 | 3,557 3,801 | 4,008
90 4,000 3,040 ] 2,420 2,000 |- 2,031 | - 2,880 | - 3,045 | —2,574
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wird Ns; = O fiir jeden Wert von » (n = 6, 12, 18, ...) und da N, .sowohl
fiir Eigengewicht als auch Schnee == 0 ist, miissen andere Zusatzbelastungen
herangezogen werden.

6-Eck: Fur die Grundbelastung erhalten wir die Normalkrifte am
Schalenrand aus Tafel 8 und zwar fiir v = 609, 70°, 80°, 909°. (60° = Eck-
punkt.)

Die Zusatzbelastung Fall a) gibt folgende Spannungen in der Schale:

N, =-—N,=C,F,,cosny,
thw: C, F‘Pn Sinﬂ’l/),
und am Schalenrand die Normalspannungen
N . SIPp
Ns = Cy F,, €082y + nyp) wo Fq’ﬂ_(1-|-coscp)”
pusnny CIZ Né/z
. | w=60°— 00°
y wird aus Tafel 1 entnommen; ln =6,12,18 - ...

Ny, wird der Tafel 8 entnommen.

Die iibrigen Zusatzbelastungen, die eine dreimalige Uberlagerung er-
fordern, ergeben sich, wie fiir das Viereck gezeigt, und der Rechnungsgang
soll hier nicht wiederholt werden.

Zusammenfassung.

Es wird der Membranspannungszustand vier- und vieleckiger Kugel-
schalen untersucht und fiir das praktische Rechnen werden Tafeln aus-
gearbeitet.

Résumaé.
L’auteur étudie dans ce mémoire 1’état de tension dans les coupoles

minces a plan rectangulaire et polygonal. Il donne une série de tableaux
pour le calcul pratique de ces ouvrages.

Summary.

In this paper the author examines the conditions of stress in thin shells
of rectangular or polygonal plan and gives a series of tables for the design
of such structures.

Abhandlungen V 2
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