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LE FLAMBEMENT DES ARCS.

DAS KNICKEN DER BOGEN.

THE BUCKLING OF ARCHES.

Prof. Dr. Ing., Dr. Mat. C. TAGLIACOZZO, Libero Docente alla R. Universitä di Roma.

1. Dans une note parue recemment1) nous avons envisage, d'une facon
generale, le probleme de l'equilibre critique des systemes en „coaction
elastique", dans le but d'etablir — par analogie avec le meme probleme
dans le cas ordinaire (celui des systemes soumis ä des forces exterieures
donnees) — le procede le plus propre ä sa resolution.

Nous appliquerons maintenant les considerations generales de cette note
ä la recherche de la „deformation prealable critique" de l'arc
circulaire articule aux naissances en „coaction elastiqu e".

La resolution de ce probleme nous menera aussi ä la determination im-
mediate de la poussee horizontale critique. Et nous jugeons utile de re-
marquer que, dans le cas envisage, le probleme de la charge critique d'un
Systeme elastique a ete ramene au probleme (dont la resolution est plus
facile) de l'equilibre critique du meme Systeme soumis ä une „coaction
elastique" convenable.

II importe toutefois de faire remarquer que Pinteret porte ä la theorie
des „coactions elastiques" s'est beaucoup developpe au cours de
ces derniers temps, parce que cette theorie ne permet pas seulement d'aborder
le probleme relatif aux tensions dues ä des causes autres que les forces
exterieurement donnees (par ex., chaleur, retrait, etc.) mais aussi, ainsi que
cela vient d'etre montre par M. Colonnetti2) et par M. Danusso3), eile
peut servir de base au probleme (de toute premiere importance pour la
technique moderne) des systemes elastiques presentant des elements deformes
au delä des limites d'elasticite.

2. Nous rappellerons4) en peu de mots qu'un corps se met en „c o -

action elastique"5), lorsqu'une cause tend ä lui imprimer des defor-

*) Voir Tagliacozzo, Sulla stabilitä dell'equilibrio elastico dei
solidi in coazione, „Ricerche d'ingegneria", Roma, 1936, n. 5; ou S u 11 a sta-
bilitä delPequilibrio elastico. Riassunto di un corso di lezioni
dettate nel R. Istituto Superiore d'Ingegneria di Roma, l'anno
accademico 1934—35, XIII; Edizione litografata, Roma, Libreria Signorelli, p. 160.

2) Voir Colonnetti, Su l'equilibrio elastico dei sistemi in cui si
verificano anche deformazioni non elastiche, Note I, II, III, IV,
„Rendiconti della R. Accademia Nazionale dei Lincei", Roma, 1937, fasc. 8, 9—10, 11, 12.

3) Voir Danusso, Le autotensioni — Spunti teorici ed appli-cazioni pratiche, „Rendiconti dei Seminario Matematico e Fisico di Milano"
vol. VIII, 1934-XII.

4) Pour la theorie generale des „coactions elastique s", nous renvoyons ä
l'ouvrage de M. Colonnetti, La statica delle costruzioni, U.T. E. T., Torino,
1928, vol. 1°, p. 317.

5) Ital. „coazione elastica"; all. „elastischer Zwang".



334 C. Tagliacozzo

mations qui ne sont pas compatibles avec les liaisons (liaisons exterieures
et interieures, y compris la liaison de la continuite); celles-ci reagissent en
provoquant d'autres deformations, qui, en s'additionnant aux deformations
precedentes, engendrent des deformations totales compatibles avec les
liaisons.

Envisageons, d'une maniere toute generale, un Systeme elastique remplis-
sant un espace V, limite par la surface S, et soumis ä des liaisons donnees.
Nous le rapportons ä trois axes de coordonnees rectangulaires (Oxyz).

Nous allons supposer que chaque element du corps (en Pabsence de
forces exterieures donnees) subit des deformations — inelastiques (tres
petites, de Pordre des deformations elastiques), qui ne sont pas compatibles
avec les liaisons — dont nous designerons les composantes („composantes

de la deformation prealable"6)) par
ex, ey> ezy gxy, gyz, gzx. (1)

Puisque la continuite du corps doit demeurer inalteree, ses elements reagissent

mutuellement, en engendrant les tensions

@x> ~y> &z > "^xyy TyZ, Tzx. (<£)

A ces tensions correspondent des deformations elastigues

Zx, £y> *z, 7xy, 7yz> 7zx> (3)

telles que les deformations totales

ex + £x, ey 4- ey, ez -f ez, gxy + yxy, gyz + yyz, gzx + yzxy

soient compatibles avec les liaisons.
Par suite de la „deformation prealable" (1) le corps accumule une energie

potentielle („energie liee"7) V) qui peut se degager en aneantissant la
connexion du corps)

° JJJ^ ' dV i$$\(Ex(Jx+ EyOy + ezoz + yxyrxy -V yyzxyz + yzxTzx)dV, (4)
V V

oü 99, energie rapportee ä Punite de volume, est une forme quadratique
essentiellement positive des composantes (2) (ou des composantes (3)).

II est utile de rappeler le theoreme8)

Ul (€* (Jx + h °y ¦+¦ £z Gz + 7xy Txy + YyZ Tyz -f- yzx Tzx) d V —
V

— Ul (e* (J* + ey (b + e*°z + gxy Txy + gyz Vyz + gzx *zx) d Vy (5>

qui permet d'exprimer „l'energie liee" en fonetion des composantes de la
„deformation prealable" (qui est la cause de l'etat de tension du corps et
la donnee du probleme); comme le theoreme de Clapeyron qui, pour le
probleme statique ordinaire, permet d'exprimer le travail moleculaire en
fonetion des forces exterieures donnees.

3. Rappeions que dans le cas courant d'un corps soumis ä des forces
exterieures donnees, on exprime la condition de l'equilibre critique en an-
nulant la differentielle seconde de l'energie totale du Systeme pour toute

6) Ital. ,,componenti della deformazione i m p r e s s a".
7) Ital. „energia vincolata"; all. „Z w a n g s e n e r g i e".
8) Voir Sesini, Sülle coazioni elastich e", Nota prima, „Atti della Ponti-

ficia Accademia delle Scienze Nuovi Lincei", tomo 79 (1925—1926).
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Variation possible de sa forme d'equilibre:

oü Li represente le travail moleculaire du corps et Le le travail des charges
exterieures.

Dans le cas d'un Systeme en „coaction elastique" (en Pabsence de forces
exterieures donnees) la Variation de l'energie totale, pour toute Variation
de la forme d'equilibre, se ramene ä la Variation de „l'energie liee": alors
la condition de l'equilibre critique est

d20 0,
ou bien, d'apres l'equation (5),

^2111 (ex Ox + eyOy + ez oz + gXyTXy + gyZ iyZ + gzx i zx) dV 0. (6)

L'expression (6) est l'equation fondamentale du probleme de l'equilibre

critique des systemes en „coaction elastique"; et eile permet la recherche
de la „deformation prealable critique"9).

4. Envisageons maintenant une barre hyperstatique, droite ou courbe.
Si, comme en general dans la pratique, le rayon de courbure de la barre

est grand par rapport ä sa section droite, on peut notamment remplacer, dans
l'expression de „l'energie liee" <P> les tensions et les deformations par leurs
valeurs en fonetion des caracteristiques de la sollicitation; et ecrire, au lieu
de l'expression (4),

i irsN*ds r°M*ds r T*ds\io)

Supposons que la barre soit en etat de tension par l'effet d'un Systeme
de „deformations prealables" (par ex., celui qui est engendre par une
elevation uniforme de la temperature), caracterise par les composantes

ex ey ez e rtt°\ gxy gyz gzx 0, (8)
oü rj represente le coefficient de dilatation lineaire.

Alors, on trouve

Ul(ex0x-heyOy + ezOz f gxy^xy + gyz^yz + gzx^zx)dV= Ule(ax + °y+ Oz)dV.
V V

Rappeions ä present que pour les corps isotropes la somme

0X + Gy + GZ

est, ä chaque point, independante de la direction des axes de coordonnes,

9) Voir notre memoire cite plus haut: Sulla stabilitä delTequilibrioelastico dei solidi in coazione...
10) Dans la formule (7) nous designons par

A la section normale de la barre;
/ le moment d'inertie de la section par rapport ä son axe neutre;
s la longueur de Paxe de la barre;
E le module d'elasticite longitudinale, Q le module d'elasticite transversale;
q le coefficient de reduction pour Peffort tranchant;
Af Peffort normal, M le moment flechissant, T Peffort tranchant.

Comme en general dans la pratique, on a considere la barre composee d'elements
prismatiques, sollicites ä la traction (ou ä la compression), ä la flexion et au cisaillement.

Dans cet article nous n'envisagerons que la possibilite du flambement dans le plan
de l'axe de l'arc.
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et eile peut etre calculee en orientant ceux-ci, ä chaque point, selon trois
directions orthogonales quelconques.

Choisissons donc Pun des axes (par ex., l'axe des z) selon la directions,
normale au plan de la section droite de l'arc: on aura, pour ce repere
particulier,

(Jx — (Jy 0, Oz Gn,

et

\l\e(ox+ Gy+ az)dV l He- on- dA • ds,
V 0 A

Puisque la quantite e est constante pour chaque section droite de Parc,
nous ecrirons

JJ an • dA - N,
A

et, alors, nous obtiendrons
s

^
s

l 11 e • <*n • dA • ds J eNds,
o a o

et, d'apres (5),
1 \[sN*ds [*M*ds fs T*ds\ 1 r

5. Considerons maintenant un are articule aux naissances; et designons
par C sa corde et par Jx le moment d'inertie de son poids elastique par
rapport ä l'axe passant par les deux articulations.

Lorsqu'une cause quelconque (par ex. une elevation uniforme de la
temperature) tend ä engendrer la „deformation prealable" (8), chaque arti-
culation reagit par une reaction X (dont la valeur absolue est notamment
eC
—), capable d'engendrer le deplacement relatif X/x, egal et contraire ä celui
Jx
(eC) qui serait subi par les deux naissances de l'arc, si elles n'en etaient pas
empechees par les liaisons.

Nous avons, par consequent,

e Nds — e X cos q • ds —
Jo ^ Jo ^ Jo

0 2Jo 2Jo ^ 2Jo Jx

oü g represente l'angle que la tangente ä l'arc en un point quelconque forme
avec l'axe passant par les naissances.

6. En particulier, envisageons un are circulaire de rayon R et d'angle
au centre 0; et designons par a l'angle que la normale relative ä un point
quelconque de Parc forme avec la normale relative ä la naissance de gauche.

Alors,

1 fVCcosp.flb 1 f 2
e2CcosQ-RdQ e2CR[e 0\

Jx ^ !_!_ Jx ^Jx
2

e2CR\ 0 [e 0 (° l
-=-=—{ cos-^- cosa da + sin— sma-da).

£Jx l ^ Jo £ Jo I
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7. Envisageons maintenant une petite Variation de la forme d'equilibre
de l'arc qui soit compatible avec les liaisons; et calculons l'energie potentielle
0X, relative au Systeme dans la nouvelle position; en tenant compte que le
changement de forme apportera une contribution 0' et que le changement
de dimensions (allongement) degagera une partie <&" de „l'energie liee"11).

Precisons: si par suite du changement de forme, la Variation de la courbure

de l'arc est ^[-^), nous obtiendrons 12)

°'=yLeM\Ps=tWo Ki)frf-
et si, par suite du changement de dimensions, chaque element de la barre
subit Pallongement supplementaire e', nous trouverons

Alors, la Variation totale de l'energie potentielle sera

A0=W1—O=(D'+ 0"—(D P-EJR\ M4r)| da +

¦
CRi% ^ 6\s CRe*t° 0\,+ 2fl(e-e)-cos(a-li)da--2]r-)0cos\a- Yjda-

8. Si nous designons par u et v les deplacements, normal et tangentiely

d'un point quelconque de Parc pendant le flambement, la courbure — de la

barre subira la Variation 13)

\RI ~ ~R*\da+ da2)'

et chaque element de la barre se dilatera de 1A)

1 1/ dv\* (du V or,/ du \)* TRA\U + da) +\da-V) -2R\- a^ + V)Y

Pour que nous puissions etablir la condition de l'equilibre critique (6)r
il faudra envisager des variations tres petites de la forme d'equilibre; c'est-
ä-dire des variations representees par des quantite de 2e ordre de grandeur
par rapport aux autres quantites considerees.

Pour que la dilatation soit une quantite de 2e ordre de grandeur, il faut
que la condition

du
v -7~ (Q>da x 7

soit verifiee 15).

n) Voir notre memoire cite plus haut.
12) Nous negligeons Pinfluence de l'effort tranchant qui se developpe lors de la

flexion de la barre. Cette influence est insignifiante.
13) Voir Foeppl, Drang und Zwang, Oldenbourg, München und Berlin, 1928,

Zweite Auflage, Zweiter Band, p. 24.
14) Voir Timoshenko, Sur la stabilite des systemes elastiques,

„Annales des ponts et chausseesu, Paris 1913 - III, p. 555.
15) Voir Timoshenko, ouvrage cite plus haut.

Abhandlungen V 22
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Alors

et

./ 1 \ 1 (du d2v\ \ l d2v\
d(~R) W\d-a + d^)-=W\V+d^) (1°>

1 / dvV 1 / d*uV
e=2^\U + Ja) =2RA" + d^)- (")

La Variation de la forme sera compatible avec les liaisons (articulations
aux naissances), si on a

pour « 0, u v 0,
pour a 0, u v 0.

Ceb conditions sont verifiees, si nous posons 1G)

« 2jnA«[l ~~ COS "T") '

et, alors, d'apres (9),

En introduisant ces expressions dans les formules (10) et (11), nous
obtiendrons

t/ M 1 [^ -
2 tut 2ti7ta A

/2/i,r\3 2ti7ta\
dU)==*Fl?.y»"-ö"s,n 79 ^" 1-0-) s,n"7T-|

Ä»|?-i4-s,n-ö—It hHj}> (10)

et

1-1? ,4 fi_cos2^ + ^ ^Vcos^^V-^[2^«^ cos
e j + ^«i e

cos
0 I -

y,S.4 + c„s^([^f-,)]f. ,„,2

9. D'apres (10'), on aura

£7 f ^ ,2[2/_rc /2/*/r\3]2
~2

parce que
0

2nrta 2tti7za t
\-~-sim — n.

sin —-— sin — — rffl j z

16) Cette serie est la meme que celle qu'a employee M. Timoshenko (voir l'ouvrage
cite plus haut) pour le probleme de l'equilibre critique de l'arc circulaire, articule aux
naissances et soumis a une charge constante et normale ä Paxe.
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10. On peut negliger e'1 dans l'expression
(e — e'Y e2 + e'2 — 2ee \

on aura par consequent

0" - 0 — Cr 0\. CRe\ 6[\£COs(a-yltfa — — JCOS^ e'Qiosada +

J [SÄ^«(l+W«COS-^f^)\ tosa da +

+ sin— j [^An\l + Hn cos-^—)J sina rf«|,

oü nous avons pose, pour abreger,

CRe
Jx

CRe \
2/^lCOS2

/•Öroo

/9 |,ey I

sin— tf'sina flfaf^ .'o

«. P5?i-..

(12)

(13)

On a notamment
fö/oo \ 2

J (S«'4*) cosa da \£nAnJ sin#,

j (^X) sin« rf« (S^«) 0 -cosö),

f' S „ 2nica _v „ sintf
2 24,„AM«tf»cos—¦£— COS«rfa 2 2j„m^«^m^« ,2"^M2'

\ <9 ;

(0~TT\
* - rr 2tl7Ca ^^ _. 1 COSÖ

tandis que des calculs, longs mais non difficiles, nous donnent
1

(2rui\2 /2/ra.Tv2l

cos—^—) cos« da — V AnAmHnHm -
x0

1 H^HW-^f+mT
I- (2/iji\2 (2mx\2\ ,<. /U

En introduisant ces valeurs dans l'expression (12), on aura, d'apres (13),

<£"- 0 - icos-jr-sinö + sin ^ (1 -cosö) 2,A +S AnAmHnHm.

1 V~/ ~\ " ' + 2V J J H ' _

~ ¦ 0
Cesm y

JXR
2nA") +E A«A* H^f-^fr-4^r+m} w
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11. D'apres les conditions que nous avons posees pour Pelastique, l'equilibre

de l'arc sera critique, lorsque

A0 0x — 0 — 0' + ar-- 0 0;
c'est-ä-dire, lorsque

J_ZJ_V A*\2n?I l2n7C\*Y -2Rs 2 rn "l o \ e \ -
2nji\z ßmnYir I2nn\* (2mn\HCesin-^ (s a V+v a a nnnnr-nr)-\—ii -iJXR

par consequent

V «2(2«» (2n*\*]a

_ r*e°- V" L e \ d '\
-1

oü r est le rayon de giration du poids elastique de Parc par rapport ä Paxe
passant par les naissances:

_ Jx
Cs ds

)0£J
En annulant dans l'expression (14) tous les coefficients A/n sauf Au on

obtiendra la valeur minima de ecr.\

&cr. —

2c'm>p2(w 2c' ml'®'-*)

En effectuant la division par la regle de Ruffini, on aura

,•»¦ KtT*®'**» 20,25 |

^ 2C2 n[2jlY + n(2nY\l2A22 ~ 2 ;((¥)'-^!

"CT- + ^-j0'25 + °>53125^ + „.(1,6 „.-fl.)|- <15>

Dans le cas oü l'angle 6 est suffisamment petit (are surbaisse), on a,
ä une petite erreur pres,

ec, -~. (15')

Les formules (15) et (15') resolvent le probleme que nous nous etions
pose.
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12. La formule (15) nous permet la determination immediate de la
poussee horizontale critique17) Xcr. de l'arc circulaire articule aux naissances:

*,. «£ 4^ + ^^|0,25 + 0,53125^ + *****
JX CV* C"-)x \ ' ' ' u2 ' u2(\,Ö7r2 — 92)

4 ,c2 f/ f/ö j 0* 0,50625 0* I

-röc~ + Jtc\°>25 + °'53125^ + «.(i,6««- e2))-

Dans le cas oü Farc est tres surbaisse, on a, ä une petite erreur pres,
4,r*EJXrr. sC

13. II est utile de remarquer que, dans le cas etudie ici, la consideration
d'un probleme relatif ä un corps soumis ä une „coaction elastique'4 con-
venable fournit un moyen facilitant la resolution du probleme analogue,
relatif au meme Systeme soumis ä des forces exterieures donnees.

En effet, pour ce corps nous aurions du envisager le travail moleculaire

_
1 f [*M*ds [sN2ds ± [s T2ds\U - ~2\),~ET + )o~EÄT ^ )oq-GÄ\'

dont l'expression n'est pas aussi simple que celle de ,,l'energie liee"
1 r0 — -- eNds\2 J ti

et, par consequent, le calcul de la Variation de l'energie totale du Systeme
pendant le flambement aurait ete plus complique.

Resume.
Le present memoire a pour but d'appliquer les considerations generales

developpees par l'auteur dans une note parue recemment, ä la recherche de
la „deformation prealable critique" de l'arc circulaire articule
aux naissances „en coaction elastique".

La resolution de ce probleme mene aussi ä la determination immediate
de la poussee horizontale critique. II est utile de remarquer que, dans le
cas etudie dans cette note, la consideration d'un probleme relatif ä un corps
soumis ä une „coaction elastique" convenable fournit un moyen pour
faciliter la resolution du probleme analogue relatif au meme Systeme soumis
ä des forces exterieures donnees.

17) Ce probleme a ete l'objet de recherches nombreuses, qui sont restees limitees
aux arcs tres surbaisses, ou ä ceux dont la fibre moyenne coi'ncide avec la ligne des
pressions.

Voir: Timoshenko, ouvrage cite plus haut; Baticle, Arcs encastres ä fibre
moyenne parabolique tres surbaisse e, „Le Genie Civil", Paris, 1929,
premier semestre, n. 5; Mesnaoer, Arcs circulaires surbaisses ou non,
ibidem; Pigeaud, Note sur le flambement des arcs, ibidem, 1929, premier
semestre, n. 8; Manager, B\ticle, Chambaud, Le flambement des arcs, ibidem,
1929, premier semestre, n. 12; Tournayre, Note sur le flambement des arcs
surbaisses, ibidem, 1929, 2e semestre, n. 8, 9; Belluzzi, Sui comportamento
degli archi elastici molto ribassati, „Annali dei Lavori Pubblici", Roma,
1929, n. 6.



342 C. Tagliacozzo: Le flambement des arcs

Zusammenfassung.
Vorliegende Abhandlung bezweckt die Anwendung der allgemeinen

Betrachtungen, die der Verfasser in einem kürzlich veröffentlichten Aufsatz
bezüglich der kritischen Vorverformung des Zweigelenk-Kreisbogens in
elastischem Zwang angestellt hat.

Die Lösung dieses Problems führt auch zur unmittelbaren Bestimmung
des kritischen Horizontalschubes. Die Untersuchung einer Aufgabe, die sich
auf einen Körper bezieht, der einem verträglichen elastischen Zwang
unterworfen ist, liefert ein Mittel zur Vereinfachung der Lösung der
übereinstimmenden Aufgabe, das gleiche System zu berechnen, das durch gegebene
äußere Kräfte beansprucht ist.

Summary.
The object of this paper is to apply the general considerations developed

by the author in a recent note to investigate the "preliminary critical
deformation" of a circular arch hinged "with elastic restraint" at the springings.

The Solution to this problem also provides an immediate determination
of the critical horizontal thrust. It is worth noting also that, in the case
here $tudied, the consideration of a problem which relates to a body under
a suitable "elastic restraint" offers a means of solving the similar problems
which arise when the same system is acted upon by external forces.
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